El estudio de los polinomios de Appell y de las matrices tipo Pascal
han progresado paralelamente desde su aparicion. Sus avances van
ligados a la aplicacion de diferentes ramas de las matematicas como
Teoria de Numero, Funciones Especiales, etc, de manera que muchos

problemas de estas disciplinas se plantean en términos del estudio

analitico y algebraico de estos polinomios y matrices.

La nueva familia de polinomios generalizados tipo Apostol Frobe-
nius-Euler y su enfoque matricial introducidos en esta obra, estan en
el marco de los polinomios tipo Appell y las matrices tipo Pascal, de
ahi que su estudio sea de interés para los estudiantes e investigado-
res en esta rama de las matematicas. Nuevos problemas y aplicacio-
nes pueden ser objeto de estudio a partir de esta familia de polino-

mios y matrices.

La obra esté centrada en las propiedades técnicas del analisis real y
complejo, asi como el estudio detallado de algunas generalizaciones
de este tipo, necesarias para introducir la nueva familia de polinomios

tipo Apostol Frobenius-Euler y las matrices tipo Pascal asociadas.
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PREFACIO

El objetivo principal de este libro es describir los resultados de investi-
gacion de los autores en el estudio de los polinomios generalizados tipo
Apostol Frobenius-Euler de nivel m, buscando una exposicion clara con
todos los detalles posibles en las demostraciones de los teoremas pro-
puestos como nuevos resultados.

La familia clasica de polinomios Frobenius-Euler ha sido objeto de
estudio desde su aparicion; algunas generalizaciones han sido plantea-
das, pero son las extensiones tipo Apostol a las que se les ha mostrado
mas interés. Por otra parte, las matrices tipo Pascal han tenido un de-
sarrollo en teoria de nimero, enfoque que condujo al planteamiento de
sus generalizaciones y aplicaciones.

En la presente exposicion se da una vision panordmica de algunas clases
de extensiones tipo Apostol conocidas y de algunas generalizaciones de
matrices tipo Pascal. Una orientacion, de algunos métodos cldsicos en
las investigaciones propias de estos temas son presentados para llegar
asi al planteamiento de una nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m y una nueva familia de ma-
trices polimoniales tipo Pascal, definida en el contexto de esta familia
de polinomios. Los problemas de factorizacion con otro tipo de matri-
ces de estructura similar, propiedades e inversa de la misma matriz son
desarrolladas.

Los autores expresan su mas sincero agradecimiento a la Universidad
del Atlantico por su constante ayuda, lo que hizo posible la realizacién

de este libro.

Los autores
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INTRODUCCION

El estudio de los polinomios tipo Apostol comenzé en 1951 y fue gracias
a T. M . Apostol [1] quien propuso un nuevo conjunto de polinomios
B,(x;A), A € C, que resultan ser una generalizacion de los nimeros de
Bernoulli. Estos nuevos polinomios estan relacionados con la funcion
Zeta de Lerch 0(x,a,s) através de la expresion

B 8 (04 eZILw')

nen, (1)
n+1

o(x,a,—n) = —

donde ‘B, ; son llamados polinomios de Apostol-Bernoulli.

Desde el trabajo de T.M. Apostol [1], algunos matematicos comenza-
ron la tarea de generalizar otros polinomios y numeros con estructuras
analogas a los clasicos dados por Bernoulli, entre ellos los introducidos
por Euler y Genocchi. Estos polinomios y nimeros son de fundamental
importancia en el calculo de las diferencias finitas y tienen variadas
aplicaciones en otros campos como la Estadistica, Teoria Combinato-
ria, Teoria de Numeros, Geometria Diferencial, Topologia Algebraica y
Analisis Numérico. Por ello, han sido ampliamente estudiados [2, 18,
19, 20, 24].

En 2012 Tremblay et al. [34], introducen dos clases de polinomios,
los de Apostol-Euler generalizados " "

Apostol-Genocchi generalizados g,[,m‘l’“} (x;b,c;A) de nivel m, donde

J(x;b,c;\) de nivel m y

meN,a,AeCyb,ceR", con las siguientes formas:

Universidad del Atlantico
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

o

2!” . o L 1 -’(‘."
’"—1;,]a p: Z Elm |_a;(x;b__c;}.};._ |zlogb| < |log(—L)|. )
MJ""' Z Ul_-, n=0 :

o

2 )m Xz = [m—1.0] 7"
mi =Y Go (zb,c;h) =, |zlogh| < |log(—A)|. 3)
A+ ¥ Llc}gh)* n=0 B

1=0

En 2015 en el trabajo “About Extensions of Generalized Apostol-type
polynomials” [10] se propone una nueva familia de polinomios tipo
Apostol generalizado, que resulta ser una generalizacion de todas las
familias de polinomios tipo Apostol conocidas hasta la fecha. Para pa-
rametros o, A,u,v € C con b,c € R*, la nueva clase de polinomios tipo
Apostol generalizados Q,,’” La] (x;b,c;k;u,v) de orden a es dada por la
siguiente funcion generatriz:

13
2“..1’ m G -
= .) ‘= ¥ Q" b ehun), @)
AbT + z Ingb n=0
donde |z|<2m cuando A=1, |z|<m A=—1. ( zlog (f-f) D <|log(—X), cuando
hEC—{-11}.

En el mencionado trabajo se dieron varios aportes como son: formulas
de conexidn entre los polinomios Qn[’”‘l"‘] (x;b,¢305u,v) y los polinomios
de Genocchi G (x), polinomios de Jacobi P,E“-B} (x) polinomios de Ber-
noulli generalizados B"""*(x) y los polinomios de Laguerre L’(?a) (x)

Por otra parte, J. Choi et al. (ver [5, p. 2, Ec. (1.4)]), en el 2012 intro-
ducen una generalizacion de los polinomios de Euler clasicos [11, p. 1,
Ec. (1.2)], llamados polinomios de Frobenius-Euler / (x;u), donde u €
C, dados por la siguiente funcion generatriz:

Universidad del Atlantico



Introduccion

e —u

l—H XZ 3 H 2 Z" l (5)
e = ZG n(.r,u)a? |Z| < | l’lul.
n=

En el 2013 ([4, p. 1, Ec. (1.1)]), se introducen los polinomios tipo
Apostol Frobenius-Euler H (x;A;u), con A € C, a través de la siguiente

forma:
-4\ ow_vy o, B u
(Mz_u)e _H_Z()H”(x,h’u)all !Z| < |]l'1 (?_\,)l (6)

Recientemente, Kurt y Simsek estudian propiedades de los polinomios
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados que se definen mediante la
siguiente funcidn generatriz (ver [12]):

i ) lIl(%)

7 o .
a —u X7 () - . < | <
(7J)~'- ”) ot = “Z()H“ (x:a,b, (..A.u)-”! |2 In(b) , o

Con base en los trabajos presentados en [4, 5, 11] y siguiendo las ideas
dadas [10], se presenta una unificacion de las familias de polinomios
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados mediante la adicion de
nuevos parametros. Entonces, se puede probar que esta nueva clase de
polinomios conservan algunas propiedades algebraicas y diferenciales
similares a los polinomios tipo Apostol y como consecuencia, se re-
cuperan algunas propiedades algebraicas y diferenciales conocidas de
tales polinomios. Adicionalmente, como una aplicacion introducimos
un tipo de matriz asociada a esta nueva clase de polinomios en el marco
de las matrices tipo Pascal.

Alejandro Urieles - Maria José Ortega - William Ramirez
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

El trabajo esta constituido por tres capitulos que se describen a
continuacion.

El capitulo 1 es de caracter introductorio. Contiene conceptos y resul-
tados generales acerca de series de Taylor, funcion generatriz, manipu-
lacion de sumatorias, funcidon Gamma, el simbolo de Pochhammer y se
introduciran los niumeros de Stirling. Ademas se mostraran familias de
polinomios Frobenius-Euler, polinomios de Genocchi, polinomios de
Apostol-Euler y polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m que
mas adelante se utilizaran para abordar el problema de estudio.

En el capitulo 2 se introducen los polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados y se hace un resumen de las distintas generalizaciones
de dichas familias de polinomios, al igual que se explican algunos de
los resultados mas importantes de estos polinomios que seran de gran
utilidad en el siguiente capitulo. Ademas, se mostrara la matriz polino-
mial de Bernoulli y sus respectivas propiedades.

El capitulo 3 es dedicado a introducir la nueva familia de polinomios
generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m denotados
por, }4,[’"*1"0‘] (x;c,a;\;u), se establecen algunas propiedades, incluida la
formula de recurrencia y las ecuaciones diferenciales que satisfacen.
Ademéds, se mostraran férmulas de conexion entre estos y los polino-
mios de Genocchi, los polinomios de Jacobi, los polinomios de Ber-
noulli generalizados B! ''(x) de nivel m y los nimeros de Stirling de
segunda especie. También, se introduce la matriz polinomial de los
polinomios }41[’”*17“] (x;c,a;\;u) Y S€ mostraran algunas propiedades de
estas matrices. Finalmente, se presentan las conclusiones a las que se
llegaron en esta investigacion.

Universidad del Atlantico
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Capitulo 1

FAMILIAS DE POLINOMIOS ASOCIADAS A SU
FUNCION GENERATRIZ Y MATRICES TIPO
PascaL

Este capitulo trata sobre conceptos conocidos de funciones generatrices
de algunas familias de polinomios, requeridos para poder trabajar ade-
cuadamente y dar una serie de resultados propuestos en los siguientes
capitulos. Asi como también, se dardn conceptos y propiedades de las
matrices tipo Pascal y otras matrices con estructura similar.

1.1 Definiciones y resultados basicos

En esta seccion se revisan algunos conceptos y propiedades relativos a:
funcion generatriz, funcion Gamma y niimeros de Stirling de segunda
clase.

Para z,z0 € C, Ry > 0 y f(z) unafuncién analiticaenundisco |z — zo| < Ro,
se define su representacion en serie de potencias llamada serie de Taylor
por (ver [37])

f@ =Y anz—20)", |z—z0| <R,
n=0

1.1
£ (z0) (4D

n

donde g, = para todo n € N.

Universidad del Atlantico
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Son de especial interés aquellas series de Taylor que nos expresan una
funcion a partir de su valor en el origen, esto es zo =0 y se conocen
como serie de Maclaurin de f'(cf. [37])

~(n)
f(z)=f (G)z”, |z| < Ro. (1.2)

n!

Sea f(z) una funcién de variable compleja infinitamente diferenciable
en un entorno z, = 0, si la sucesion de niimeros complejos {gn }n>0 esta
determinada como la sucesion de coeficientes de la serie de Maclaurin
asociada a f(z), entonces la funcién f(z) es llamada funcién genera-
triz de los nimeros {g,},>¢ y se denota (cf. [17])

f(z) = i gn?". (1.3)

n=0

Para z € C, %R(z) > 0 se define la funciéon Gamma I'(z) por la integral
(ver [33, p. 14, Ec. (1.7.1)])

['(z) = /m e s, (1.4)

[

Dado z € Cyn €N, el simbolo de Pochhammer se define por (ver [15]):

(Z)n=Z(Z+l)(z+2)°-'(z+n—l); (Z)(}:l. (1.5)

El simbolo de Pochhammer cumple las siguientes propiedades:

(Dn = n!,

['(z+n)
(Z)n — ﬁ

"
e

Universidad del Atlantico



Familias de polinomios asociadas a su funcion generatriz y matrices tipo Pascal

Sean z€C, g€ Zyp>—1 se define la derivada generalizada de orden
q como (cf. [23]):

d(I[x_Z]P B r(p{ l)xp_‘j"
& T(r—g+D)

En particular, si z = 0 se tiene:

dix?  T(p+1)xP~9
(dx)9  T(p—q+1)

(1.7)

Definicion 1.1

Para n,k € N, z € C se definen los numeros de Stirling de segunda clase
S(n,k) por las siguientes funciones generatrices:

= )iS{n,k)z(z— 1)...(z—k+1),
k=0

(+1)

- Fik
k! 25@,&)5.

(1-2)7'-227'...00-k)~! = iS{n,k)z”'k, lz| <k

n=k

PROPOSICION 1.1.1 Para n,k € No los niimeros de Stirling satisfacen
la siguiente relacion:

A=y (i)k!S(n?k). (1.8)

k=0

Para ver detalles de la prueba (cf. [30]).

Tenemos ahora, que S(#n,k) satisface la siguiente relacion de recurren-
cia, (ver [8, p. 50]):

Alejandro Urieles - Maria José Ortega - William Ramirez
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

n—1
S(nk) = Z:(ﬂ;])ﬂhk—ly (1.9)

I=k—1

Para nimeros enteros n,k con n = k = 0, los numeros de Stirling de
primer tipo s(n,k) y de segundo tipo S(7,k) se pueden definir como los
coeficientes de la siguiente expansion, (ver [8, p. 50])

i

k=0

y

¥t = i S(n,k)[x]n-
k=0 (1.10)

Ademas, [x] es el simbolo de Pochhammer dado en (1.5).

Se mostrardn a continuacion algunas propiedades relativas a: series,
sumas finitas y combinatorio; que se tendran en cuenta a lo largo de
este trabajo, las demostraciones seran obviadas.

Para j,k,[,m,n € INjse cumple:

= o= L A
(E ay (Z by Y ﬂ'u—l.--bk) . (L.11)
=l =0} n=0 L k=0

in,r B = E A;B, . (1.12)
= =0
n—k "
ZAJ; = EA”—.I" (1.13)
Jj=0 =k
n n n n
E Z(I_;‘(}I'k = (Eﬂj) (Zﬂk). (]]4_‘.
=0k=0 j=0 k=0
o on=j non—k
Y Yar = } ) ai (1.15)
J=0k=0 k=0 j=0

72 S

T s L

==

b S
|

(:) (n>k), (1.16)

m ! my fm—n
= =1>n). 17)
(l)(nr) (F)(F n)(m_r’_u) (1.17)

Universidad del Atlantico



Familias de polinomios asociadas a su funcion generatriz y matrices tipo Pascal

La propiedad (1.11) es llamada producto de series de Cauchy, para deta-
lles, ver [7]. La demostracion de (1.12) y (1.13) son inmediatas y para la
demostracion de las propiedades (1.14), (1.15), (1.16), (1.17), ver [26].

Definicion 1.2

Sea {R,(x)}n>0 una sucesion de polinomios de grado n en P(C),

se dice que {R,(x)},>0 es una sucesion de polinomios de Appell si

R, (x) es generado por la siguiente funcion generatriz, (cf. [31]):

XZ — R (x) n
Az)e® =) ——7, (1.18)
n=() n.
donde:
= R &
AR =Y 175 A@)#0. (1.19)
=055

Dadas las caracteristicas de los polinomios que se estudiaran en los
siguientes apartados, se puede establecer que ellos satisfacen las condi-

ciones de la Definiciéon 1.2.

1.2 Polinomios y Numeros de Bernoulli, Euler y Genocchi
clasicos

Se presentan a continuacidon conceptos conocidos sobre las familias de
polinomios y numeros de Bernoulli, Euler y Genocchi, algunas de sus
propiedades fundamentales son dadas. Informacion sobre estas familias

de polinomios pueden ser encontradas en [11, 18, 20].

Alejandro Urieles - Maria José Ortega - William Ramirez
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Definicion 1.3

Para n € Ny, los polinomios de Bernoulli B (x) de grado n y variable
x se obtienen como los coeficientes de la siguiente funcion generatriz:

Ie;f oo B x '”
€ _y BT <o (1.20)
gl ol

Los niumeros de Bernoulli B, se definen como los coeficientes de la si-

guiente funcion generatriz:

B” ZH
n!

s |7l <2x. (1.21)

Definicion 1.4

Los polinomios de Euler E,(x) de grado n y variable x son definidos por

= Z n(*t Iz

n=I)

2("’

<7, n € Np. (1.22)

Los nimeros de Euler E, se definen por

e*—l—l Z ”", z] < . (1.23)

Definicion 1.5

Para n € No, los polinomios de Genocchi G, (x) de grado n y variable x
se obtienen mediante la siguiente funcion generatriz:

<..T G”(x
e -y &2

n=0

lz| <. (1.24)

Universidad del Atlantico



Familias de polinomios asociadas a su funcion generatriz y matrices tipo Pascal

Los niimeros de Genocchi G, se definen como los coeficientes de la
siguiente funcioén generatriz:

Gz”

e2+1 , zl < = (1.25)

PROPOSICION 1.2.1 Para m,k € N los polinomios de Genocchi G,(x)

verifican la siguiente relacion:

1 n+1 1
E (n: )Gk(x}+G!r+l(x)] . (1.26)

B 2(n+1) |5

Para la demostracion del resultado anterior, (ver [18]).

Los nimeros de Genocchi de indice par, estdn en relacion directa con
los polinomios de Bernoulli mediante la siguiente expresion:

Gan =2(1-2*")Ba,, neN. (1.27)

En virtud de las funciones generatrices dadas en las Definiciones 1.3,
1.4y 1.5 se presentan ejemplos de los polinomios considerados.

Ejemplo 1.1

Para z € C,n=0,1,2,3, los primeros polinomios de Bernoulli son:

Bo(x) = 1,

1
Bi(x) = x—-=,
1 (x) =5

|

Bx(x) = xz—x+6,

3 _,-
Bi(x) = x3—§x2+%.
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Para z€ C,n=0,1,2,3y x =0, los primeros nameros de Bernoulli son:

By(0) = 1,
1
B] (OJ — _57
|
82(0) — 6?
B3(0) = 0.

Ejemplo 1.2

Para € C,n=0,1,2,3, los primeros polinomios de Euler son:

Eo(x) = 1,
1
E ==
1(x) =3
Ex(x) = x“—ux,
3 1
E3(x) = x’— Exz + 3

Eo(0) = 1,
E\(0) = 0,
E,(0) = -1,
Ez(0) = 0.

Ejemplo 1.3

Para z€ C,n=0,1,2,3, los primeros polinomios de Genocchi son:
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Go(x) = 1,
Gi(x) = 1,
Gy(x) = 2x—1,
Gi(x) = 3x%—3x

Go(0) = 0,
Gi1(0) = 1,
G2(0) = -1,
Gi(0) = 0.

1.3 Polinomios y numeros generalizados de Bernoulli, Euler
y Genocchi

La siguiente definicion proporciona una generalizacion de los polino-
mios considerados en la seccion anterior. Para mayor informacion sobre
estas familias de polinomios, (ver [11, 30]).

Definicion 1.6

Dado o real o complejo, n € Ny, los polinomios de Bernoulli genera-
lizados B:”(x), Euler generalizados Ei"(x) y Genocchi generalizados
G, (x) de orden o se definen por las siguientes funciones generatrices:

i o

() = £ 202, penn (1.28)

|
n=0 It

2 o0 E,E,m x)2"
( T ) =) ”,) , 2zl <= (1.29)

n=0
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tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

N o O (1.30
() -0 e )

Z ]
et + 1 = n!

Para o = 1 se tiene: B (x) = B, (x), E\" (x) = En(x) y GY) (x) = G (x).

De (1.28), se tiene que, (cf. [40])

| e (B;
4P (x4 y) = k):ﬂ ( k) B@(x)B,” (3. (1.31)
También, se puede obtener de (1.28)
0
B )(x) =i (1.32)
SiB=0en (1.31) y se intercambia x ¢ y, se concluye que:
@, " n i
Bn (x+Y) —kz:;] (k)Bk[“)(y)x" , (1.33)
Particularmente se obtiene:
n n P
B,(x+y) = Bilyls® " 1.34
(x+) R};{}(k) ) (1.34)
i n
B (x) = E, ( k) Bx", (1.35)

En la Definicion 1.6, si x =0 se obtienen los nimeros asociados a cada
funcion generatriz, es decir, los nimeros generalizados de Bernoulli,
nimeros generalizados de Euler y nimeros generalizados de Genocchi,
respectivamente.

A partir de la Definicion 1.6 y la nota anterior, se presentan los siguien-
tes ejemplos.

Ejemplo 1.4

Los primeros polinomios, By (x) conn <2 son:
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BYx = 1,
() U
BI (XJ = X 23

)
(o) ¢ 2 gz Ay
B — e s .
Sl Sl

Para x = (0 se muestran algunos nimeros, B (0) con n < 3.

By () = 1,

BP0 = -7,

( O‘.rzm o

o=
3 2
o o

B;a)(O) = —?-i-?-

Ejemplo 1.5

Los primeros polinomios, £{*(x) conn < 2 son:

EPx) = 1

() o

E = X——,

Px) X 2

EO) = P-oa—24+ L

Para x = (0 se muestra una lista de nimeros, EW (0) conn < 3.

EY0) = 1,

EY0) = -3,
00 = £-8,
E®0) = —%ﬂ%.

23
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1.4 Polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

En la siguiente definicién se estudian los conjuntos de polinomios:
Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi. Con base en
esta definicion, algunos ejemplos son dados, (ver [20]).

Definicion 1.7

Los polinomios de Apostol-Bernoulli B,,(x; 1), Apostol-Euler &,(x;))
y Apostol-Genocchi &,,(x;A) de grado n y pardmetro A € C se obtienen
por las siguientes funciones generatrices:

ze” -

— = ‘Bﬁ-(~’f7lb 1.36
Aet—1 ng{) ( )

|z] <2mcuando A = 1;|z] < |log(A)| cuando A # 1.

2t Zit (1.37)
= N (o ;L)
Ae +1 rEJ !
22.‘3“‘-"—’ e ) . Z”
el SLUCOmE
(1.38)

|z| < T cuando A = (A)| cuando A # 1.

PROPOSICION 1.4.1 Para ) € C, los polinomios de Apostol-Euler €,(x;\)
verifican la siguiente propiedad:

x): ( )@,\ X A) + Eu(x;A) | (1.39)

Detalles de la prueba se encuentran en [20].
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Ejemplo 1.6

Para A€ C,n=0,1,2,3, los polinomios de Aportol Bernoulli son:

Bo(w;h) = 0,
Birh) = =,
2
Bard) — 302 +3A — 6).7t2+(i\ib-l|—)3x7\, —6.x27\.+3\f
Ejemplo 1.7

Para A € C,n=0,1,2,3, los polinomios de Apostol-Euler son:

'L'E{J(.T;;L) = (%)

== ) (A+x=2)
Ei(h) = ( )l+l
(ﬁ) (A2 4 22A 4 22 —2¥A2 — 2 — A+ A2)
E(xd) = 5 ;
(A+1)°
2
E3(h) = (l—: B (l;]){_1'313—|—3.r312+3_13’l-|—.\3—3_\'213—6_1'212

S P R A )
1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-
Euler y Apostol-Genocchi

Una generalizacion conocida de los polinomios introducidos en la De-
finicon 1.7 se estudian a continuacion, (cf. [19]).
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Definicion 1.8
Para A,a€ Cyx real, los polinomios generalizados de Apostol-Ber-
noulli (% (x;2), generalizados de Apostol-Euler ¢@ (x;A) 'y generali-

zados de Apostol-Genocchi.

e\ (,\ L) de orden @ se establecen por las siguientes funciones

generatrices:
= o i oo (@) N
(ﬁ) er = ,E)%” (.X", l)”ﬁ |:| < |]03(?k)| (140)
2 {'3-‘1 f I loe }h
Y ):, En (x; lz| < [log(—A)|. (1.41)
2”" B x 2| < |log(—A
peas e —"Eht (A=, |2 <[log(=M)]. (1.42)
Para o = 1, B,(x;A) = (x A)yparaA =1 los polinomios de

Apostol-Bernoulli generahzados Bl )( ) = (o )( x1).

n n

Paraoa =1, &,(x;A) = ¢! )(x A) y para A =1 los polinomios de Apos-
tol-Euler generalizados E\*) (x) = QE(“ (x;1).

Para a = 1, &,(x;A) =Q5,(,1)(x;7»)ypara7»=1 los polinomios de Apos-
tol-Genocchi generalizados G\% (x) = &% (x;1).

Se presentan a continuacion algunas propiedades y férmulas de cone-
xion de los polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apos-
tol-Genocchi generalizados.
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PROPOSICION 1.5.1 Para o € C, n, m € N, x real, los polinomios (1.40),
(1.41) y (1.42) satisfacen las siguientes relaciones

- m '{BE\,?) (xisA) ‘3;; (\ JL)
Z H L L (1.43)

ky -t =k i=1

= mEP A @)

= (1.44)
ky+otkm=ki=1 kf‘ n!
y lﬂlﬁi?}(xf:?v) _ o)) (1.45)
k;’! - n! £ .

ky+-tkm=ki=1

Para mas detalles de la demostracion de la Proposicion 1.5.1, (ver [13])

Teorema 1.1

Para o,p,A € Cy nm € Ny la siguiente relacién entre los polinomios Apostol-
Bernoulli v Apostol-Euler generalizados se cumple:

B (x+ ;1) 2!3 ): ( ) (E (}i) x”’mi‘i}k@:qtfn;?x)) ‘E;EB}(J;;R).

m=0

Detalles de la demostracion del Teorema 1.1, se pueden consultar en
[36].

PROPOSICION 1.5.2 Para a, B, A € C y n, m € Ny se tiene que los polino-
mios de Apostol-Bernoulli generalizados *Bf,a] (x+y;1) estan relacio-
nados con los polinomios de Apostol-Euler generalizados €,_(x;1) y
los polinomios de Bernoulli generalizados B\* (x), estdn relacionados
con los polinomios de Euler generalizados E;B)(x) respectivamente asi:
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B x4y = ¥ (jj) (m}f"( )+ ;93;”‘ o +m')) Coik(x:)),  (1.46)
k=0
1 & )
2 ‘(x+y) = 2 E (:) (E{) (E)BL“}‘(\ —l—m]) E{[5 (x). (1.47)
k=0 m=

Mas detalles en [36].

PROPOSICION 1.5.3 Para B,A € C y n,m, j € Ny las siguientes relaciones
se cumplen

— Z ( )k’"@;, (x+m;A), (1.48)
m>U
(n)j.r”_j — m{)“()(_1)j—m(:l)lm%’{:ﬁ(x_‘_m;l)! (1.49)

donde (n)j cumple (1.5).
Para detalles de la prueba, (cf. [36]).

PROPOSICION 1.5.4 Dado o, L € C y n, j € Ny se tienen las siguientes

relaciones:

z g g
eV x+yA) = _):‘6 Ty (:) (ez,{,‘jl D(y;A) — e (v x)) B,_(; 1)

A—1
n+ 1 @{{)a)(ﬁl)%n-i—l(xﬂ“):
n n—k _ o —1
ey = £ (E()(F) sosristl o) s
imo \k/ \[ZH\ 1 J
Mas detalles en [31].
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PROPOSICION 1.5.5 Para a € C y n, j € Ny los polinomios de Apos-
tol-Bernoulli generalizados y los polinomios de Bernoulli generaliza-
dos cumplen las siguientes relaciones respectivamente

n

- n!j!
r = ;Z_,—(H‘J)( D S+, s N)B,~ ,(x A).

n n N —1
=y ({) ('U;}> S(L+J, J)BY, (x).
1=0

Para mas detalles, (ver [31]).

1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,
Apostol-Euler y Apostol-Genocchi

En este apartado se estudiardn los nuevos polinomios generalizados de
Apostol-Bernoulli, 73,(,0‘) (x;A;a,b,c), nuevos polinomios generalizados
de Apostol-Euler, £\ (x;A;a,b,c) y los nuevos polinomios generaliza-
dos de Apostol-Genocchi, g,g‘*) (x;\ia,b,c), (ver [31]).

Definicion 1.9

Sean a,b.c€ R, a+#byneNylos nuevos polinomios generalizados
de Apostol-Bernpulli, B (x:l:a,b,c), generalizados de Apostol Eu-
ler, £ (x:%:a.b.c) y generalizados Apostol-Genocchi, Gi”(x:ria,b,¢) de
orden « € C se definen por las siguientes generatrices:

o =f

(kb:z_a:) - E!B’(’w (x; Aab() 1 |z log( )|‘*~|]03 )| (150)

n=0

) o a} -] 3 b
(mzﬂz) ):ﬁ (xihia,b,c) |~10g(gjl<llog( Ml (1.51)

n=0

29
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= ar":—%r(“’(-x- b,o)= izlog (2 < jlog(-M)I. (152
g ) _Z-’” x:A:a,b,c)-, zlog = og . (1.52)

n=0

En la siguiente proposicion se establecen algunas relaciones entre los
polinomios dados en la Definicion 1.9.

PROPOSICION 1.6.1 Sea a,b,c € R* y n,l € N las siguientes relaciones
se cumplen:

! l
B (x;Aia,b,c) = (—%) o T Y (B X bic), (1.53)
n!
£ (x;Ma,b,¢) = (<2)! (=1 'B;(m( —Aia,b,c), (1.54)
Gr(:hia,b,0) = (=2)' B (x:~Ma, bc), (153

n!

(n—1)!

Mas informacion sobre la Proposicion 1.6.1, se puede consultar en [31].

g}g”(x;l;a?b’(j) = " {(l l a, b (.) (156)

1.7 Polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y
Genocchi de nivel m

Los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y los nimeros
de Bernoulli generalizados de nivel m fueron introducidos por Natali-
ni y Bernardini en [22] como una generalizacion de los polinomios y
nimeros de Bernoulli clasicos. En esta seccion se estudia informacion
relevante acerca de esta familia de polinomios, (ver [24]).
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Definicion 1.10

Para m € N, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m se
obtienen mediante la siguiente funcion generatriz:

I =n

i€ [m—1] .;.
z__wvm—1¢g Z B }C _1"- ‘Zl <2m. (1.57)
e—Yi—o f1 n= :

Los niimeros de Bernoulli generalizados de nivel m estan definidos por

31— m—1 N
BL:F IJI:[ ](0 , para todo n 2 0.

Es claro que si m = 1 en (1.57), se obtiene la funcién generatriz de los

polinomios de Bernoulli clasicos B (x) y los numeros de Bernoulli cla-

sicos respectivamente, B,(x) = B (x), yB, = BY, paran > 0.

Ejemplo 1.8

Param € N,n=0,1,2.3, los primeros polinomios de Bernoulli genera-
lizados de nivel m son:

Bgn— 1] (x)

= ml,

[m—1] : 1
B x) = m!|x— 5
() m (x m—f—l)'

[m—1], 2 2
B = m!lx — + )
2 ) " (K m+1x (m—l—l)z[m+2))'

] 2 S 6 ] 6(m—1)
5w m.(.t mt1 +[m+1}2(m*2)j+(’”+1)2{"I+2)(”1+3) ‘

(]

El siguiente teorema resume algunas propiedades de los polinomios ge-
neralizados de Bernoulli de nivel m (cf. [10, 22]).
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Teorema 1.2

Para m €N, sea {3,," ”u)} - la sucesion de polinomios generalizados de

Bernoulli de nivel m. Entonces las siguientes propiedades cumplen:
a. Formula de sumacion [24, Ec. (2)]. Para cada n >0,
[m 1] = (n [m—1] k
o) = Y (k)Bk X, (1.58)
k=0

b. Relacién diferencial [24, Ec. (3)]. Paran, j > 0con0 < j <n, se tiene

n! [m—1]
B (), (1.59)
(”-—j)! n—j ( )
c. Férmula de inversion [22, Ec. (2.6)]. Para cada » >0,

i = (n k! [m—1]
Xt = Z (k) (k_|_m)!Bn—k (X) (1.60)

k=0

[B[m— X)U) -

d. Relacion de recurrencia [22, Lema 3.2]. Para cada n>1,

[m—1] il I m—1] _ 1 = L\ lm=1] ,[m—1]
Ba (X)_( m—l—l)B"’_I () n(m—1)! E;) k By B (-

e. Formula integral

[m—1 1 m—1 m—1]
/_ B, ] (x)dx = n+l [BL-H]( ) B.-[H—I (0)}

= [m—1] n—k+1 _ ey (1.61)
): k+l k B, ((x) (xo0) ).

k=01 —

32
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.!:n ] /B[m l(F dI—}—B[m I]. (1.62)

Se definen ahora, los polinomios de Euler generalizados de nivel m y
los polinomios de Genocchi generalizados de nivel m. Propiedades en
la linea del Teorema 1.2 se cumplen de manera analoga para estas fami-
lias de polinomios, (cf. [11]).

Definicion 1.11

Param € N, los polinomios de Euler generalizados de nivel m se definen
mediante la siguiente funcion generatriz (cf. [27, 32]):

2.‘?1 XZ L

m—l .U
m—1 2/ E E” x n!’ ‘Zl < T, (1.63)
Z il n=()

y los numeros de Euler generalizados de nivel m estan definidos
por Ei "= BV o), para todo n = 0. Es claro que si m = 1 en
(1.63), se obtiene la funcion generatriz de los polinomios de Euler
clasicos E (x) y los numeros de Euler clasicos respectivamente,
Ey(x) = E,[,O} (x),yE,= E,[lo}, paran > 0.

Definicion 1.12

Para m € N, los polinomios generalizados de Genocchi de nivel m se
establecen mediante la siguiente funcion generatriz (cf. [27, 32]):

(2 ).IME)’I 7 Z G[m I] o |Z| <T. (164)

Ej —0 J‘l n=0
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Los numeros generalizados de Genocchi de nivel m estan defini-
dos por G »u:= G 1 (0), para todo n 2 0. Es claro que si m = 1 en
(1.64), se obtiene la funcidon generatriz de los polinomios de Genocchi
clasicos G (x) y los numeros de Genocchi clasicos respectivamente,

Gn(x) = G (x),y Gn= G, paran > 0.

1.8 Polinomios de Frobeniu-Euler

Esta seccion es dedicada al estudio de la familia de polinomios de Fro-
benius-Euler, algunos ejemplos son presentados, asi mismo, algunas
propiedades analiticas y algebraicas son estudiadas.

Definicion 1.13

Para u € C los polinomios de Frobenius-Euler H (x;u) se obtienen como
los coeficientes de la siguiente funcion generatriz, (cf. [12]).

n

L=# Nore ¥ i) < |Inu|. 1.65
( )(. —ZH,,(.t,u)E: |z| < [Inu| (1.65)

e—u n=0

Para valores especiales de x y u en (1.65), se tienen los siguientes casos:

1. Parax=0, H (0;u) := H (u) se llaman nimeros de Frobenius-Euler
(ct. [5]).
2. Parau=-1, H (x;-1) := E (x), denotan los polinomios de Euler.

3. Parau=—1lyx= %, 2”Hn(%= —1) = E , denotan los nameros de
Euler.

Algunos autores llaman a H (0;-1) := E (0) nimeros de Euler, (cf. [5]).
En este trabajo, se utiliza la definicion comin de nimeros de Euler, es
decir, los nimeros definidos por la funcion generatriz
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2e* = o TT
(ek— 1) =Y Ensy <3 (1.66)

n=(0

Utilizando desarrollo de serie de potencia y el producto de Cauchy, de
(1.65) la siguiente formula de recurrencia puede obtenerse

¥ (Z)Hk(x;u)—an(x;u) = (1-u)x", n € No. (1.67)
k=0

Para detalles de la prueba, cf. [4].

Ejemplo 1.9

Parau € C,n=0,1,2,3, Jos polinomios de Frobenius-Euler son:

Hp(xu) = 1,

1
Hixu) = e

2 I +u
H Lok - 12_‘_—1’_ 21
2(x;u) =

a | 2 4 1

Hi(x;u) = x°— : gtk +4u+

1 —u (1—u)? (1—u) ~

1.9 Polinomios de Jacobi

Es sabido que dentro de la familia de polinomios ortogonales clasicos

estan los polinomios de Jacobi, los cuales se describiran a continuacion,
(ver [33]).

Definicion 1.14
Sean o, B > 1y du(x) = (1 —x)%(1 +x)Pdx sobre intervalo [~1.1]. Los polino-

mios de Jacobi {P;E“'B\"[,ﬂ} _, son ortogonales con respecto a la medida y
cumplen la siguiente relacion de ortogonalidad:
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q
/ REQ'B)(X)RE?‘B)(X)CZH(X) = hli(zaﬁ)sn.m: n,m >0,
—1

donde

) _ 29+ IP(n+ o+ DI(n+ P+ 1) (1.68)
T Cn+a+B+ DI+ DI(n+oa+p+1)’

siendo T la funcion Gamma.

Definicion 1.5

Dado z€C, o, > —1yneNy, los polinomios de Jacobi son generados
por la siguiente funcion generatriz (ver [33]):

2% BRI(1 -2+ R) ™ *(1+2z+R) P =Y B*P ()2, (1.69)
n=0

donde
R =R(x,z) = (12xz+z*)"~

Los polinomios de Jacobi se pueden obtener de modo explicito a partir
de la férmula de Rodrigues, (ver [33]):

(_ ] )H dﬂ'
2Mp! dx"

Otra expresion explicita para los polinomios de Jacobi es la siguiente
(ver [33]):

PP (1) = (1 —x)~%(1 +-x)7P {(1—0)"™ (1 +x)"} . (1.70)

n — 1\
PR () = I E(E)(,;+a+|3+])k(k—|—0t+1)n_k (%) ) (1.71)

=)
n-iZn

donde (a), es el simbolo de Pochhammer dado en (1.5).
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B)
Los valores de P:Ea P) en los extremos del intervalo [-1,1] estan dados
por:

¥ oL, +
P:Ea B)(l) _ (:H:I), P’(? BJ(_I) = (=1)" (”;;B).
PROPOSICION 1.9.1 Para o, > -1 y n € No, los polinomios de Jacobi
P\*“Y verifican la siguiente relacion:

e (ate) oy (1+a+p+2k)
o —n!Z( _ )( ) (I+G+B+k).‘!-|‘|

PP (1 —2x). (1.72)

Ejemplo 1.10

Parao=1p=2yn=0,1,2.3, los polinomios de Jacobi son:

o x) =1,
1.2),. 5 1
1 (l:l = i.l — if
iy 2T 3
7)) = - 75 o
7 21 T i
P;l (x) = 5 X S —oXt o

1.10 Matriz de Pascal y matriz de Fibonacci

A continuacion se revisan conceptos y propiedades relativos a: matriz
de Pascal p, matriz polinomial de Pascal P[x], matriz de Fibonacci £,
y la inversa de la matriz de Fibonacci [fi,j], Lucas y Pell. Para mayor
informacion sobre este topico, (ver [40]).
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Definicion 1.16

Una matriz de Pascal de tamafo nxn es una matriz obtenida tomando las
primeras # filas del triangulo de Pascal y rellenando de ceros a la derecha
para completar la matriz. Esta matriz se expresa de la siguiente manera:

i—1 o iz
1 4
U= i 2],

0, en otro caso.

P = pij

Parai, j=0,1,...,n se define la matriz generalizada de Pascal (n+1)x(n+1) como

I 1—j . 5 5
| D s1 1>],
(J)

0, en otro caso.

Plx] = pij =

Ejemplo 1.11

Para n = 3 se presentan ejemplos de las matrices dadas en la Definicion
1.16

1 000 1 0 0 0
1100 x 1 00
=119 1 o LS P
1 3 3 1 X 3x% 3x 1

Definiciom 1.17

Sea x cualquier nimero real distinto de cero. Para ¢ € R*, la matriz de
Pascal generalizada (n+1)x(n+1), de primer tipo en base ¢ denotada por
P [x], es una matriz cuyas entradas estan dadas por (ver [25]):
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i\ [ =] s
(j)(xlnc) . i> ],
Pije(X) ==
0, en otro caso.

Ejemplo 1.12

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Pascal genera-
lizada en base ¢

1 0 0

0

: (xIne) 1 0 0

Falal (xInc)> (2xln¢) 1 0|
!

(xInc)® 3(xlnc)? (3xInc)

Cuando ¢ = e, la matriz P [x] coincide con la matriz de Pascal genera-
lizada de primer tipo P[x]. Ademas, si se adopta la convencion 0°= 1,
entonces P [0] =1 ,con/  =diag(l,1,..,1).

El siguiente teorema muestra una relacion entre los argumentos de las
matrices de Pascal.

Teorema 1.3 (Teorema de adicién del argumento)
Para x,y € R, se cumple

P [x+y] = P [x]P [y].

Para més informacion (ver [25]).

Se enuncian a continuacion algunas propiedades de la matriz de Pascal
generalizada de primer tipo, P [x] que serdn (tiles en la propuesta que
se considera en la presente investigacion.
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Teorema 1.4

Para c € R, sea P°|x] la matriz de Pascal generalizada de primer tipo
en la base c de orden n+1. Entonces las siguientes afirmaciones se
cumplen:

a. Pc[x] es una matriz invertible y su inversa estd dada por
P '[x]:= (P [x])"=P [-x].
b. La matriz Pc[x] puede ser factorizada de la siguiente manera:

P[x] =G, [x]G,-, [x]--G, [x], (1.73)
donde G [x] es la matriz de suma dada por

|t1r.l—i' 0
w 0 Sl
C”\'.(',X] - ke )

Sn.e J«I k=n,

siendo S, [x] la matriz (k+1)x(k+1) cuyas entradas S, (x;1,]) son dadas
por

(xIne) =4, i>j,
Skc(x:i, j,c) = 0<i,j<k.

0, j>i,

Detalles sobre las propiedades anteriores pueden consultarse en [25].
La sucesion de Fibonacci es la sucesion de numeros de la forma:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,... (1.74)

Cada numero se calcula sumando los dos anteriores a él. Para mas in-
formacion, ver [40].
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Definicion 1.18

Sea Fn el n-ésimo niimero de Fibonacci dado en (1.74), la matriz de

Fibonacci(n+ 1) x (n+ 1), 3=[f,l, ij=0,1,....n es definida por:
e 'F;'—j+|'.\ Sif—j+]ZO 1.75
f’--’_{ 0, sii=j+1<0. (1.75)

Ejemplo 1.13
Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Fibonacci

000
: 100
o= IO
211

b b — —

En [15] se define la inversa de la matriz de Fibonacci de la siguiente
forma

Definicion 1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci 3, denotada como 37! = [fiJ.] Lj=
0,1,...n, es dada por:

173 sii—].
fij=1 -1 sii=j+1,j+2, (1.76)
0, en otro caso.

Ejemplo 1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de
Fibonacci
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

SR =

1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Se comienza esta seccion revisando la definicidon de la sucesion de Lucas
para asi introducir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

Essabido que lasucesionde Lucas {Lx}a>1 esdadapor L,-2 = Lyy1 + L,
para n > 1, con condiciones iniciales L; =1y L, = 3.

Definicion 1.20

La matriz de Lucas L se define a partir de las siguientes entradas

Lf—j-l—l: f_fzo-
lij=
0, en otro caso.

Ejemplo 1.15

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Lucas

Ly =

S R VO
BW =
we—0 o
e =

A continuacion se presenta la inversa de la matriz de Lucas, £,
Definicion 1.21

Las entradas de £ ! tienen la siguiente forma explicita
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1, i=],

-3, i=j+1,
hlljz s oa_ I}
S(=1)y—i2=i > j+2,

0, en otro caso.

Ejemplo 1.6

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de
Lucas

-1 _ x
Ly = 5 =3 1 ol

=100 5§ =3 1

Se registra a seguir un resultado declarado y demostrado en [38,
Teorema 3.1].

Teorema 1.5

Para x R, x #0, lasiguiente relacion entre las matrices Plx] y £ se cumple

Plx| = LG[x] = H[x] L, (1.77)

donde las entradas de las matrices G[x] y H[x] estan dadas por

5 -*:—J'—l-r'—l i a2 | I P X
8ij(x) =x -x (J) 3.1)( j )-1-5( [ }n;.--l,j.](z)}_‘
1 (T) ae( R 2
_ A R (=1 s L\ 7 ) |

hij(x) =x7I~
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

respectivamente con

m; j(x) =

L=, (DO, iz, DR iz
y o onij(x) =

0, i<j, 0, i<j.

1.12 Matriz de Pell y de Stirling

Se considera ahora la conocida sucesion de Pell, fundamental para
definir la matriz de Pell y poder plantear un tipo de factorizacion con la
matriz de los polinomios objeto de investigacion del presente trabajo,
(cf. [35]).

La sucesion de Pell {a } es definida recursivamente por la ecuacion
a+l=2a +a-,nz22,
donde a, =1, a,= 2. La sucesion de Pell se puede listar asi:
1,2,5,12,29,70,169,408,....
Definicion 1.22

La matriz de Pell S = [s, ] de n x n se define a partir de las siguientes
entradas

digrE, L=
Sij =
0, en otro caso.

Donde, a, es el n-€simo numero de Pell
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Ejemplo 1.17

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Pell

1 000
2 100
S = 15 2 1 0
125 21

Una bien conocida identidad, llamada identidad de Pell se puede expre-
sar de la siguiente forma:

%
Aan+q An+r —An An+q+r = dq ar ( —1 )” y Qprl = ay+ aﬁ+ I
Donde, g y r son enteros arbitrarios.
Para el n-ésimo numero de Pell a_se tiene la siguiente relacion:

r=0 ¥

Definicion 1.23

Para los niimeros de Stirling S(i, /) de segunda clase dados en la Defini-
cion 1.1, se define S, como la matriz de nxn dada por

(S ) _ S(fgj)i "':2.)"'
Lpn 0, en otro caso.

(Si,i)n se llama la matriz de Stirling de segunda clase, (ver [14, p. 144]).
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Ejemplo 1.18

La matriz de Stirling de segunda clase de orden 4 x 4 se muestra
a continuacion,

—
L
—
L

S4

1
1
1
1

-~ ) =
= OO
| e B e

Usando la definicion de S, se puede definir la siguiente representacion
matricial de (1.10), (ver [8, p. 51])

X = ([1]1BS -)F, (1.78)
donde X, = [‘ X 'x”_]}r yFi= [[x](, ] "'[x]n—lf-

Para n,k € Z*con n 2 k, la matriz P,_de orden nxn, con respecto a la
matriz P_de orden kxk, es definida por

D L O
p=fios 9

Asi, I_Jn =Py I_Jl es la matriz identidad de orden n.

Es conocido, que para la matriz de Pascal P de n x n se tiene, (ver [8,
p.52])

S =P ([1]DS -). (1.79)
En efecto, para cada i, j coni 2/ = 1 se tiene que la (i, j)-entrada de

[1]DS, , es S(i-1, j-1). Ahora, por la multiplicacién de matrices y
(1.9), se obtiene
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Pu((]©8u-1))ii = Y, pigr1SUj—1)
1=j-1

_ ’y_l (f:])S(:,j—l;

I=j—1
= S, ))
= (Si__,f),,,

Ejemplo 1.19

Un ejemplo de (1.79) se da a continuacién

FSI N I
W - o
- o o
oo O -
—_——
W - o O
- o o
~ W= O
o= OO

Teorema 1.6

La matriz de Stirling Sn de segundaa clase puede ser factorizada por las
matrices de Pascal Py,

S.-r = }_Jn}_)n—l S 'ﬁ2ﬁl-

Para detalles de la prueba, (ver [8, p.52]).
Ejemplo 1.20
Un ejemplo del Teorema 1.6 se da a continuacion,

00
Sq =

L R e e |

0 0 0
0 0 0
0 0 1
1 1 1

o o O
o o = O
— O O O

1
0
0
0

W= O
P

0
1
2
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Capitulo 2

(GENERALIZACIONES DE POLINOMIOS TIPO
APOSTOL Y MATRICES POLINOMIALES

En este capitulo se presentan algunas generalizaciones de familias de
polinomios consideradas a partir de las funciones generatrices de las fa-
milias de polinomios introducidas en el capitulo anterior; la exposicion
de los resultados muestra las demostraciones o las fuentes bibliogra-
ficas donde se puede ampliar informacion. Primero se trata la genera-
lizacion de los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler, se estudian
algunas de sus propiedades; otra generalizacion considerada es la cono-
cida extension de las generalizaciones de los polinomios tipo Apostol.
Por otra parte, se propone el estudio de la matriz polinomial generaliza-
da de Bernoulli, ademas teniendo en cuenta los conceptos referentes a
los tipos de matrices tratadas en el primer capitulo se estudian algunas
formulas de conexion entre ellas.

2.1 Polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados
Definicion 2.1

Los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler H,(x;A:u) en variable x,
parametros A,u € C, son definidos mediante la siguiente funcion gene-
ratriz, (ver [12]).

n

I —u S - AN : u
(pte;_“)" —):Hn(l»%u)me |~|<Il"(1)l- (2.1)

n=0
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Para A=1 en (2.1), se obtienen los polinomios de Frobenius-Euler clési-
cos dados en (1.65).

Definicion 2.2

Sean a,b,c € R*. La generalizacion de los polinomios tipo Apostol Fro-
benius-Euler se definen mediante la siguiente funcion generatriz:

4 o i S 1
a‘—u = (o) Z ; u
= ¥ ; Ly LSy I; ; ) Z T e . 2-2
(lbz—u) e ”EZOH, (x;a,b,c lu)’—l!_ _ |<|ln(k) In(b)|. (2.2)

Six=0ya=1en(2.2), se obtiene

n

= Z{}H,.,.(a,b}c;k;u)f“a. (2.3)
n=

a—u
A — u

Donde, H (a,b,c;u;\) son llamados nimeros generalizados tipo Apostol
Frobenius-Euler (cf. [29]).

El siguiente teorema ofrece algunas propiedades que cumplen la familia
de polinomios dados en la Definicién 2.2.

Teorema 2.1.

Para n € N, sea { H!Ea) (x;u)}n>q la sucesion de polinomios generaliza-
dos tipo Apostol Frobenius-Euler. Entonces las siguientes propiedades
se cumplen, (cf. [12]).

(a) Paran € Ny,
HO (x1u) = 2. (2.4)

(b) Dadoa,b,ceR*yaeC,

5 n 3
Hp[;m(vt;u;a.b,fr; A)i= E (:) Hlm(x:fr;a.b. e A) (xIne)" %, (2.5)
k=0
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(c) Paraa,b,ce R yo,ueC,

. (2.6)
H,,m[5 (x+yiu;a,b,e;\) = Z (k) [m{x.rf,a.b,(',l) ,,Ii};(‘,:u;a.b.c;l}.
k=0
(d) Paraa,b,ceRT ya,ueC,
\ , 2.7)
((x+y)Inc)" = H,Efi.(_\';u;a,b.C;L)H;:_ﬂ)(x;u:a,b, ciA).
(e) Paraag,b,ce R " ya,uecC,
n (2.8)

H Ywad 01, A0 = Y (:) H ™ (v usa,b,¢:H - (x; —usa,b,¢; 1),
k=0

DEMOSTRACION 2.1.1 Se demuestra (2.7). Utilizando (2.2) se tiene,

Z Hy ™ x u;a,b,c; }L) ZH, y; u;a,b,c;k}% = ) (2.9)

Por lo tanto,

n=0 \ k=0

Ast, al usar el producto de Cauchy en (2.9) y luego comparar los co-
eficientes de *.. en ambos lados de la ecuacion resultante, sigue el re-
sultado deseado Las pruebas de (2.5), (2.6) y (2.8) se demuestran con
argumentos andlogos a la de (2.7), por lo tanto se han omitido.

PROPOSICION 2.1.1 Sea o. € N. Entonces se tiene,

E (0!)'_”)“ Y(xInc+klna)" = E E ( )( ) (—u)™ "(klnb.)f’Hj,E:,(.r:_u;a:bAt‘;?\.;
n=( k p=0k=0 p
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Z (Z (k) H;EO‘.} (Va h‘;ﬂ?b.(’; ?\’)HR{_&}(X; ua, b,(‘; X)) % _ z (xlnc)”;"ﬁ_

51



Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
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DEMOSTRACION 2.1.2 Usando (2.2) se obtiene,

3 = (I‘ O—K = z”
ngi‘l (r’\;] (k) (_“) ;\(XInC—i_klna) ) E
i (Z Z ( )( ) )“ 1(!'(]11})%’?,'—[;"1]"”()_ w;a.b,c; 7&)) ;

1=0 \ p=0k=0
-
Igualando los coeficientes de —-en ambos lados de la ecuacion resultante, se
n!

obtiene el resultado.

Teorema 2.2

Sea r € Ny, la siguiente relacién se cumple
n

(2u—1) E (”) He(x;usa,b,c: M) Hy—r(y; 1 —wza, b, c;\)
g

r=0
= (u—1)Hy(x+yiu:a,b,c;A) +uf,(x+y;1 —i;a,b,c:1)

+E()H;\ (x+y;u;a,b,c;:0)

n

Y G) (na);™Hy(x+y:1 — w.a,b,c:h).

k=)
DEMOSTRACION 2.1.3 Estableciendo que

. at—(1—u)
l)lbc—n b —(1—=2) C

o (x+y)z ! — :
= (a* —u)(a*— (1 —u))™* (M}S—H W—(I—MJ)

De la ecuacion anterior, se observa que

Yz

(2u —

it
(2u—1) (Z Hy(x;wa,b,¢:0)° ) (EH" u;a,b,c;l}n!)

n=0
)
=(a"—1+u) ZH,;(J[%—\ uia,b,c; ;’L)——(a —u) EH” +; |—H;(-',b-_(-;l)ﬁ

n=0 n=(}

52
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Por lo tanto,

©0 n Z”l
2u—1 Hr b MH, Ay 1 —u; ’b7 ,}\‘7
(2u ),,;)Z{) (x;usa,b,¢;N)Hy—r(y; 1 —usa,b,c )n'

n

ZHn(x+y,uach +uZH x+y;1 —u;a,b,c;k)z—'
n=0 h

—
<
\
—_
~—

=0
n
> (Ina)" "Hy(x+y;u;a,b,c; 7\.)
r

3
Il
=
3
Il
=]

| +
D1 118
1= D=

VR A:

n
) (Ina)" "Hy(x+y;1— u;a,b,c;?»)z—'
n

i
=)
~
Il
o

De aqui se llega al resultado deseado.

2.2 Nuevos polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler
y Apostol-Genocchi generalizados

En este apartado se presentan la nueva clase de polinomios de Apos-
tol-Bernoulli generalizados B, "% (x:c.a: 1), Apostol-Euler generaliza-
dos, €m19.. ,3)y ApostolGenocchi generalizados & % (x:c,a.cih).

Definicion 2.3

Para pardmetros arbitrarios reales o complejos, o € C y paraa,c € RY, n,m € Nlanue-

va clase de polinomios Apostol-Bernoulli generalizados ;""" (x;¢,a:1), la nueva

clase de polinomios Apostol-Euler generalizados ¢ Lol

“(xze.a;A) v la nueva clase
de polinomios Apostol-Genocchi generalizados (G la (x:c,a,c;X),me N, LeC se

definen por las siguientes funciones generatrices, (ver [10]).
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S i
S — %"' Mo, ah)>,  |zlog(=)| < |log(A)

gm ) Pt q] _n
loga) 5= E ¢, (x;c,a; 7&,) . zlogle)| < |log(—A)|.
zlog n=0

m—1

]

— alConal e = EQ’»*J" J“'ac-a:?u);—.-. |zlog(c)| < [log(—A)|.
M | Z ({. 0.._.{1) n=0 e

Ahora, se enuncia el siguiente teorema donde se revisan algunas pro-
piedades que cumplen los polinomios dados en la Definicion 2.3.

Teorema 2.3

Para m € N, sea (B "“(uc,aM))e (" "(ean) o Y
{em ]'u]{x;c:a;}.}}nzo las sucesiones de los nuevos polinomios general-
izados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la
variable x, pardmetros AEC, a, cER", de orden a€C. Entonces las sigui-
entes propiedades se cumplen:

(a) Valores especiales, para cada n € Ny
%I:fr 1, l}|( YiC,a; }} _ e[nr 1 (} = }L) J[I:'M—I.U] (x;(.‘,a; ?\.} _ (.Tlﬂ(')”<

(b) Férmulas de suma

B e ah) = (Z)‘B;::m'(aa:l}(xlnc)*
k=0
n
- Y (”)%,-:i;'-““'(r,a;;.)%};"“"Ju;f-,a;a).
k=0) k

54
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1 e,ah) = (;{) }:H,\I (e, a:h) (xIne)t
oy
« La-1 11
= (k)éknﬂ = l )G[f'”_' (x:c,a;)).
i=0

-

J‘E:"_l'u:[x;c,a;lJ = E, (A) ;:nﬁl ul(t a;1)(xInc)*

(

=
=

H

_ E (k) [m—1,0— I|{( ?'.]@Lm_l_l](.‘I.';(.'.ﬂ;;\.).

=0

(c) Ecuaciones en diferencias

n—1 -
n E (” " 1) }:",‘I ul(z c,a; LJ‘BE:”R i lme,@h) = JL‘B,[:"_I'U](.I b Lic,ah)
k=0

— ‘Bk"_ 2 (xciazh).

L (:)&’5}:”,\'“'[ X5 }L)@E:”Lt we,ad) = A¢r Ut Le,ad)

—.—i‘.’,[f"_ L,e] (xie,a: ).

Para detalles de la demostracion del Teorema 2.3, ver [10]
2.3 Polinomios tipo Apostol generalizados

En esta seccion se estudiardn los polinomios conocidos como polino-
mios tipo Apostol generalizados, los cuales son de gran utilidad en la
propuesta de investigacion que se presenta en el capitulo 3.

Definicion 2.4

LospolinomiostipoApostol generalizados % (x;A:u.v) con n € No, A, 0,u,v € C
de orden a se definen a través de la siguiente funcidén generatriz, cf. [10]
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22\ e S el D o
(19“——1-1) e —”;}f,, (x,l,:m)m, (lz| < [log(—A)]), (2.10)
Donde
}'”(a}(k;u,v) = .9'-”(“} (0;2;u,v), (2.11)

denotan los también llamados nimeros tipo Apostol de orden a.

El siguiente teorema muestra relaciones andlogas a las relaciones de las

familias de polinomios estudiadas anteriormente.

Teorema 2.4

Para AuveC mneN siva=lysiv=1oa=1 los polinomios tipO

Apostol cumplen con las siguientes relaciones respectivamente

n )
%(m(x;l:ﬂ..\f) = Z (n)2{{‘_1}(1(5:!—:?!(7&)@}:?_]}(I; }b)
m=0 \"

F@mhwy) = Y (”)2(“_”&@"—*”(7*) S (6A).

m=() m

Para detalles de la demostracion del Teorema 2.4, ver [16].
2.4 Polinomios tipo Apostol generalizados Q" "% (x;b,c;A;u,v)

La unificacion de las familias estudiadas en 2.3 y 2.4 producen la
familia de polinomios tipo Apostol generalizados Qn[’”‘““] (x;b,c;xu, v)

con ,,u,v € Cy b,c € R*que fueron estudiadas en [10], en esta seccion

}\‘J
se analizaran algunas de sus propiedades.
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Definicion 2.5

Para parametros o,A,u,v €C con b,c € R*, la nueva familia de polino-
mios tipo Apostol generalizados Q" "“(x;b,c;A;u,v) de orden o se define
por la siguiente generatriz:

o

(2 Z ) = Z Qu[m Iu](x b,c;\u, ‘.’)7—= (2.12)

Wbe ‘l‘ Z Ingh}’ n=()
1=0

=1, |zl<m A=—1 (|zlog (f—j) [) < [log(—A)donde

Qu[m—l,ot] (b,c; Ao, v) = Qy[m—l,a] (0:b,c; A, v), (2.13)

Teorema 2.5

Para o,A,,u,v € C con b,c € R*y n,m € No, la nueva clase de polinomios
tipo Apostol generalizados Qn[’”‘l’“] (x;b,c5x5u,v) satisfacen las siguien-
tes relaciones:

(a) ;['" bk ﬁ:(r Fvib, e hiu,v) = E (j) Qj’" 'al(,\ b.cihiu, I}Q[m IBI(\ b,c;hiu.v)
j=0
(2.14)

®) Q"™ "t yibcihu,v) = % (j) QJ-["J_I'HE(J‘;b.c: Asu,v)(xloge)" . (2.15)

J=0

DEMOSTRACION 2.4.1 (a) Por (2.12) se tiene,

o+p
oo - I 21-‘ 71' m e
Z Qu[m 1,a+B] (X —f—)-';b,c;?t;u, V) r_l - ( ( ) p—— ) C(.H-,‘»}L
n=0 " A +E?i—(]] (}% 2!
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(2HE|'JH: " - (2“_..-)”, p )
g m—1 (zlogh)! c H— | (z |0£-‘)I" o
AbT + Z; =0 il Ab + E

2
z ng_lal ‘ bf )\. fa. ‘) ZQ)HF_IB](} b c: }w" 1:)
n=0
ZZ() mlo.'lrb(k“p)(_l'[mIﬁ]}bl‘.;\:ﬁ")
n=0k=0 "

De lo anterior se llega a (2.14).

(b) Haciendo B =0 en (2.14) se tiene,

o =10 ey )"
z Qam_ i (,r—l—}-‘:b,(.‘;yk;h‘,l")% = (ziogb)l e (216)
n=0 n: Ab*+ Z.{‘"_(l 05'! 2

Por lo tanto,

(¢
Z Q" Lol (x+yibeihiu \*) = (2%2)" ) Veploge”
p AT YO0 N, e
o AbE 4+ X" (,' Abe 4 pl GloseY
2" 1 m o i ] .
_ ¥z (rloge)z
- Ab? m—l l".IOgn‘H" L
=0
. E‘C}_’}"I Ia] vib,e; Ao, v) = Z(\log(}”
n=l) H 0
Z Z( )QJ’" L (ysb, e A v) (xloge)™ "—.
k-0 n!

Por consiguiente, se llega a (2.15).

Corolario 2.1. Para o, du,v<C, b,c € R" yn,m € Ny, la nueva clase de po-
linomios tipo Apostol generalizados Q"% (x:b.c:1; e:.») satisface las si-
guientes relaciones:

Qulm_l'“l (x;b,c; Az, v) Z (j) |'" e (f;'.JL';JL:.u.1v']|Q§,-|m_|:(.1.':1!J,L';?L;nr,v}f (2.17)

Qu|m—l-0tl (x:b,c; M, v) Z (

) |’" L (b, e A, v) (xloge) . (2.18)
J=0

y
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Teorema 2.6

Para a.h.u,v € C, b.c € R*, nm € Ny y ¢ € Z, la nueva clase de polinomios
tipo Apostol generalizados Q" "““(x:b.c:A;u.v) satisface la siguiente
relacion:

o4

= [Q,[m_]'a|[_r;b.{.‘;l;1.',‘|;)] — v (Iog r,'Qum lﬂ](x b.e;hu,v). (219)

= c?)
DEMOSTRACION 2.4.2 Aplicando (1.12) en (2.18) sigue,

[m—1,00 . R - ! n [m—1,0 G } y 11—k
Q" (b, chu,v) = 3 (k)Qk “(b,c;h;u,v) (xloge)"*. (2.19)

k=0
Ahora aplicando % en ambos miembros de (2.20), se sigue

%Qﬁlm_l'a: (x;b,ciA;u, v) % [Z (;:) "*Zk[m_m.(h- c;Asue,v)(x 108")H_k]

k=0

Z (l) ka ]&](b c;hyu,v)(loge)"™ i [x" -

k=0

Usando (1.7), desarrollando el combinatorio y amplificando por (n—q)!
se tiene

o? =l £ [m=1.0] o=k Fn—k+1) ke
ﬁ [Qll {J._b:f_,l.h‘.]'}] = R;_}( )QJ( {b [ 4 l u,v “(J (} m
=l [m—1,0] ey [ =k Ui —q)! n! n—g—k
— ;Z“QQ (b, c:h;u,v)(loge) H—d-i=a :
Finalmente, aplicando (2.18) se obtiene (2.19)
y o on=q
34 [QB[W HIJL\ b.eihiu, 1)] = (rii 1 Z (” (,‘) Qk[m ]a]{b c:hu,v)(loge)?(xloge)""17%
! ol n— [m—1.0 —k
= —‘(Iug(:]“’ ¥y ( )QJ( (b.cidiu,v)(xloge)"™ 1
(” i\ k
= m ] (Iog()‘fQ"'"q'“(r:m':lzmr)A

Alejandro Urieles - Maria José Ortega - William Ramirez

59



60

Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Teorema 2.7

Para geZ o.huveCyb.ceR", la nueva clase de polinomios tipo
Apostol generalizados Q™ " (x:b,c:A:u.v) satisface la siguiente relacion

o

g 2z e =l et .
" =) )! - a(X,b-C,?L,u.v)”, (2.21)

m=1

ABE + z 10‘”7}" n=0

]

DEMOSTRACION 2.4.3 Aplicando % en ambos miembros de (2.12),
resulta

o

(21!7\').'?! i [C\z] _ i i [QJ[H?—I-&-; (x;bﬁc;h;u?p)] ﬁ

() -]
ox4 o= oxd n!

kb + Z flogb
=0

usando el teorema (2.19), se sigue que

=N

2”71' m i
2"2) hr[a{lbnlul)ﬂ

— | "= L (ogey
:'l,b 4 E I(}%b n=>0
1=0

21(logc)?

( )

como ¢ € R*se puede multiplicar por (logc)™ en ambos miembros y se
llega a la prueba.

Ejemplo 2.1
Para AeC\{-1,1},m=4,c=2,a=3,0=1,u=2yv=5, los primeros po-

linomios de Apostol Bernoulli generalizados y los polinomios tipo
Apostol generalizados de nivel m son:
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aBlligaay - 24
BllE2,50) = —,

- 120 ln(2)xl—ln(2)x—lln(2}+1n(3)}
. oy q. =
821(x;2,3;1) AT .
QPm2,3:2:5) = 0, j=0,1,2,3,4,

Q}3"](x;2.3;1;2;5) ” 640%5"'-'(“""2?3:?”)’
(QJP'I](X;Z,S;JL:’E;S) = 3(2° ‘1'3:[{“](4"42'3;)“]'

Ejemplo 2.2

Para AeC\{-1,1},m=3,c=¢,a=3,a=v2,u=v=4, los primeros polino-
mios generalizados de Apostol-Euler y los polinomios generalizados
tipo Apostol de nivel m son:

F Vi
€5V (e, 310) = (i]) ,

At
V2
é[f‘ﬁ](x;e,&l) = %[rk{r—\/ﬁl—\@inﬁ)].
(l—j—l)”‘"’z
V2 . 2y L N3 .2
Er (xe,30) = (}U_;_])Ew'_[(l—l_“x
—2v2(A+ D)(A+In(3))x— 2V2M(1 —In(3))* +2(A +In(3) %]

R.V3 '

1 E /3
QP e, 3iM44) = 2367V (me,310), j=0,1,2,3.

2.5 Matrices polinomiales

Se estudian ahora, ciertos tipos de matrices polinomiales y sus respecti-
vas inversas, las condiciones utilizadas para presentar esta informacion
son tenidas en cuenta al estudiar la matriz de los polinomios introduci-
dos en el capitulo 3.
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Definicion 2.6

Para o € C se define la matriz de Bernoulli generalizada de tamafio
(n+1)x(n+1) como, (cf. [40])

B(x)® = B () =

0, en otro caso.

Para valores fijos o = 1, x = 0 se tiene, BSJ)(x) = B, (x); B,(0) = B,
llamadas, matriz polinomial de Bernoulli y matriz de Bernoulli
respectivamente.

Teorema 2.8

La matriz de Bernoulli generalizada B satisface la siguiente formula
de producto.

B (x4 y) = 59 () 30 (y) = 8P () B9 (y) = 59 () 30 (). (2.22)

DEMOSTRACION 2.5.1 Sea Bg’m (x,y)la (i. j} entrada del producto matriz
B (x) BB)(y), luego por la formula de adicion (1.29) se tiene:

B (xy) =} (;) B (x) ('j) 8P )
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lo que implica la primera igualdad de (2.22). La segunda y tercera
igualdad de (2.22) se pueden derivar de una manera similar.

Como consecuencia del Teorema 2.8, se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 2.2 Sea (x,,....x) € R*. Para o, real o complejo, las matrices
de Bernoulli B (x) satisfacen la siguiente formula del producto, j =
L,...k.

Blo o +-+oy) (x1+x2+-+x) = g;(ou)(xl) g;(ocz)(xz) Q}((Xk)(xk).

Corolario 2.3 La matriz de Bernoulli generalizada ™ (x) satisface la
siguiente identidad:

(59(“} (x))k — B (k)

En particular,
(Bx)) =BO(kx), (2.23)
‘ka =B).

Para estudiar la inversa de la matriz de Bernoulli, se considera la matriz
D de tamaiio (n+1)x(n+1), cuyas entradas estan definidas por

A I | (f_)« i= ],
T 3 =
d.".j i r) K

0, otrocaso.

Teorema 2.9
La inversa de la matriz de Bernoulli B esta dada por

B1=D.
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Ademas,

Q)]

DEMOSTRACION 2.5.2 Usamos la siguiente relacion

2 (1 (n
i —— Bn-k= Sn,O,
k=“k+ 1\k

donde 8, es el delta de Kronecker (cf., [28, p. 107-109]), se tiene
Lo 1 k
e B
;.);.,j(r’f)k—dfﬁ (J) ‘

R 1
=()Z( J.) —Bi;

i isi \k—=j) k—j+1

iINEL fi—f\ 1 i
= —B-_-_.: 5{-_-=
(f),?;n( k )Hl S (J) B

y en consecuencia, BD =1, por lo tanto Bl=p.

El siguiente resultado establece una relacion entre la matriz de Bernou-
1li generalizada y la matriz de Pascal generalizada de primer tipo.

Teorema 2.10

La matriz de Bernoulli generalizada B®(x) satisface la siguiente
relacion.

B (x+y) = B (x)Pp] = PR} B (y) = B ()P, (2.24)

En particular,

B(x+y) = Px]B(y) = P[] B(x), (2.25)
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g (x) = P[x]B. (2.26)
Para detalles de la demostracion del Teorema 2.10, (cf. [40]).
Ejemplo 2.3

Para el caso n=3.

1 0 0 0

.1
= "_E 1 0 0
SIS 2x—1 10
ﬁ—%_rz—l—%x 3x2—3x—|—£—, 3x—%1
1 0 0 O0][1 0 0 O
_|x 1 o0oo0||[-5 1 0 0
T[22 2x 1 0/|f -1 1 0
Lx3 3x? 3 lA 0 % —% 1

Pl B3

2.6 Extensiones de matrices tipo pascal generalizadas
Definicion 2.7

Sean x,y dos numeros reales diferentes de cero. La extension de la
matriz de Pascal generalizada <Dl./,[x, y], se define como:

)xf—jy.'-i-j: 12‘}?

D; j[x, y]n = (}' (2.27)

0, en otro caso,
donde i, j=0,1,2,...,n.
Ejemplo 2.4

Matrriz de orden 4 x 4 dada en (2.27), viene expresada por:
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

1 0 0 0
2

xy y 0 0

(3]

13 3}('}4 3xyY y
El siguiente resultado muestra las entradas del producto de dos matrices
dadas por (2.27).
Teorema 2.11

Para cuatro nimeros diferentes de cero, x,y,x,,,, ¢ tiene

Dijx1,1]nDij[x2,12]n = @i K_] + X1, Y1 yz} . (2.28)

n

DEMOSTRACION 2.6.1  Sea ®; [x1.y11n®i j[x2,2)n = (Ci.j[x1,51,%2,¥2))-
Entonces

k
Cf.j[xhy]!xg'!yz]ﬂ = Z“‘J_K H-A( ) h j)é'J( )

J

= L s (5) (i)

: i~k
( ) (v1y2)™ Z ( ) (‘2) (oray1)*7
- Qonr(em)”

Como en la seccidn anterior, se necesita definir nuevas matrices para
desarrollar propiedades que satisface la matriz (2.27). Sean las matrices
Wl.,/.[x,y] p Ul.’/.[x,y]ndeﬁnidas como sigue, (ver [39, p. 171]).
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b AL i>]
Wi ilx,yln = ' = i,j=0,1,...,n.
il { 0. en otro caso, J b

Uilx,yln = y 2 para i=0,1,...,n (2.29)
Uir1i[xyln = —}f—_, para i=0,1,..n— L.

Uijlcyln = 0 para i<j o j<i—l.

Ejemplo 2.5

Matrices de orden 4 x 4 definidas en (2.29) y en (2.30), estan dadas por

| 0O 0 0 1 ? 0 0

2 X
c_lx ¥ 0 0 |7 0 O
Wl =12 2 0 o0 BHI=|g 22 1 o
3 }_,3 xz},zi xy5 y 0 0 _}% ‘%

El comportamiento de la matriz (2.27) para valores especificos de x,y
se da a continuacion:

¢3[x,y] =

1 0 0 0
1 100
1 3 3 1
I 0 0 0
mlel= %, 0o
x 2x 1 0
X 3x% 3x 1

67
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Luego, si en (2.27) hacemos y = 1, entonces

P ilx],= @, [x1], (2.30)
Por otro lado, se tiene que
Pij= P j[1]n= Dij[1,1]n (2.31)

Teorema 2.12

Para dos numeros reales x, y diferentes de cero, se tiene

(‘Pf-j[_x:y]rr = ([J,g_;[x, _y]fr:
-1 1 1
Pi.j yln = @i [—X: ﬂ =15 [x: —-] )

v

"V:',_jl[x:y]rl = Ui.j[xay]n‘

DEMOSTRACION 2.6.2

N (=x)iiyiti, i,
lpf.j[_xt}‘]n = (j)( £ = : =/
0, en otro caso.
_ (}){—x)"(—x)‘f.v".vf. i,
0. en otro caso.
i ! iy J : _
Qe (@)
0, en otro caso.
: Nl
i ; ¥ SR
_ Qe (2). 2
5] en otro caso.
(Yoo, iz
= J
0. en otro caso.
P\ imjo it P
= 1) (=™, iz
0, en olro caso.
= {Pi,j[L_‘]u

68
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1 |
Se demuestra ahora que, @; [—x, —} = Qi {x, — _J :

y y
; g N
1 BN i 1 ‘s g
fel] =[O () e
Ydn 0, en otro caso.
_ ()i iz
0, en otro caso.
& i
i —X ; S
- {(f) (T) (=)™, =7,
0, en otro caso.
i x\/ i : :
_ L) (S) s, iz
0, en 0tro caso.

_ (), iz

= J
0, en otro caso.
_ (D 2 =), iz,
0, en otro caso.

N - of 1 O\t
(e
= J (=)

0, en otro caso.
vy
= g Xna=cs .
AT
Se define la siguiente matriz:

it i—j

- X (j;_l]) (;_‘j) ’ £j20]2,.f(

fie H B 1; i=j=0, (2.32)
0 is0,j=0 ¥V i=0,j%0.
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Teorema 2.13

Sean x,y dos nimeros reales diferentes de cero. Entonces se cumple,

— [x
Wi jlx, ¥k Pi j l—] = &; j[x, ¥k, k=>1.
k-1

DEMOSTRACION 2.6.3 Sea W, j[x,y|¢P; j [1—(} = (Cij[x,y]x), luego tenemos que,
Y1g-1

Ciolxylk =xy i=0,1,...,nyC;j[x,ylx =0para i < j. Entonces para i > j tenemos,

' N h—j
; ; h—1 X

e _ —h_ji+h

Cijlx.yle = h);}f Y F(j—l)(.;)

gL i i fh—1
= J'['r.\}!JI Z .Y_JI\'J( )
h=0

ji—1

o el
= 1y ”( )
J

Una forma alternativa de definir (2.27) es la siguiente:

La extension de la matriz de Pascal generalizada (I)iJ[x,y]n = [(pl.,].[x, Vv]] se
define como:

I SR

. xi—_,-'yl-i-j—Qj £2 .;
0; j[x,y] = (J—]) . (2.33)
0, en otro caso. ’

Definicion 2.8

Sean x,y dos nimeros reales positivos, n € Z*. Se define la extension de
la matriz de Fibonacci generalizada FiJ[x, vl = [}:J[x, v]] como: (ver [21,
p-480])

70
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el B R
fujb] = { 0, en otro caso. (2.34)

Ejemplo 2.6

Matriz de 3 x 3 definida en (2.34), esta dada por

1 0 0
Filx,yl=| x»» ¥ 0
zxzyz )Cy3 y4

Se considera la siguiente matriz:
Definicion 2.9

Para dos variables relaes diferentes de cero x, y, la matriz infinita
Lij[x,y] = [uj[x,y]] es definida como sigue (ver [21, p..482]):

ol =((0)-0)-0R))re e

De acuerdo a la Definicion 2.9 de la matriz, L[x,y], se tiene que
Lyl =1 tlJ[x,y] =0, paraj = 2,
También,
L xy1=0,[xy]l=1y sz[x,y] =0, paraj = 3.
Ademas, se tiene que v, [x,y] = -x"'y'"parai =3y paraijz2,

L lxyl = L1 [xy]+i-1 [, V]xy L (2.36)
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Ejemplo 2.7

Matriz de 3 x 3 definida en (2.35), esta dada por:

| 0 0
La[x,y] = 0 1 0
_xzy—Q Xy~ 1 1

Teorema 2.14

Sea L[x,y] la matriz infinita definida en (2.35). Para la matriz infinita
generalizada de Pascal ¢[x,y] y la matriz infinita generalizada F[x,y],
tenemos.

(PiJ[x’y] = FiJ[x’y] *Lij[x’y]'

Para ver detalles de la prueba (cf, [39]).
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Capitulo 3

NUEVA FAMILIA DE POLINOMIOS
GENERALIZADOS TIPO APOSTOL
FROBENIUS-EULER DE NIVEL m

En este capitulo se toma como base las familias de polinomios estudia-
das en el capitulo anterior, se define una nueva extension de los polino-
mios generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler }ﬂ,[m_l’a} (x;c,a;\su).
Se demuestran algunas propiedades algebraicas y diferenciales de estos
nuevos polinomios asi como también formulas de conexion con otros
polinomios y niimeros. Ademas, se introduce una generalizacion de la
matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler y algunas de sus propie-
dades. Por ultimo, se mostraran algunos ejemplos.

3.1 Nueva familia de polinomios }1,‘}’”‘“” (x;¢,a; h;u)—algunas
propiedades

Definicion 3.1

Para pardmetros o,A,u € C y a,c € R*, la nueva familia de polinomios
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden a y nivel m en va-
riable x, denotada como }g,[’”—“"] (x;c,a;\;u) se define por la siguiente
funcion generatriz:

m—1r_ h &
(4.11'10) oo n
Z — —y" - m—1.0] z
= h E=Y M (Ge,aku) —,
— = n:
Acz —u™ o
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Una extension. Nueva familia de polinomios generalizados
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

In(u™)  In(A)

In(c) In(c)

donde || <

Para x = 0 se obtienen los numeros tipo Apostol Frobenius-Euler gene-
ralizados con

LEC,a,c€R" ordena € Cynivel m €N

}dm—m] (x;c,a;hsu) = 7‘41[’"_1’&] (0;c,a;h5u). (3.1)

Se observa que los polinomios 2" % (x;c,a;A;u) cumplen las careteris-
ticas de la Definicion dada en 1.2, por lo tanto, se puede decir que los
polinomios ggm~1% . . 4:3.,) son de Appell.

Teorema 3.1

Para m € N, sea {#,""“(x:c.a:\;u)}, ., 1a sucesion de la nueva familia
de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden a y
nivel m en variable x. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:

(a) Paraoc=0yneNy
,’H}]l’"_l'ul (x;c;a; 1) = (xInc)". (3.4)

(b) Para at,A € Cy n.k € Ny, se tiene la relacion
H" N xeahy) = Y (:) AH" O (g sy (xin o), (3.5)
k=0

= ¥ (:) }df';[‘“_” (craz; u]?{;;'-"'_“-{.r:c:a;l: u).

k=0
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(c) Relacién Diferencial. Param € Ny n, j € Ng con 0 < j <n, se cumple

[%J"’_I'ml(.x:c;a;?u:u)]m (ln )Jﬂfl"' M (e azhiu). (3.6)

(

(d) Férmula integral. Para m € N, se tiene

X{ :
[ I‘){,'m"]"a] (x;e,a;h;u)dx = [Jﬂl,’!’:ll 1.a] (xp:c,a;hu) — ,'Tl_l'U’](_r{];(:,a;l;u)]
Jxp

lll

(e) Adicion del argumento.

n
f%[";_l:a+ﬁ](x +yc,ahiu) =Y (:).‘H;([m_l'&](x c,a;h;u)! ["'L k B]();.‘:',a;?v,u), (3.7)
k=0

" x+ yie,azhiu) =y ( ) ["i 9 (yse,aihiu) (xIne), (3.8)
k=01
(r+)ine) = ¥ ( )J‘i"" Yy a2 s e ). (3.9)
k=0

DEMOSTRACION 3.1.1 Se demostraran las propiedades (3.7) y (3.9), las
otras se demuestran con argumentos andalogos. Para (3.7) se tiene por
la Definicion 3.1,

- = (@t p)
) " m—1 {:ll’lﬁ']h o~ . ,
E %[m o ﬁ](i‘-—\ e Hj _ P m i ez
n=I[) eE — 1"
: qa B
in—1 {lelﬂ]h o i—| {:lllﬁ]h o
= NI = |
L AE—u" Act — ™
o ; : i n
= Z g (x;r.-a;l;n)"— z -»‘f;[m LB (eakiu) ™
n=0 n! n=0 n:
LI - - ]
n o, s i
- Z Z ( )9{;;'“ "“](x;ma;?‘.;u}%l'_"‘. "B](_\':c.a:?»:.rr]—‘
n=0k=0 k B

Se estudia ahora la prueba de (3.9).
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P q (o+B)
L S m—1 l::’.]l'la}h ”
-+ o (x4+v¥)z
25{["' f (x+yvic,ah; u) = |J= A )
a=d J\.L‘: — ™
Ci—1 /. i m—1 (. I
(a-ln"”J o, \ (‘,lﬂd‘]: g
e | T ) vz
o M iz M €
M‘: Hm h‘: M "m

O it
m—1, ot \Z Jm—1,—a] Z
- E)ﬂl (we,ahu)= Y Hy' ]{_v;c';a:l;u}—
i n!
n=0 n=0
{l'n\-l-
n

E {(x+y)loge)" _—'

n=(0

3.2 Foérmulas de conexion de los polinomios

%I[m— 1 ,U.I (x; e, a; l; H)

Los siguientes teoremas muestran algunas relaciones de los polinomios
{%[m—m] (x:c,a;h;u)} con los polinomios de Genocchi, los polinomios
de Jacobi, los polinomios de Bernoulli generalizados B ") y los
numeros de Stirling de segunda clase, entre otras.

Teorema 3.2

Para m € N, la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados de orden oy nivel m en variable x, esta relacionada con
los polinomios de Jacobi P+“"(x) | por medio de la siguiente expresion:

.%:"'_l'ug(x—_r;r.a:QL; u)
n ] g E -R12 ¢ |
= Z{—l)‘ Y Jt(incy (j u) (II)M’ T (;':f.a:l:ﬂ:v)}"’:“'u'['l —2x). (310)
i I

kNG (Lot B+E)ja "7

DEMOSTRACION 3.2.1 Sustituyendo (1.72) en el lado derecho de (3.8)
vy usando identidades de coeficientes binomiales apropiadas (ver, por
ejemplo [3, 6, 9]), se tiene
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b’{,'-’” Lo (x+vic,ah;u)

LN S o N il 3 ;—u {l—u+B %) _ped oy

=0 k= U

n n—j H)}{lm_]_m — N neis kRO FoHPH2k)  rap),
= | H (vic,ashsu)(n— j)!(Inc)"~(—1) ; —-—-—-————“——vf’ 1 —2x

JEI'PI.-EG(J 4 n— (1+o+pB-+k), 1

n=k
m\ = e g . i (1+0+B+2k) GB' !

= 1)* ( )( ).’FI- me.ahou)(n— ) (Ine J—P' —2x

E{ JE(] n—j—=kJ ’ { ) ) (140+P+k)n 1 )

o l4+o+ 2k — v i
= E‘_] LEJ'”“C (J R)(J)%Hﬂ 7 m( :c,a:l:n).‘—'ﬁ'_“m(l—l\.'j_
4 ( ) j+

Por lo tanto, (3.10) se cumple.
Teorema 3.3

Para m € N, los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generaliza-
dos de nivel m " ""(x;c,a:2;u), estan relacionados con los polino-
mios de Bernoulli generalizados de nivel m BY" "(x), por medio de la
siguiente formula:

A9 4y g ko) ): y k!( '"f')’( ) ( )Hl*" L] Lv;c.a;).:p:vJB_[;i;]'(x}.

=0 ik (k+m)!
(3.11)

DEMOSTRACION 3.2.2 Sustituyendo (1.60) en el lado derecho de (3.8), es
suficiente seguir los argumentos dados en la demostracion del Teorema

3.2y haciendo las modificaciones correspondientes se llega a la prueba
de (3.11).

Teorema 3.4

Para m € N, la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generaliza-

dos de nivel m 7"~ (x:c.a:A;u), estd relacionada con los polinomios de Genocchi
G, (x), por medio de la siguiente identidad:
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_.—HF'J’" 1o ( e, aih; H)

BT £ (o rmar i

(3.12)

DEMOSTRACION 3.2.3 Al sustituir (1.26) en el lado derecho de (3.8), se
observa que

Ll (xsc,azhsu)
. - (N [m=lo, 4, (]I'l(')”_j nd n—j+1 . 1
_j=f} (J)H; (vie,azh; 1!)270? L) kg} k1 Gi+1(x) + G- j41 (%)

I A VW PN 10 ik S (O A
_J-:o(f)ﬂ:" M ST A

_f_jE’ (j) _q{[m IG](} e az H)%G”—j-{—l(x)-

Luego, usando identidades apropiadas (ver [3, 6, 9]), se obtiene:

%|rn—-1~‘-l|( L+ ViC, ai; H}

g (i) [E (;)( )&"" "(yie,a:hau) (Inc)d ( )}(l’" Y (e, ki)

j=k

th

Gy (x)

Por lo tanto, (3.12) se cumple.

Teorema 3.5

Para m € N, la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generaliza-

dos de nivel m Ihfi[m_]'u] (x:e,a;\in), estd relacionada con los polinomios de Apostol-
Euler €,(x;A), por medio de la siguiente expresion:

.‘H;,m 10t]( Fyie,a;diu)
( ) R?{lm Lol (y+ L;c,a;A;u) + (Inc) ™™ Ial(» c,a;Au)| €y j(x;R).

(3.13)
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DEMOSTRACION 3.2.4 Reemplazando (1.39) en el lado derecho de (3.8)
se tiene,

oM Le] (x+yic,ahu)

n

n—k
kz%] (.’r) JiLm ml (v:c,a;Au)(Inc)"* (H) [?..E (”;k) Eilxh) + G,,_;{_r:l):|

J=0

n—k
= z ( )Q{im Ll (v:e.ashiu)(Inc)™™ i(g) E, (H_k)t‘f!‘{_r;l]
J=0
+ E ( ).H;[”' “1](_;-‘;L'.a;l;u}{Im‘}""‘ (%) ¢,

J
_i(xsh). (3.14)
k=0

De la primera suma en (3.14) se tiene,

n

n-k L
(:) H" " (0,00 0) (Ine)" (7_2&) ¥ (" p ;‘)@j(;:lJ
k=0 /=0
ok gy wek (AN (n—k m—1.ct] '
=Y ¥} i (Ine) N ; 9{' (me,adou)Ej(xh)
=0 j=0 o J
Z N i ud RN P
i (x: )E p H, (vic.a:hiu)(Ine)
_,—r] =0

= Z ( ) ( ) (x; l)}f:,'”;"al{y+ Le.ashin). (3.15)
J=0

Para la segunda suma en (3.14), se obtiene

n

3 (ﬂ) yﬂ“‘ L4 (v e,a; M) (Ine)" (1) € i)
=0 \k 2
=5 E (”) Im L] (vie.as ) (Ine)f & (xin).

(3.16)
k=0

Combinando (3.15) y (3.16) se tiene,

gm0l (x+y:ie,a:hiu)

n .
=4 =0

+; ( ) |fi lal (y (_-_a:K:u}([nc)jej(x:l)

= é (J) [l%j'?’_]‘al (v+ Lic,a:dsu) + (Ine) #™ ¥ (ys e, az; u]] € j(x;) -
Jj=0
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Por lo tanto (3.13) se cumple.

Parame N, a,A,u,€ C, a,c € R" y n € Ny, se cumple

n i -

"Hr-l[m_l'ul('_x+}‘;c'-_ﬂ-'~?”;”] = Zk! (:) E (}) 9{[:1‘1 I Ot] (vie,a:hou)(Ine)™™ ;S (n—j.k)

k=0 =

- X o n r—1 ) P

:kz;‘lk! (J Ei( ) " vie,a M) (Ine) S (,k).
= ik

=

(3.17)

DEMOSTRACION 3.2.5 Al sustituir (1.8) en el lado derecho de (3.8), se
tiene que

j{r[m— 1.0 (.Y +vie,a; ?\,; “)

_ ): (ﬁ) H" 1 (y; ¢,a3 A ) (Inc)" ()f ('r.)k!.S'(n,k))

=0 \J
n n—=k L
= Z Z ( )9{[’"_ u]() c,a; X u)(Ine)"* (( )k'S(n k))
=0 =0 J
- k!(’) 3 ( " )}{I'” Lo (- e a:hzu)(Ine)iS(j, k).
J.;) k E,‘{ n—Jj :

Por lo tanto, (3.17) se demuestra.

33 Implementacmn de ejemplos de los polinomios

%Im m(xcalu)

Se concluye esta seccion presentando algunos ejemplos de los polino-
mios aqui definidos, estos han sido programados en MAPLE.

80
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Ejemplo 3.1

ParaunAeC,m=2,c=2,a=3, 0= %, y 1 = 2 los primeros polinomios de la nueva
familia tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden o y nivel m en variable
X, son:

"B 2. 3:0:2)

9{,["(5)](4-;2,3;1;2) f] ( 31]1122) I xln4],
l 2 — —
DTN i Sy e
‘(7? ot o) s (2 o)
+.121n41f'%},

Ejemplo 3.2

ParaunAeC,m=4,¢=2,a =3, =1,y u=2los primeros polinomios de la nueva
familia tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden o y nivel m en variable
X, son:

P (2,3:02) = ‘15

s < [ )

izt LA B2 TR uomD o S0
H'“{xli"l]:}z S

Ejemplo 3.3

ParaunA€C,m=2,c¢=3,a=¢,a =1,y u=>5los primeros polinomios de la nueva
familia tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden o y nivel m en variable
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X, son:

L) e .f —24

3 s onis) i

(1oAY R | 24m3
*[5\ ( _24) ( A—25 +JL[?L—2:'=}3)

.’H']ll'{“‘i (x:3,e:R:5)

s ot
+xIn3 —1_25].
3{[]'{“5“‘3 f"l‘i} — lrl[(g-‘f A—25 iin{:—lu%:%g%g} ) 24In3 )2
. RES gL —24 A-25 (A—25)2

23 (x—25)1m(1n(-‘m—rr?i’_“:iléa‘::f‘_ﬂihH i)
3 -24 = A=25 " =25)

WLof (A2 3(_2,,,1"'(7???43«!3&5;:33231}_,L; 481n9
3 —24 ) (A—25) (=251

24In9 )

(A —25)%
3 3 =24
+x"In9 m]

3.4 Enfoque matricial de los polinomios %?[”’_1'“](

x;c,a;\;u)
Definicion 3.2

La matriz de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados de nivel m, ‘VJ’;_ Y (e,ad;u) de tamafio (n+1) x
(n+1) conm €N, 0,A,u€C y a,c nimeros reales positivos, se define por:

e Qo meake, 1>,

T e o) =
!J 2 2 '

0. enotro caso.

Las matrices:

V-l e ahu) = VYUl (xie a;hu),
Ve, a;hu) = YV N(0;c,a;hu).

Se denominan, la matriz polinomial Apostol-Frobenius-Euler y la
matriz ApostolFrobenius-Euler, respectivamente.

82
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=1, ] (xc,a:hu) = (xIn(c))". Asi,

Para a0 =0, se cumple #,
VI (v e @i u) = Pa[x.
Es claro que, (3.8) produce la siguiente identidad:

Y= (x4 yie,ahiu) = VN (yie, s u) Pefx].

Teorema 3.7

Para m € N, sea {ﬂ-ﬁi[m Lal (.x c,a; h;u) ba>o0, {,’H,’[m lB(x;c,a;?\.;u)}
0> 18 sucesion de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobe-
nius-Euler generalizados de orden o y nivel m en variable x. Entonces
las siguientes formulas del producto se cumplen:

Y=oty | yoe ahin) = YNk a g w) VBl (ys e a0 0) (3.18)
P18l (ks e azhu) V¥ (ys e ahsu)
= YVl e ahu) VB (e ahsn).

DEMOSTRACION 3.4.1 Sea B,[f'},_cl’a’m (a;Msu)(x,y) la entrada (i, j) del pro-

ducto de las matrices 1"=19 (x:c a;h;u) V1Bl (y; ¢, a;\;u), luego por
la formula de adicion (3.7) se cumple:

EHL] DB ) (x,y) = (1)}{‘[:’1_;“] (x;e,a3Mu) G) ﬂﬁf’;i'ﬁ](y; c,a;Miu)

iF

( ) [m L OE]()1 c,a;h; H)?{Jm 18] (vic,a; h;u)

!)f( )J{["' I“'(xca?tu)}([" VBl (ys e as o)

=(I) mLot Bl v 4 v a i),
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lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera
igualdad se pueden obtener de una manera similar.

Corolario 3.1 Para m € N, sea {_‘7{?["1_1'&] (e ashsu) } 2,
(" "B (2, a051) }aso, 12 sucesion de la nueva familia de polinomios
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden o y nivel m en
variable x y P [x] la matriz de Pascal generalizada de primer tipo en
base c. Entonces:

Y1yt yic,a;hu) = VL (e a A u) Py
= E[x] q/lm—1,0] (y;c,as \; u)
= r=lely e a )P [x].

En particular

‘V[m_]](x—ky;c,a;?\.;u) = Pc[x]‘V[”i_l](y;c,a;k;u)
= E.j lm—1] (riea:hu):

DEMOSTRACION 3.4.2 Para B = 0 de (3.18) se tiene,
Y1y yeeahu) = Y000, a; ke w) VY (yi e, as A u)
Dado que, V"1 (y: ¢, a; \;u) = P [y], entonces,

lm—1.0] (x+y;c,a;hu) = lm—10] (x;c,a;\;u)Pely]. (3.19)

Un argumento similar permite mostrar que:

Y=t yeahu) = PV (e ahu)
Pm=10(y- e a: s u)Pofx].
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Finalmente, la sustitucion a=1 en (3.19) y su combinacion con las
ecuaciones anteriores completa la prueba.

Usando la relacion (1. 73) y el Colorario 3.4 se obtiene la siguiente fac-
torizacién para /1"~ ]( x+y;c,a;\;u) en términos de matrices de
suma.

V=18 (x 4 yie,a; M u) = V190 0,03 M 0) G e [Y]Gr1.6[y] -+~ G e[y

3.5 Implementacion de ejemplos matriciales

Bajo la eleccion apropiada de los parametros, nivel y orden, es posible
proporcionar algunos ejemplos ilustrativos de las matrices generaliza-
das de polinomios Apostol Frobenius-Euler.

Ejemplo 3.4

Param=1,¢c=a=e=exp(l), ® =1, L = —1. Los primeros cuatro polinomios de
.’Hﬁ.l_]‘l (x;e,e;L;u) k=0,1,2,3 son:

ﬂg‘—l-ll(_r:e‘f’-i Liu) =1,

1
}{s“ “liree Lu)=x———01,
1 —u

o 2 14+u
' (e 1) =22 = A=

}[{;._|_||. 3 3 5 3(1+uw) W+ du+1
H, (x;e,e; l;u) =x" — X =X — — St
: I —u (1 —u)* (1 —u)-

Por lo tanto, para n = 3 se sigue:

1 0 (0]

1
alm—11]y. 1. .'t'— T-u | 0 0
P (e lin) = 2 — ot g 1 0
J.J - 3 + 30 “f] _ il tdutl .‘_’ L+u Y 1 1

- =up- {1=n)- T=u)®
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Ejemplo 3.5

Param=1,c=a=e=exp(l),A=1y u= —1. Los primeros cuatro polinomios
.‘H;.“_]‘u (x;e,e:1;—1),k=0,1,2,3 son:

1-1.0
=10l (e e51;—1) =1,

.‘H}ll_l'a (x;e,e;1;—1) =x &

rJ

afo—1)

#H' Y (xre,e31;—1) =x% — 0x + T

1] 3 3a(a—1) 3o (o— 1
rJ.!l;[l I-u'(.r:{'.(';l;—l}=_X"——a‘_xz+ C""(a' ) = [I((]. }

2 4 8
Es asi que, para n = 3 se deduce:
1 0 0
x—$ I 0 0
/lm I'“'(.t’:&(‘ll;—]} = .\':—u.r—":[:":' PG 1 0
=t -_%Xg .:uu;-n“__ .'lri*[:r.—l] 3 (_rg e u-:(_:—]:.) b %) 1

Ejemplo 3.6

Del ejemplo 3.3, para ke C,m=c=2,a=3,a= %, u = 2, se tiene:

v 0 0
r i [!'(%) . A, 3
98 (x;2,3;1;2) B ) Vi 0
— 0 0
VI4+h

5@1"(“](;2,3;1;2) 2512[]'(%)](x;2,3:l:2) \/g

3.6 Factorizacion de la nueva matriz /"~ (x+yic,a;h;u),
a través de las matrices de Fibonacci, Lucas y Pell

Para obtener la factorizacion de la nueva matriz /"~ 1% (x+y;c,a;M;u)
en términos de las matrices de Fibonacci y Lucas se consideran las si-
guientes matrices:
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Definicion 3.3

Pe_lra m € N, a,¢ nimeros reales positivos, A,u € C, oereal o complejo y 0 <i, j <n, sea
[ (m—1.0 (x:e,a: i) la matriz cuyas entradas estdn dadas por (cf. [40]):

;{[3{-'-“] (xic,ashiu) = (;) .’»‘ﬂ["rl'al (e ahiu) — (‘_j I) :Ffr-f}__ll‘aj (xic,ashiu)

_(l'_‘z)ﬂ:m |-°‘5][:x:c1a1)\.2“)‘

= j—2
J JI

Similarmente, sea BI"~'%(x;c,a;A;u) la matriz cuyas entradas estan dadas por (cf.
[400):

s i —1.dl . i i
fff’;. Lal{x:r,a;?\.:n) = (J) .'*{,-l_mj 1’a'(x:lc'.ﬂ;?\.;n}— (j-f— I).'}ﬂl_n}_]]‘al(x;{'.a;l:u)

_( i )}g‘{f}__lzﬂzt-l';t',ﬂ;?t;u),

5
OBSERVACION 3.6.1 De las Definiciones de K" "9 (x;c,a;hu) y B4
(x;c,a;h;u) se tiene que:

At e i) = FLJTII_]“](X:C?&;?L;H)Zﬁﬂ'}_l'a](xmﬂili“)

= " ahn) = H" Y e e ),

ﬁlf;-_l'ul (xca:hu) = fgi_m (xic,ahiu) =0, j=1,
Fm_l Uc,ahu) = S‘[ﬂ;l‘u} (xic,azA;u)
= 9{]};:—1.&_' (x;c,a; h;u) — ﬂa[m_l o (c.a;hu),
F&’:-_l'u] (moyaioe) = "{;T}_I‘a-' (Bcmku)=0, §212,
~[m—1,00] G o Am=lo] Ew
Fio (woahu) = 5y T (xic,ahu)

= -%'-m_l'a: (x;c,azhsu) — ?{-'i"l_l'a] (x;c a;Asu)
—H " e s haw), 0> 2.
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Teorema 3.8

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel
m, q/[’” ~1.0] ( x+y.c,a\; u) puede ser factorizada en términos de la
matriz de Fibonacci F’ de la siguiente forma:

YLy e a k) = FKM 4 (e, ahw), (3.20)

0,

Y19 (v e a:hsu) = B (e, ahon) F (3.21)

DEMOSTRACION 3.6.1 Dado que la relacion (3.20) es equivalente a

F-lqm=10] (x;c,a; M u) = Klm-1.0d (x;¢,a;\;u),

siguiendo las ideas de [22, Teorema 4.1], haciendo las modificacio-
nes correspondientes y teniendo en cuenta las observacion 3.6.1, sigue

(3.20).
De las relaciones (3.20) y (3.21) sigue la siguiente identidad:
Klm—1.0] (x;c,a; M u) = F—1pgm=10] (x;c,a;Msu) F.

Se propone a continuacién otro tipo de factorizacion a través de la
matriz de Lucas, para tal fin, se hace necesario introducir las siguientes
matrices:

Definicion 3.4

Parame N; a,c e R*, h,u € C, areal o complejoy 0 < i, j <n, sea

LI[”’_I'G] (x:¢,a;A;u) la matriz cuyas entradas estan dadas por

ﬂ"‘“"“[,\':n-.a:l;rr) = (;)f,ﬁ_’f}—l.u'[_\-;(-_azlznb—3(; ’,j)ﬂ'gl’_’;—_',‘d[.\';(',n;lr_u}

Lyl

=

+5 )_:( —1)iskai=k=2 (ﬁ) H" Y (v e.a ks w).
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[m=1,0] (

Similarmente, sea x;c,a;A; i) la matriz cuyas entradas estdn dadas por

fj_’_’;_zl'al (x;c,a;hu) = (:) J1‘rli"j e (x;e,a;hiu) =3 (!_'; 1)')'{,-'[”} ]]'a] (xc.a;hyu)

z

P i = ;
+5 Y (—1)’(_"2}"_”_2(&)5!&1 Mo xse i),
k=j+1

Un razonamiento analogo al utilizado en la demostracion del Teorema
3.6 permite probar el siguiente resultado.

Teorema 3.9

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel
m, q/lm=1.0] (x+y;c,a;\; u) puede ser factorizada en términos de la
matriz de Lucas £ de la siguiente forma:

Y-l e ahiu) = LL™ Lo} (x;c a3 hsu), (3:22)

PI=19 (v o @ hu) = LE”‘""" (x;c,a;A;u) L. (3.23)
3.7 Implementacion de ejemplo usando el Teorema 3.8

El siguiente ejemplo muestra de manera particular la factorizacion dada
para la matriz /1"~ (x 4 y: ¢, a; h;u) , en el Teorema 3.8.

Ejemplo 3.7

Para n = 2, usando la Definicién 3.3 se tiene

ao 0 0
]K\[HI—E.GJ (x;c,a;; ”) foi a; —ag g 0
a)—ay—ay 2a;—ag Qo
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donde

ag (x:c,a;Mu),

aslm—1.0

)
I-l.o

a = 3{[[ |(x;c.a:k;uj.

a = :h’g['_]'"][,r;c-.a:k;u).

De la Definicion 1.18, se tiene

00

1
1 10
201

Ahora, multiplicando las matrices F y K"~'¢(x;c,a; A:u) se obtiene,

(1 0 0 ap 0 0
FK™ Yeadu) = |1 1 0|.] ai-ao ap 0
|2 1 1 ar—ap—ag 2a;—ap ap
fag 0 0 )
= |lag ap 0] = '1/_;-'"_"“] (x:e,azhsu).
a2 2a; ap

Se propone ahora, estudiar la factorizacion de la matriz
qlm=10] (x+y;c,a;\;u) a partir de la matriz de Pell, S dada en la Defi-
nicién 1.22, para ello, se hace necesario considerar la siguiente matriz:

Definicion 3.5

Para m € N, a,c nimeros reales positivos, L. € C, o ntimeros reales o complejos y
sea 0 <i,j < n, LI""1%(x;¢ a:\:u) la matriz cuyas entradas estan dadas por

m—1, =il m—1, =2 [m—1,
Er[.j 1.0 (xic,ashsu) = (; - I) Ha[—j 1.0 (x:c,a; Asu) —2(;_ B ;)ﬂ;'—j—ll o] (x;c.a:hsu)

(i:‘:) ﬂ;ji’__lga (x:c,ashin).

]

Es facil demostrar el siguiente resultado a partir de un razonamiento
andlogo al utilizado en la demostracion del Teorema 3.6.
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Teorema 3.10

La matriz polinomial de Apostol-Frobenius-Euler generalizada de nivel
m, 9/m=10 (x+y;c,a;h;u) puede ser factorizada en términos de la
matriz de Pell §, de la siguiente forma:

qlm=1.0] (xse,a;hsu) = gm0 (x;c,a;h3u). (3.24)

Ejemplo 3.8

Para n = 2, usando la Definicién 3.5 se tiene

ao 0 0
H_‘[m‘—].(l] (x, C.a‘ k: ") . ai _— 2{10 aﬂ 0
ar—2a;—ay 2a—2ay ap

donde
ag = ,[m_ 1ol (x;e a;hsu),
a; = _?{][!_I‘a](x;c,a;l;u),

a; = .‘7{2[]_|'a](.x;c,a;7k;u).

De la Definicion 1.22, se tiene

1 00
5 & — N (IS R ()]
502 1

Ahora, multiplicando las matrices S y [Lim—1,al (x;c,a;A;u) se obtiene,
1 0 0 aop 0 0

SLim—1.0] (mealu) = |1 1 0Of.: a; —2ag aop 0
15 2 1 a»—2ay—ap 2ay—2ay ap

ap 0 0

-1,
= |la a 0 :‘1/3[”’ a](x;c,a;?t;u).
lax 2a; ap
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Capitulo 4
CONCLUSION

Para el desarrollo de la presente investigacion se hizo necesario el
estudio de familias de polinomios teniendo en cuenta sus funciones ge-
neratrices; en tal sentido se estudiaron polinomios y nimeros de Ber-
noulli, Euler y Genocchi, polinomios de Apostol-Bernoulli, polinomios
de Apostol-Euler y polinomios de Apostol-Genocchi, entre otros. Adi-
cionalmente, se estudiaron matrices polinomiales tipo Pascal, asi como
algunas de sus propiedades algebraicas. Estos topicos fueron presenta-
dos en los capitulos 1 y 2.

En el capitulo 3 se introduce la definicion de la nueva familia de po-
linomios generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m,
ﬂﬁ,[mfl’“] (x;c,a;\;u), , y la nueva matriz polinomial de estos polino-
mios; se demuestran algunos teoremas sobre propiedades que cumple
esta familia de polinomios tales como relacion diferencial, formula
integral, adicion del argumento y formulas de conexion de esta nueva
familia de polinomios con algunos polinomios mostrados en los capitu-
los 1y 2. Asi mismo, siguiendo las ideas de [26,36], se define la matriz
‘V[’” —1.0] (x+y:c,a;h;u) y se demuestra su relacion con la matriz de
Pascal y la matriz de Fibonacci, entre otras.

Las perspectivas de investigacion sobre los resultados obtenidos, per-
miten involucrar a los estudiantes del Programa de Matematicas y de
Maestria en Ciencias Matemadticas de la Universidad del Atlantico en
el marco del semillero de Funciones Especiales: Teoria de Aproxima-
cion, orientado por uno de los autores, como también a estudiantes de

Universidad del Atlantico
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Ciencias e Ingenieria e investigadores cuyo interés sean las Funciones
especiales y sus Aplicaciones. Se espera asesorar tesis de Pregrados y
de Maestrias en cuyo proceso se estudien problemas abiertos, producto
de la investigacion aqui presentada, participacion en congresos espe-
cializados para difundir los resultados obtenidos y avanzar en el nivel
de la investigacion para generar articulos con fines de publicaciones en
revistas de alto impacto.
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LISTADO DE SIMBOLOS

(xsc,ashsu)
Qy[m*l’a] (x;b,¢;505u3v)
B(x)®

3 =1fi]

S = [si]

V=100 (x: ¢ az A;u)

el conjunto de los ntimeros naturales incluyendo el cero.
nimeros enteros, naturales, reales y complejos respectivamente.
espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales.
espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos.
espacio vectorial de las matrices (n+ 1) X (n+ 1) con entradas en un
campo K.

ntmeros de Bernoulli.

numeros de Euler.

ntmeros de Genocchi.

polinomios de Bernoulli.

polinomios de Euler.

polinomios de Genocchi.

nimeros de Frobenius—Euler.

polinomios de Frobenius—Euler.

n-ésimo polinomio de Apostol-Bernoulli.

n-ésimo polinomio de Apostol-Euler.

n-ésimo polinomio de Apostol-Genocchi.

n-ésimo polinomio de Apostol-Frobenius-Euler.

n-ésimo polinomio tipo Apostol Frobenius—-Euler generalizado.
nueva clase de polinomios tipo Apostol generalizados.

matriz de Bernoulli.

matriz de Fibonacci.

matriz de Pell.

matriz generalizada de los polinomios Apostol-Frobenius-Euler.
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