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del jurado examinador del trabajo de grado titulado “Medida de Hausdorff : Teoŕıa y
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recib́ı sino ánimos y apoyo. Quiero agradecer a todos mis docentes porque de todos aprend́ı
algo. En particular quiero agradecer a los profesores Jhon Beiro Moreno (hoy mi director de
tesis) y al profesor Carlos Araujo, siempre me gustó la matemática pero con ellos aprend́ı a
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Introducción

La Medida de Hausdorff fue introducida en 1969 por Herbert Federer en [2], esta se
presentó como un ejemplo de la construcción de Caratheodory que proporcionaba medidas a
partir de métodos de estimación arbitrarios sobre un conjunto dado. Eligiendo un conjunto
y un método de aproximación apropiados se obteńıan medidas con propiedades geométricas
básicas importantes. En este trabajo también se introdujeron los conceptos de Jacobiano y de
manera seguida los conceptos de Área y Coárea los cuales permitiŕıan medir las imágenes de
abiertos en Rn mediante funciones continuas, aśı como sus conjuntos de nivel. A finales de
los 80 y principios de los 90 K. Falconer y F.Morgan proporcionaron buenas introducciones
a la Medida de Hausdorff en [4] y [5] respectivamente haciendo el tema más popular y
accesible. Más tarde, en 1992 Lawrence C. Evans y Ronald F. Gariepy publicaron [1], aqúı
se profundizó en la Medida de Hausdorff y se redefinieron algunos conceptos elementales de
la Teoŕıa de la medida con el fin de trabajar siempre sobre espacios medibles, principalmente
en Rn. Finalmente en 1997 el mismo Lawrence C. Evans nos permitiŕıa apreciar en [6]
aplicaciones para la fórmula de Coárea sobre campos escalares.

En el presente trabajo exploramos varias de las propiedades fundamentales y de mayor
relevancia de la Medida de Hausdorff haciendo un especial énfasis en la desidualdad iso-
diamétrica y en la posterior demostración de la Medida de Lebesque como restricción de
la Medida de Hausdorff, para esto último nos basamos en gran manera en la demostración
hecha en 1979 por R. Hardt en [3]. Luego veremos las propiedades de funciones Lipschitz
respecto a la medida de Hausdorff y ayudarnos de éstas para estudiar las fórmulas de Área
y Coárea, y ver algunas aplicaciones.

IV



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Medidas y funciones medibles

Aún cuando más adelante se trabajará casi exclusivamente en Rn , lo mejor es comenzar
de manera abstracta.

Consideremos X un conjunto, y 2X la colección de subconjuntos de X .

Definición 1.1. Una función µ : 2X → [0,∞] es considerada una medida sobre X si,

(i) µ(∅) = 0, y

(ii) µ(A) ≤
∑∞

k=1 µ(Ak) siempre que A ⊂ ∪∞k=1Ak.

Observación 1.2. La mayoŕıa de los textos llaman a dicha función µ una medida exterior,
reservando el nombre de medida para µ restringida a la colección de subconjuntos de
X µ-medibles (este concepto se ve acontinuación).

Definición 1.3. Un conjunto A ⊂ X se dice µ-medible si para cada conjunto B ⊂ X,

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B − A).

Definición 1.4. Un conjunto A ⊂ X se dice σ-finito con respecto a µ si podemos escribir
A =

⋃∞
k=1Bk, donde Bk es µ−medible y µ(Bk) <∞ para k = 1, 2, ...
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Definición 1.5. Una colección de subconjuntos A ⊂ 2X se dice una σ−álgebra siempre
que

(i) ∅, X ∈ A.

(ii) A ∈ A implica que X − A ∈ A.

(iii) Ak ∈ A (k = 1, 2, ...) implica que ∪∞k=1Ak ∈ A.

Definición 1.6.
La σ−álgebra generada por la familia de abiertos de Rn es conocida como σ−álgebra de
Borel. Sus elementos son llamados Borelianos.

Definición 1.7.

(i) Una medida µ sobre X es regular si para cada conjunto A ⊂ X existe un
conjunto B µ-medible tal que A ⊂ B y µ(A) = µ(B).

(ii) Una medida µ sobre Rn se dice de Borel si cada Boreliano es µ-medible.

(iii) Una medida µ sobre Rn se dice Borel regular si µ es de Borel y para cada
A ⊂ Rn existe un Boreliano B tal que A ⊂ B y µ(A) = µ(B).

(iv) Una medida µ sobre Rn se dice de Radon si µ es Borel regular y µ(K) <∞ para
cada conjunto compacto K ⊂ Rn.

Teorema 1.8. Criterio de Caratheodory. Sea µ una medida sobre Rn. Si µ(A∪B) =
µ(A) +µ(B) para A,B ∈ Rn cualesquiera con dist(A,B) > 0, entonces µ es una medida
de Borel.

Demostración. Ver [1] pag. 9.

Teorema 1.9. Aproximación por conjuntos abiertos y compactos. Consideremos µ
una medida de Radon sobre Rn. Luego

(i) Para cada conjunto A ⊂ Rn,

µ(A) = ı́nf{µ(U) | A ⊂ U, U abierto},
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(ii) Para cada conjunto µ−medible A ⊂ Rn,

µ(A) = sup{µ(K) | K ⊂ A, K compacto}.

Demostración. Ver [1] pag. 8.

Ahora extendemos el concepto de medida de conjuntos a funciones. Consideremos X un
conjunto, Y un espacio topológico, y µ una medida sobre X.

Definición 1.10. Una función f : X → R se dice µ−medible si para cada número real α
el conjunto

{x ∈ X | f(x) > α}

es medible.

El siguiente lema muestra que podemos modificar el conjunto de la definición anterior.

Lema 1.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para una función f : X → R :

(i) Para cada α ∈ R, el conjunto Aα = {x ∈ X | f(x) > α} es medible.

(ii) Para cada α ∈ R, el conjunto Bα = {x ∈ X | f(x) ≤ α} es medible.

(iii) Para cada α ∈ R, el conjunto Cα = {x ∈ X | f(x) ≥ α} es medible.

(iv) Para cada α ∈ R, el conjunto Dα = {x ∈ X | f(x) < α} es medible.

Demostración. Como Aα y Bα son complementos el uno del otro, el enunciado (i) es
equivalente al enunciado (ii). Análogamente, los enunciados (iii) y (iv) son equivalentes. Si
(i) se cumple, luego Aα− 1

n
es medible para cada n, y como

Cα =
∞⋂
n=1

Aα− 1
n
,
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se sigue que Cα es medible. Por tanto (i) implica (iii). Y como

Aα =
∞⋃
n=1

Cα+ 1
n
,

se sigue que (iii) implica (i).

Teorema 1.12. Consideremos una función f : X → R, entonces f es medible si y solo si
para cada conjunto abierto U contenido en R tenemos que f−1(U) es medible.

Demostración. ver [7] pag. 14

Definición 1.13. Una función f : X → R se dice σ-finita con respecto a µ si f es
µ-medible y {x | f(x) 6= 0} es σ-finito con respecto a µ.

Teorema 1.14. Consideremos f : X → [0,∞] µ−medible. Luego existen conjuntos
µ−medibles {Ak}∞k=1 en X tales que

f =
∞∑
k=1

1

k
χAk

.

Demostración.

Definamos de manera inductiva los siguientes conjuntos

A1 = {x ∈ X | f(x) ≥ 1}

A2 =

{
x ∈ X | f(x) ≥ 1

2
+ χA1

}

A3 =

{
x ∈ X | f(x) ≥ 1

3
+

1

2
χA2 + χA1

}
...
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Ak =

{
x ∈ X | f(x) ≥ 1

k
+

k−1∑
j=1

1

j
χAj

}
...

luego

f ≥
∞∑
k=1

1

k
χAk

.

Si f(x) =∞, luego x ∈ Ak para todo k, y se cumple el teorema. Por otro lado, si
0 < f(x) <∞, entonces para una infinidad de números n, tenemos que x 6∈ An. Luego
para todos estos números n tenemos que

0 ≤ f(x)−
n−1∑
k=1

1

k
χAk
≤ 1

n
.

y haciendo n→∞ llegamos a lo que queŕıamos.

1.2. Integrales

Ahora extenderemos los conceptos del cálculo a la teoŕıa de la medida. En esta sección
presentaremos la teoŕıa de la integración; la teoŕıa de la diferenciación es algo más compleja
y la dejaremos para más adelante en la sección 1.5.

Notación 1.15.

f+ = máx(f, 0), f− = máx(−f, 0), f = f+ − f−.

Consideremos µ una medida sobre el conjunto X.

Definición 1.16. Una función g : X → [−∞,∞] es llamada una función simple si el
conjunto g(X) es enumerable.
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Observación 1.17. Consideremos g : X → [−∞,∞] una función simple y {a1, ..., an} los
valores que toma g, entonces g es medible si y solo si los conjuntos g−1(ai) son medibles
para todo i = 1, ..., n.

Definición 1.18. Si g es una función no negativa, simple y µ−medible, entonces definimos∫
g dµ ≡

∑
0≤y≤∞

yµ(g−1{y})

Definición 1.19. Si g es una función simple, µ−medible y tenemos que
∫
g+ dµ < ∞ o∫

g− dµ <∞, decimos que g es una función simple µ−integrable y∫
g dµ ≡

∫
g+ dµ−

∫
g− dµ

Observación 1.20. Nuestro uso del término “integrable”difiere de la mayoŕıa de los textos.
Para nosotros, una función es “integrable”siempre que esta tenga una integral, inclusive si
la integral es +∞ o −∞.

Notación 1.21. Diremos que una proposicición se cumple µ-casi siempre sobre X si existe
un subconjunto N ⊂ X con µ(N) = 0 tal que la proposicición se cumple para el
complemento de N.

Definición 1.22. Consideremos f : X → [−∞,∞]. Definimos la integral superior∫ ∗
f dµ ≡ ı́nf

{∫
g dµ | g simple µ− integrable con g ≥ f µ c.s.

}

Y la integral inferior∫
∗
f dµ ≡ sup

{∫
g dµ | g simple µ− integrable con g ≤ f µ c.s.

}

Definición 1.23. Una función µ−medible f : X → [−∞,∞] es llamada µ-integrable si∫ ∗
f dµ =

∫
∗ f dµ, en cuyo caso escribimos∫

f dµ =

∫ ∗
f dµ =

∫
∗
f dµ.

6



Definición 1.24.

(i) Una función f : X → [−∞,∞] se dice µ−sumable si f es µ−integrable y∫
|f | dµ <∞.

(ii) Decimos que una función f : Rn → [−∞,∞] es localmente µ−sumable si f |K es
µ−sumable para cada conjunto compacto K ⊂ Rn.

Definición 1.25. Decimos que ν es una medida asignada sobre Rn si existe una medida de
Radon µ sobre Rn y una función localmente µ−sumable f : Rn → [−∞,∞] tal que

ν(K) =

∫
K

f dµ

Para todos los conjuntos compactos K ⊂ Rn.

El siguiente teorema es bastante conocido y nos será de gran utilidad en más de una
demostración

Teorema 1.26. Lema de Fatou.

Consideremos fk : X → [0,∞] µ−medible (k = 1, ...). Luego∫
ĺım inf
k→∞

fk dµ ≤ ĺım inf
k→∞

∫
fk dµ.

1.3. Medida producto, Teorema de Fubini, Medida de

Lebesgue

Ahora definiremos el concepto de medida sobre el producto cruz de dos conjuntos, y
definiremos la medida de Lebesgue.

Definición 1.27. Consideremos µ una medida sobre X y v una medida sobre Y.
Definimos la medida µ× v : 2X×Y → [0,∞] para cada conjunto S ⊂ X × Y como

(µ× v)(S) ≡ ı́nf

{
∞∑
i=1

µ(Ai)v(Bi)

}
,
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Donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las colecciones de conjuntos µ−medibles Ai ⊂ X
y v −medibles Bi ⊂ Y (i = 1, ...) tales que

S ⊂
∞⋃
i=1

(Ai ×Bi).

La medida µ× v es llamada la medida producto de µ y v.

Teorema 1.28. Teorema de Fubini.

Sean µ una medida sobre X y v una medida sobre Y.

(i) Luego µ× v es una medida regular sobre X × Y, incluso si µ y v no son
regulares.

(ii) Si A ⊂ X es µ−medible y B ⊂ Y es v −medible, entonces A×B es
(µ× v)−medible y (µ× v)(A×B) = µ(A)v(B).

(iii) Si S ⊂ X × Y es σ−finito con respecto a µ× v luego Sy ≡ {x |(x, y) ∈ S} es
µ−medible para v c.s. y, Sx ≡ {y | (x, y) ∈ S} es v −medible para µ c.s.
x, µ(Sy) es v − integrable y v(Sx) es µ− integrable. Más aún

(µ× v)(S) =

∫
Y

µ(Sy)dv(y) =

∫
X

v(Sx)dµ(x).

(iv) Si f es (µ× v)− integrable y f es σ − finita respecto a µ× v , luego la
aplicación

y →
∫
X

f(x, y)dµ(x) es v − integrable,

la aplicación

x→
∫
Y

f(x, y)dv(y) es µ− integrable,

y ∫
X×Y

fd(µ× v) =

∫
Y

[∫
X

f(x, y)dµ(x)

]
dv(y)

=

∫
X

[∫
Y

f(x, y)dv(y)

]
dµ(x).

8



Demostración. Ver [1] pag. 23.

Definición 1.29. La medida Uno-dimensional de Lebesque L sobre R está definida por

L(A) ≡ ı́nf

{
∞∑
i=1

diam Ci | A ⊂
∞⋃
i=1

Ci, Ci ⊂ R

}
Para todo A ⊂ R.

Definición 1.30. Inductivamente definimos la medida n-dimensional de Lebesque Ln sobre
Rn por

Ln ≡ Ln−1 × L = L × ...× L (n− veces)

Equivalentemente Ln = Ln−k × Lk para cada k ∈ {1, ..., n− 1}

1.4. Teorema de Cobertura de Vitali

En esta sección presentamos el teorema de cobertura de Vitali, el cual es muy útil para
estudiar Ln sobre Rn.

Notación 1.31. Si B es una bola cerrada en Rn, escribimos B̂ para denotar la bola
concéntrica con 5 veces el radio de B.

Definición 1.32.

(i) Una colección F de bolas cerradas en Rn se dice una cobertura de un conjunto A ⊂ Rn

si

A ⊂
⋃
B∈F

B.
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(ii) F se dice una cobertura fina de A si, además,

ı́nf{diam B | x ∈ B,B ∈ F} = 0

para cada x ∈ A.

Teorema 1.33. Teorema de Cobertura de Vitali ([1]). Consideremos F cualquier
colección no degenerada (radio mayor que cero) de bolas cerradas en Rn con

sup{diam B | B ∈ F} <∞.

Luego existe una familia enumerable G de bolas disyuntas en F tal que⋃
B∈F

B ⊂
⋃
B∈G

B̂.

Demostración. Ver [1] pag. 27.

Corolario 1.34. Consideremos F una cobertura fina de A dada por bolas cerradas y

sup{diam B | B ∈ F} <∞.

Luego existe una familia enumerable G de bolas disyuntas en F tales que para cada
conjunto finito {B1, ..., Bm} ⊂ F , tenemos que

A−
m⋃
k=1

Bk ⊂
⋃

B∈G−{B1,...,Bm}

B̂
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1.5. Diferenciación de medidas de Radon

Ahora śı trataremos la diferenciación, pero a diferencia de la integral acá nos restringiremos
a las medidas de Radon.

Consideremos µ y v medidas de Radon sobre Rn.

Definición 1.35. Para cada punto x ∈ Rn, definimos,

Dµv(x) ≡

{
ĺım supr→0

v(B(x,r))
µ(B(x,r))

, si µ(B(x, r)) > 0, para todo r > 0;

+∞, si existe r > 0 tal que µ(B(x, r)) = 0

Dµv(x) ≡

{
ĺım infr→0

v(B(x,r))
µ(B(x,r))

, si µ(B(x, r)) > 0, para todo r > 0;

+∞, si existe r > 0 tal que µ(B(x, r)) = 0

Definición 1.36. Si Dµv(x) = Dµv(x) <∞, decimos que v es diferenciable con
respecto a µ en x y escribimos

Dµv(x) = Dµv(x) = Dµv(x).

Dµv es la derivada de v con respecto a µ. También llamamos a Dµv la densidad de v
con respecto a µ.

Teorema 1.37. Sean µ y v medidas de Radon sobre Rn. Luego Dµv existe y es finita
µ c.s. Más aún, Dµv es µ−medible.

Demostración. Ver [1] pag. 38.

Ahora presentaremos la relación entre derivada e integral mediante un teorema, pero para
ello necesitaremos primero de la siguiente definición,

Definición 1.38. La medida v se dice absolutamente continua respecto a µ, escrito

v � µ,

Siempre que µ(A) = 0 implica que v(A) = 0 para todo A ⊂ Rn.
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Teorema 1.39. Teorema de diferenciación de medidas de Radon.

Sean µ y v medidas de Radon sobre Rn, con v � µ. Luego

v(A) =

∫
A

Dµv dµ

Para todos los conjuntos µ−medibles A ⊂ Rn.

Demostración. Ver [1] pag. 40.

1.6. Funciones Lipschitz, Teorema de Rademacher

En esta sección estudiaremos algunas propiedades de las funciones Lipschitz que nos serán
de gran utilidad, además veremos el teorema de Rademacher que afirma que una función
Lipschitz es diferenciable Ln c.s.

Definición 1.40. Una función f : Rn → Rm se dice diferenciable en un punto x ∈ Rn si
existe una función lineal

L : Rn → Rm

tal que

ĺım
y→x

|f(y)− f(x)− L(x− y)|
|x− y|

= 0.

Notación 1.41. Si tal función lineal L existe, es única, y escribimos

Df(x)

en lugar de L. Llamamos a Df(x) la derivada de f en x.

Definición 1.42.
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(i) Consideremos A ⊂ Rn. Una función f : A→ Rm se dice Lipschitz siempre que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| (∗)

Para alguna constante C y cualesquiera x, y ∈ A. La constante C más pequeña para
la que (∗) se cumple es denotada

Lip(f) ≡ sup

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|

| x, y ∈ A, x 6= y

}
.

(ii) Una función f : A→ Rm se dice localmente Lipschitz si para cada compacto
K ⊂ A, existe una constante Ck tal que

|f(x)− f(y)| ≤ Ck|x− y|

Para cualesquiera x, y ∈ K.

Teorema 1.43. Extensión de funciones Lipschitz.

Tomemos A ⊂ Rn, y consideremos f : A→ Rm Lipschitz. Existe una función Lipschitz
f̄ : Rn → Rm tal que

(i) f̄ = f sobre A.

(ii) Lip(f̄) ≤
√
mLip(f).

Demostración. Ver [1] pag. 80.

Teorema 1.44. Teorema de Rademacher

Consideremos f : Rn → Rm una función localmente Lipschitz. Luego f es diferenciable
Ln c.s.

Demostración. Ver [1] pag. 81.

13



Corolario 1.45.

(i) Consideremos f : Rn → Rm localmente Lipschitz, y

Z ≡ {x ∈ Rn | f(x) = 0} .

Luego Df(x) = 0 para Ln c.s. x ∈ Z.

(ii) Consideremos f, g : Rn → Rn localmente Lipschitz, y

Y ≡ {x ∈ Rn | g(f(x)) = x}.

Luego

Dg(f(x))Df(x) = I para Ln c.s. x ∈ Y.

Demostración. Ver [1] pag. 91.

1.7. Funciones lineales y Jacobianos

Definición 1.46.

(i) Una función lineal O : Rn → Rm se dice ortogonal si (Ox) · (Oy) = x · y para
cualesquiera x, y ∈ Rn.

(ii) Una función lineal S : Rn → Rn se dice simétrica si x · S(y) = S(x) · y para
cualesquiera x, y ∈ Rn.

(iii) Una función lineal D : Rn → Rn se dice diagonal si existen d1, ..., dn ∈ R tales que
D(x) = (d1x1, ..., dnxn) para todo x ∈ Rn.

(iv) Consideremos A : Rn → Rm lineal. La adjunta de A es la función lineal
A∗ : Rm → Rn definida por x · (A∗y) = (Ax) · y para cualesquiera x ∈ Rn , y ∈ Rm.

Teorema 1.47. Descomposición polar.

Consideremos L : Rn → Rm una función lineal.
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(i) Si n ≤ m, existen una función simétrica S : Rn → Rn y una función ortogonal
O : Rn → Rm tales que

L = O ◦ S.

(ii) Si n ≥ m, existen una función simétrica S : Rm → Rm y una función ortogonal
O : Rm → Rn tales que

L = S ◦O∗.

Demostración. Ver [1] pag. 87.

Definición 1.48. Consideremos L : Rn → Rm lineal.

(i) Si n ≤ m, escribimos L = O ◦ S como mencionamos, y definimos el Jacobiano de
L como

[L] = |det S|.

(ii) Si n ≥ m, escribimos L = S ◦O∗ como mencionamos, y definimos el Jacobiano de
L como

[L] = |det S|.

Definición 1.49.

(i) Si n ≤ m, definimos

Λ(m,n) = {λ : {1, ..., n} → {1, ...,m} | λ es creciente}.

(ii) Para cada λ ∈ Λ(m,n), definimos Pλ : Rm → Rn por

P (x1, ..., xm) ≡ (xλ(1), ..., xλ(n)).

Teorema 1.50. Fórmula Binet-Cauchy
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Consideremos n ≤ m y L : Rn → Rm lineal. Luego

[L]2 =
∑

λ∈Λ(m,n)

(det (Pλ ◦ L))2.

Demostración. Ver [1] pag. 89.

Observación 1.51. Luego para calcular [L]2, calculamos las sumas de los cuadrados de
los determinantes de cada (n× n)− submatriz de la (m× n)−matriz representación de
L (con respecto a las bases usuales de Rn y Rm).

Ahora consideremos f : Rn → Rm Lipschitz. Por el Teorema de Rademacher, f es
diferenciable Ln c.s., luego Df(x) existe y puede ser considerada como una función lineal
de Rn en Rm para Ln c.s. x ∈ Rn.

Notación 1.52. Para f : Rn → Rm, f = (f1, ..., fm), escribimos la matriz gradiente

Df =


∂f 1

∂x1

...
∂f 1

∂xn
...

...
∂fm

∂x1

...
∂fm

∂xn


m×n

Definición 1.53. El Jacobiano de f se define

Jf(x) = [Df(x)].
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Caṕıtulo 2

Medida de Hausdorff

2.1. Conceptos

Aqúı introduciremos ciertas medidas “de menor dimensión” sobre Rn, con estas
mediremos ciertos conjuntos “muy pequeños” de Rn. Estas son las medidas de Hausdorff
Hs, definidas en términos de los diámetros de coberturas “eficientes”. La idea es que A es
un “subconjunto s−dimensional”de Rn si 0 < Hs(A) <∞.

Definición 2.1.

(i) Consideremos A ⊂ Rn , 0 ≤ s <∞, 0 < δ ≤ ∞. Definimos

Hs
δ(A) ≡ ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
|A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}
,

Donde

α(s) ≡ πs/2

Γ( s
2

+ 1)
.

Aqúı Γ(s) ≡
∫∞

0
e−xxs−1 dx, (0 < s <∞), es la función gamma usual.

(ii) Para los A y s anteriormente definidos, definimos

Hs(A) ≡ ĺım
δ→0
Hs
δ(A) = sup

δ>0
Hs
δ(A).

Llamamos a Hs la Medida de Hausdorff s-dimensional sobre Rn.
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Observación 2.2. Nótese que

Ln(B(x, r)) = α(n)rn

Para toda bola B(x, r) ⊂ Rn.

Ahora definiremos la dimensión de un conjunto respecto a la medida de Hausdorff.

Definición 2.3. La dimensión de Hausdorff de un conjunto A ⊂ Rn está está definida aśı

Hdim(A) ≡ ı́nf{0 ≤ s <∞ | Hs(A) = 0}

2.2. Resultados

Veamos que efectivamente la medida de Hausdorff es una medida, más aún veamos que es
una medida Borel regular.

Teorema 2.4. ([1]).

Hs es una medida Borel regular (0 ≤ s <∞).

Demostración.

1. Veamos que Hs
δ es una medida,

Primero veamos que Hs
δ(∅) = 0. Tomemos 0 < ε < δ , y tomemos la bola

B

(
0 ;

(
ε

α(s)

)1/s
)
. Luego,

Hs
δ(∅) ≤ Hs

δ

(
B

(
0 ;

(
ε

α(s)

)1/s
))

= α(s)

[(
ε

α(s)

)1/s
]s

Es decir, Hs
δ(∅) ≤ ε, luego Hs

δ(∅) = 0.

Ahora tomemos {Ak}∞k=1 ⊂ Rn y consideremos Ak ⊂ ∪∞j=1C
k
j , con diam Ck

j ≤ δ;
luego {Ck

j }∞k,j=1 es una cobertura para ∪∞k=1Ak. Luego,

Hs
δ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Ck

j

2

)s

.
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Sacando ı́nfimo del lado derecho,

Hs
δ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs
δ(Ak).

2. Ahora veamos que Hs es una medida. En efecto,

Hs(∅) = sup
δ>0
Hs
δ(∅) = sup{0} = 0

Ahora, sea {Ak}∞k=1 ⊂ Rn. Luego,

Hs
δ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs
δ(Ak) ≤

∞∑
k=1

Hs(Ak), ∀δ > 0

Lo anterior por definición de supremo. Luego, haciendo δ → 0 llegamos a que

Hs

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs(Ak).

3. Veamos que Hs es una medida de Borel.

Tomemos A,B ⊂ Rn con dist(A,B) > 0. Tomemos 0 < δ < 1/4dist(A,B).
Consideremos A ∪B ⊂ ∪∞k=1Ck con diam Ck ≤ δ. Definamos
A ≡ {Cj | Cj ∩ A 6= ∅}, y B ≡ {Cj | Cj ∩B 6= ∅}. Luego A ⊂

⋃
Cj∈ACj y

B ⊂
⋃
Cj∈B Cj, además, Ci ∩ Cj = ∅ si Ci ∈ A y Cj ∈ B. Luego

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
≥
∑
Cj∈A

α(s)

(
diam Cj

2

)s
+
∑
Cj∈B

α(s)

(
diam Cj

2

)s
≥ Hs

δ(A)+Hs
δ(B).

Sacando ı́nfimo del lado izquierdo tenemos que, Hs
δ(A ∪B) ≥ Hs

δ(A) +Hs
δ(B).

Haciendo δ → 0, obtenemos Hs(A ∪B) ≥ HS(A) +HS(B). En consecuencia,

Hs(A ∪B) = Hs(A) +Hs(B)

Para todo A,B ∈ Rn con dist(A,B) > 0. Luego por el Criterio de Caratheodory
(teorema 1.8), tenemos que Hs es una medida de Borel.
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4. Veamos que Hs es Borel regular.

Nótese que diam C = diam C para todo C; luego,

Hs
δ(A) =

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ, Cj cerrado

}

Tomemos A ⊂ Rn de modo que Hs(A) <∞; luego Hs
δ(A) <∞ para todo δ > 0.

Ahora para cada natural k ≥ 1 tomemos una colección de conjuntos cerrados
{Ck

j }∞j=1 tal que diam Ck
j ≤ 1/k, A ⊂

⋃∞
j=1C

k
j , y

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Ck

j

2

)s

≤ Hs
1/k(A) +

1

k
.

Ahora definamos Ak ≡ ∪∞j=1C
k
j , B ≡ ∩∞k=1Ak; B es de Borel. También A ⊂ Ak, y

A ⊂ B. Más aún,

Hs
1/k(B) ≤

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Ck

j

2

)s

≤ Hs
1/k(A) +

1

k
.

Haciendo k →∞ , llegamos a que Hs(B) ≤ Hs(A). Pero A ⊂ B. Por lo tanto
Hs(A) = Hs(B).

Acontinuación demostraremos algunas de las propiedades más elementales de la medida
de Hausdorff.

Teorema 2.5. Propiedades elementales de la medida de Hausdorff ([1]).

(i) H0 es la medida contadora.

(ii) H1 = L1 sobre R1.

(iii) Hs ≡ 0 sobre Rn para todo s > n.

(iv) Hs(λA) = λsHs(A) para todo λ > 0, A ⊂ Rn.

(v) Hs(T (A)) = Hs(A) para toda isometŕıa T : Rn → Rn, A ⊂ Rn.
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Demostración.

1. Obsérvese que, α(0) =
1

Γ(1)
=

(∫ ∞
0

e−xdx

)−1

= 1 , además

(
diam Cj

2

)0

= 1 para

todo conjunto no degenerado Cj, luego H0
δ({a}) = 1 para todo δ > 0 y por tanto

H0({a}) = 1 para todo a ∈ Rn. Luego para un conjunto A = {a1, a2, ..., an}
tomando δ > 0 lo suficientemente pequeño tenemos que

H0
δ(A) = ı́nf

{
n∑
j=1

1

}
= n

y haciendo δ → 0 llegamos a que H0(A) = n. Aśı queda demostrado (i).

2. Consideremos A ∈ R y δ > 0. Tenemos que,

α(1) =

√
π

Γ(3/2)
=

√
π

Γ(1
2

+ 1)
=

√
π

1
2

√
π

Es decir, α(1) = 2 . Ahora tenemos que,

L1(A) = ı́nf

{
∞∑
k=1

diam Cj | A ∈
∞⋃
j=1

Cj

}

≤ ı́nf

{
∞∑
k=1

diam Cj | A ∈
∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= H1
δ(A).

Por otro lado, definamos Ik ≡ [kδ, (k + 1)δ], k ∈ Z. Luego diam (Cj ∩ Ik) ≤ δ y,

∞∑
k=−∞

diam (Cj ∩ Ik) ≤ diam Cj.

Por tanto
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L1(A) = ı́nf

{
∞∑
j=1

diam Cj | A ∈
∞⋃
j=1

Cj

}

≥ ı́nf

{
∞∑
j=1

∞∑
k=−∞

diam (Cj ∩ Ik) | A ∈
∞⋃
j=1

Cj

}

≥ H1
δ(A).

Entonces L1 = H1
δ para todo δ > 0, y por tanto L1 = H1 sobre R.

3. Tomemos un entero m ≥ 1. El cubo unitario Q en Rn puede ser descompuesto en
mn cubos con longitud de lado 1/m y diámetro n1/2/m. Luego,

Hs√
n/m(Q) ≤

mn∑
i=1

α(s)(n1/2/m)s = α(s)ns/2mn−s,

Donde el último término tiende a cero cuando m→∞, si s > n. Luego
Hs(Q) = 0, por tanto Hs ≡ 0.

4. Tomemos un conjunto cualquiera A ⊂ Rn y λ > 0. Luego para todo δ > 0 tenemos

λsHs
δ(A) = λs ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
λ diam Cj

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam λCj

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam λCj

2

)s
| λA ⊂

∞⋃
j=1

λCj, diam λCj ≤ λδ

}

Es decir, Hs
λδ(λA) = λsHs

δ(A). Luego, haciendo δ → 0 tenemos que

Hs(λA) = λsHs(A).
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5. Tomemos A ∈ Rn y δ > 0 cualesquiera. Entonces

Hs
δ(A) = ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam T (Cj)

2

)s
| A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}

= ı́nf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam T (Cj)

2

)s
| T (A) ⊂

∞⋃
j=1

T (Cj), diam T (Cj) ≤ δ

}

= Hs
δ(T (A))

Luego haciendo δ → 0 llegamos a lo que queŕıamos.

Lema 2.6. ([1]).

Consideremos A ⊂ Rn y Hs
δ(A) = 0 para algún 0 < δ <∞. Luego Hs(A) = 0.

Demostración. Consideremos s > 0. Dado ε > 0 existe una sucesión de conjuntos
{Cj}∞j=1 con diam Cj < δ tal que A ⊂ ∪∞j=1Cj, y

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
≤ ε.

En particular para cada j,

diam Cj ≤ 2

(
ε

α(s)

)1/s

≡ δ(ε).

Luego

Hs
δ(ε)(A) ≤ ε.

Y como δ(ε)→ 0 siempre que ε→ 0, llegamos a que
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Hs(A) = 0.

Lema 2.7. ([1]).

Consideremos A ⊂ Rn y 0 ≤ s < t <∞.

(i) Si Hs(A) <∞, luego Ht(A) = 0.

(ii) Si Ht(A) > 0, luego Hs(A) =∞.

Demostración. Consideremos Hs(A) <∞ y δ > 0. Luego existen conjuntos {Cj}∞j=1

tales que diam Cj < δ, A ⊂ ∪∞j=1Cj, y

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
≤ Hs

δ(A) + 1 ≤ Hs(A) + 1

Ahora

Ht
δ(A) ≤

∞∑
j=1

α(t)

(
diam Cj

2

)t

=
∞∑
j=1

α(t)
α(s)

α(s)

(
diam Cj

2

)s+(t−s)

=
α(t)

α(s)
2s−t

∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
(diam Cj)

t−s

≤ α(t)

α(s)
2s−tδt−s(Hs(A) + 1).

Luego haciendo δ → 0 concluimos que Ht(A) = 0, esto prueba el enunciado (i). El
enunciado (ii) se sigue de (i).
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Caṕıtulo 3

Desigualdad Isodiamétrica; Hn = Ln

Nuestra meta en este caṕıtulo es probar que Hn = Ln sobre Rn. Esto no es trivial: Ln
está definida como el producto de n pliegues de la medida Uno-dimensional de Lebesque
L1, de donde Ln(A) = ı́nf {

∑∞
i=1 Ln(Qi) | Qi cubos, A ⊂ ∪∞i=1Qi} . Por otro lado,

Hn(A) es calculado en términos de coverturas arbitrarias de diámetro pequeño.

3.1. Resultados

Lema 3.1. ([1]).

Consideremos f : Rn → [0,∞] Ln −medible. Luego la región bajo el gráfico de f,

A ≡ {(x, y) | x ∈ Rn, y ∈ R, 0 ≤ y ≤ f(x)},

es Ln+1 −medible.

Demostración. Definamos B ≡ {x ∈ Rn | f(x) =∞} y C ≡ {x ∈ Rn | 0 ≤ f(x) <∞}.
En adición definamos

Cjk ≡
{
x ∈ C | j

k
≤ f(x) <

j + 1

k

}
(j = 0, ...; k = 1, ...)

Luego C ⊂
⋃∞
j=0Cjk. Finalmente definimos

Dk ≡
∞⋃
j=0

(
Cjk ×

[
0,
j

k

])
∪ (B × [0,∞]),
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Ek ≡
∞⋃
j=0

(
Cjk ×

[
0,
j + 1

k

])
∪ (B × [0,∞])

luego Dk y Ek son Ln+1 −medibles y Dk ⊂ A ⊂ Ek. Escribamos D ≡ ∪∞k=1Dk y
E ≡ ∩∞k=1Ek. Luego también D ⊂ A ⊂ E, con D y E ambos Ln+1 −medibles. Ahora

Ln+1((E −D) ∩B(0, R)) ≤ Ln+1((Ek −Dk) ∩B(0, R)) ≤ 1

k
Ln(B(0, R))

Y el último término se hace cero siempre que k →∞. Aśı Ln+1((E −D) ∩B(0, R)) = 0,
y se sigue que Ln+1(E −D) = 0. Por lo tanto Ln+1(A−D) = 0, y en consecuencia A es
Ln+1 −medible.

Notación 3.2. Tomemos a, b ∈ Rn con |a| = 1. Definimos

Lab ≡ {b+ ta | t ∈ R} la recta que pasa por b en dirección de a,

Pa ≡ {x ∈ Rn | x · a = 0}, el plano que pasa por el origen perpendicular a a.

Definición 3.3. Tomemos a ∈ Rn con |a| = 1, y consideremos A ⊂ Rn. Definimos la
Simetrización de Steiner de A con respecto al plano Pa como el conjunto

Sa(A) ≡
⋃

b∈Pa, A∩La
b 6=∅

{
b+ ta | |t| ≤ 1

2
H1(A ∩ Lab )

}
.

Lema 3.4. Propiedades de la simetrización de Steiner ([1]).

(i) diam Sa(A) ≤ diam (A).

(ii) Si A es Ln −medible, luego también lo es Sa(A); y Ln(Sa(A)) = Ln(A).

Demostración.
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1. Tenemos que (i) es trivial para diam A =∞. Por lo tanto consideremos
diam A <∞. También podemos considerar A cerrado. Fijemos ε > 0 y tomemos
x, y ∈ Sa(A) tales que

diam Sa(A) ≤ |x− y|+ ε.

Escribamos b ≡ x− (x · a)a y c ≡ y − (y · a)a; luego b, c ∈ Pa. Definamos

r ≡ ı́nf{t| b+ ta ∈ A},
s ≡ sup{t| b+ ta ∈ A},
u ≡ ı́nf{t| c+ ta ∈ A},
v ≡ sup{t| c+ ta ∈ A}

Sin pérdida de generalidad consideraremos v − r > s− u. Luego

v − r ≥ 1

2
(v − r) +

1

2
(s− u)

=
1

2
(s− r) +

1

2
(v − u)

≥ 1

2
H1(A ∩ Lab ) +

1

2
H1(A ∩ Lac).

Ahora, |x · a| ≤ 1/2 H1(A ∩ Lab ), |y · a| ≤ 1/2 H1(A ∩ Lac), y en consecuencia

v − r ≥ |x · a|+ |y · a| ≥ |x · a| − |y · a|.

Por tanto

(diam Sa(A)− ε)2 ≤ |x− y|2

= |b+ (x · a)a− c− (y · a)a|2

= |(b− c) + ((x · a)a− (y · a)a)|2

= |b− c|2 + |x · a− y · a|2

≤ |b− c|2 + (v − r)2

= |(b+ ra)− (c+ va)|2

≤ (diam A)2

Esto último ya que A es cerrado y por ende b+ ra, c+ va ∈ A. Luego
diam Sa(A)− ε ≤ diam A. Aśı podemos concluir (i).
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2. Como Ln es invariante por rotación podemos considerar a = en = (0, ..., 0, 1).
Luego Pa = Pn = Rn−1. Como L1 = H1 sobre R1, el inciso (iii) del Teorema de
Fubini (1.28) tenemos que la función f : Rn−1 → R1 definida por
f(b) = H1(A ∩ Lab ) es Ln−1 − integrable y Ln(A) =

∫
Rn−1 f(b)db. Luego podemos

representar Sa(A) de la siguiente manera

Sa(A) ≡
{

(b, y) | −f(b)

2
≤ y ≤ f(b)

2

}
− {(b, 0) | Lab ∩ A = ∅}

que es Ln −medible por el lema 3.1, y

Ln(Sa(A)) =

∫
Rn−1

f(b) db = Ln(A).

Teorema 3.5. Desigualdad Isodiametrica ([1,3]).

Para todos los conjuntos A ⊂ Rn,

Ln(A) ≤ α(n)

(
diam A

2

)n

Demostración. Si diam A =∞ esto es trivial; luego consideremos diam A <∞. Sea
{e1, ..., en} la base estándar para Rn. Definamos
A1 ≡ Se1(A), A2 ≡ Se2(A1), ..., An ≡ Sen(An−1). Denotemos A∗ = An.

1. Primeros probaremos que A∗ es simétrico con respecto al origen.

Por definición A1 es simétrico respecto a Pe1 . Tomemos 1 ≤ k < n y supongamos
que Ak es simétrico respecto a Pe1 , ..., Pek . Por definición Ak+1 ≡ Sek+1

(Ak) es
simétrico respecto a Pek+1

. Tomemos 1 ≤ j ≤ k y consideremos Sj : Rn → Rn la
reflexión respecto a Pej . Tomemos b ∈ Pek+1

. Como Sj(Ak) = Ak,

H1(Ak ∩ Lek+1

b ) = H1(Ak ∩ Lek+1

Sj(b));

En consecuencia

{t | b+ tek+1 ∈ Ak+1} = {t | Sj(b) + tek+1 ∈ Ak+1}.

Luego Sj(Ak+1) = Ak+1; Esto es, Ak+1 es simétrico respecto a Pej . Luego
A∗ = An es simétrico respecto a Pe1 , ..., Pen y por tanto es simétrico respecto a el
origen.
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2. Ahora probaremos que Ln(A∗) ≤ α(n)

(
diam A∗

2

)n
.

Tomemos x ∈ A∗. Luego −x ∈ A∗ por lo que mostramos en 1., luego
diam A∗ > 2|x|. Por tanto A∗ ⊂ B(0, diam A∗/2) y en consecuencia

Ln(A∗) ≤ Ln
(
B

(
0,
diam A∗

2

))
= α(n)

(
diam A∗

2

)n
.

3. Finalmente veamos que Ln(A) ≤ α(n)

(
diam A

2

)n
.

Sabemos que A es Ln −medible, y por el lema 3.4 esto implica que

Ln((A)∗) = Ln(A) , diam (A)∗ ≤ diam A.

Luego

Ln(A) ≤ Ln(A) = Ln((A)∗)

≤ α(n)

(
diam (A)∗

2

)n
por lo dicho en 2.

≤ α(n)

(
diam A

2

)n

= α(n)

(
diam A

2

)n
.

Teorema 3.6. ([1,3]).

Hn = Ln sobre Rn.

Demostración.

1. Primero probaremos que Ln(A) ≤ Hn(A) para todo A ⊂ Rn.

Fijemos δ > 0. Tomemos conjuntos {Cj}∞j=1 tales que A ⊂ ∪∞i=1Cj y
diam Cj ≤ δ. Luego por la Desigualdad Isodiamétrica
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Ln(A) ≤
∞∑
j=1

Ln(Cj) ≤
∞∑
j=1

α(n)

(
diam Cj

2

)n
.

Tomando en ı́nfimo llegamos a que Ln(A) ≤ Hn
δ (A), y por tanto Ln(A) ≤ Hn(A).

2. Ahora, de la definición de Ln como L1 × ...× L1 vemos que para cada A ⊂ Rn y
δ > 0,

Ln(A) = ı́nf

{
∞∑
i=1

Ln(Qi) | Qi cubos, A ⊂
∞⋃
i=1

Qi, diam Qi ≤ δ

}
.

De aqúı en adelante solo consideraremos cubos paralelos a los ejes coordenados en Rn.

3. Ahora probaremos que Hn es absolutamente continua con respecto a Ln.

Definamos Cn ≡ α(n)(
√
n/2)n. Luego para cada cubo Q ⊂ Rn,

α(n)

(
diam Q

2

)n
= CnLn(Q).

Luego

Hn
δ (A) ≤ ı́nf

{
∞∑
i=1

α(n)

(
diam Qi

2

)n
| Qi cubos, A ⊂

∞⋃
i=1

Qi, diam Qi ≤ δ

}

= CnLn(A).

Luego haciendo δ → 0 llegamos a que

Hn(A) ≤ CnLn(A).

4. Solo nos falta probar que Hn(A) ≤ Ln(A) para cada A ∈ Rn.
Dados δ > 0, ε > 0. Podemos seleccionar cubos {Qi}∞i=1 tales que
A ⊂ ∪∞i=1Qi, diam Qi < δ, y

∞∑
i=1

Ln(Qi) ≤ Ln(A) + ε

Por el corolario 1.33, tenemos que para cada i existen bolas cerradas disyuntas
{Bi

k}∞k=1 contenidas en Qo
i (interior de Qi ) tales que
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diam Bi
k ≤ δ, Ln

(
Qi −

∞⋃
k=1

Bi
k

)
= Ln

(
Qo
i −

∞⋃
k=1

Bi
k

)
= 0.

Y por lo probado en 3, Hn(Qi − ∪∞k=1B
i
k) = 0. Por tanto

Hn
δ (A) ≤

∞∑
i=1

Hn
δ (Qi) =

∞∑
i=1

Hn
δ

(
∞⋃
k=1

Bi
k

)
≤

∞∑
i=1

∞∑
k=1

Hn
δ (Bi

k)

≤
∞∑
i=1

∞∑
i=1

α(n)

(
diam Bi

k

2

)n
=
∞∑
i=1

∞∑
i=1

Ln(Bi
k) =

∞∑
i=1

Ln
(
∞⋃
k=1

Bi
k

)

=
∞∑
i=1

Ln(Qi) ≤ Ln(A) + ε

y haciendo δ → 0 y ε→ 0, llegamos a lo que se queŕıa.
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Caṕıtulo 4

Medida de Hausdorff y funciones
Lipschitz

En esta sección veremos algunas propiedades de funciones Lipschitz relacionadas con la
medida de Hausdorff. Haremos uso de estas propiedades más adelante.

4.1. Conceptos

Definición 4.1.

(i) Una función f : Rn → Rm se dice Lipschitz si existe una constante C tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|

Para cualesquiera x, y ∈ Rn.

(ii) La constante más pequeña C tal que (i) se cumple para cualesquiera x, y ∈ Rn es
denotada

Lip(f) ≡ sup

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|

| x, y ∈ Rn, x 6= y

}
.

Definición 4.2. Para f : Rn → Rm, A ⊂ Rn, escribimos

G(f ;A) ≡ {(x, f(x)) | x ∈ A} ⊂ Rn × Rm = Rn+m;

G(f ;A) es el gráfico de f sobre A.
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4.2. Resultados

Teorema 4.3. ([1]).

Consideremos f : Rn → Rm Lipschitz, A ⊂ Rn, y 0 ≤ s <∞. Luego

Hs(f(A)) ≤ (Lip(f))sHs(A).

Demostración. Tomemos δ > 0 y seleccionemos una sucesión de conjuntos {Ci}∞i=1 ⊂ Rn

tales que diam Ci ≤ δ, A ⊂ ∪∞i=1Ci. Luego f(A) ⊂ ∪∞i=1f(Ci), y
diam f(Ci) ≤ Lip(f)diam Ci ≤ Lip(f)δ. Entonces

Hs
Lip(f)δ(f(A)) ≤

∞∑
i=1

α(s)

(
diam f(Ci)

2

)s

≤ (Lip(f))s
∞∑
i=1

α(s)

(
diam Ci

2

)s
.

Tomando el ı́nfimo en el último término,

Hs
Lip(f)δ(f(A)) ≤ (Lip(f))sHs

δ(A).

Haciendo δ → 0 finalizamos la demostración.

Corolario 4.4. Supongamos n > k. Sea P : Rn → Rk la proyección usual,
A ⊂ Rn, 0 ≤ s <∞. Luego

Hs(P (A)) ≤ Hs(A).

Demostración. Basta con aplicar el teorema para Lip(P ) = 1.

Teorema 4.5. ([1]).

Consideremos f : Rn → Rm, Ln(A) > 0. Luego

(i) Hdim(G(f ;A)) ≥ n. (Definición 2.3)

(ii) Si f es Lipschitz, Hdim(G(f ;A)) = n.

Demostración.
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(i) Consideremos P : Rn+m → Rn la proyección usual. Luego, por el corolario 4.4,
tenemos que Hn(G(f ;A)) ≥ Hn(A) = Ln(A) > 0. Por tanto Hdim(G(f ;A)) ≥ n.

(ii) Denotemos por Q un cubo cualquiera en Rn con longitud de lado 1. Subdividamos
Q en kn subcubos con longitud de lado 1/k. Llamemos a estos cubos Q1, ..., Qkn .
Nótese que diam Qi =

√
n/k. Definamos

aij ≡ mı́n
x∈Qj

f i(x) y bij ≡ máx
x∈Qj

f i(x), (i = 1, ...,m ; j = 1, ..., kn)

Como f es Lipschitz,

|bij − aij| ≤ Lip(f)diam Qj = Lip(f)

√
n

k
.

Ahora, definamos Cj ≡ Qj × Πm
i=1(aij, b

i
j). Luego,

{(x, f(x)) | x ∈ Qj ∩ A} ⊂ Cj

Y diam Cj ≤ C/k, donde C ≡
√
n(1 +m lip(f)2). Ahora, como

G(f ;A ∩Q) ⊂ ∪knj=1Cj, tenemos que

Hn
C/k(G(f ;A ∩Q)) ≤

kn∑
j=1

α(n)

(
diam Cj

2

)n

≤ knα(n)

(
C

2k

)n
= α(n)

(
C

2

)n
.

Luego haciendo k →∞, encontramos que Hn(G(f ;A ∩Q)) <∞, por tanto
Hdim(G(f ;A ∩Q)) ≤ n (ver lema 2.7). Esto es válido para cada cubo Q en Rn de
lados de longitud 1, y en consecuencia Hdim(G(f ;A)) ≤ n. Y por lo demostrado en
el inciso anterior llegamos a lo que queŕıamos.
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Caṕıtulo 5

Fórmulas de Área y Coárea

5.1. Resultados

En este caṕıtulo estudiaremos las fórmulas de Área y Coárea para funciones Lipschitz

f : Rn → Rm

Si m ≥ n la Fórmula de Área afirma que la medida n−dimensional de f(A), contando
multiplicidad, puede ser calculada integrando el Jacobiano apropiado de f sobre A.
Si m ≤ n, la Fórmula de Coárea establece que la integral de la medida
(n−m)−dimensional de los conjuntos de nivel de f es calculada utilizando el Jacobiano.

Primero abordaremos la Fórmula de Área, para esto primero demostraremos una serie de
lemas que nos ayudarán en la demostración de la fórmula como tal, por lo que a lo largo de
esta primera parte consideraremos

n ≤ m

Lema 5.1. ([1]).

Consideremos L : Rn → Rm lineal. n ≤ m, luego

Hn(L(A)) = [L]Ln(A).

Para todo A ⊂ Rn.

Demostración.

1. Escribamos L = O ◦ S como en el teorema 1.47; [L] = |det S|.
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2. Si [L] = 0, luego dim(S(Rn)) ≤ n− 1 y se sigue que dim(L(Rn)) ≤ n− 1. En
consecuencia tenemos que Hn(L(Rn)) = 0.

3. Si [L] > 0, entonces

Hn(L(B(x, r)))

Ln(B(x, r))
=
Ln(O∗ ◦ L(B(x, r)))

Ln(B(x, r))
=
Ln(O∗ ◦O ◦ S(B(x, r)))

Ln(B(x, r))

=
Ln(S(B(x, r)))

Ln(B(x, r))
=
Ln(S(B(0, 1)))

α(n)

= |det S| = [L].

4. Definamos v(A) ≡ Hn(L(A)) para todo A ⊂ Rn. Luego v es una medida de
Radon, v es absolutamente continua respecto a Ln, denotado v � Ln (definición
1.38) y

DLnv(x) = ĺım
r→0

v(B(x, r))

Ln(B(x, r))
= [L].

Por tanto, para todo conjunto de Borel B ⊂ Rn, el teorema 1.39 implica que

v(B) =

∫
B

DLnv dy.

Es decir

Hn(L(B)) = [L]Ln(B).

Como v y Ln son medidas de Radon, la misma fórmula se mantiene para todos los
conjuntos A ⊂ Rn.

De aqúı en adelante consideraremos f Lipschitz.

Lema 5.2. ([1]).

Consideremos A ⊂ Rn Ln −medible. Luego

(i) f(A) es Hn −medible,

(ii) la aplicación y → H0(A ∩ f−1{y}) es Hn −medible sobre Rm,
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(iii)
∫
RmH0(A ∩ f−1{y})dHn ≤ (Lip(f))nLn(A).

La función y → H0(A ∩ f−1{y}) es llamada función multiplicidad.

Demostración.

1. Consideraremos sin pérdida de generalidad que A es acotado.

2. Por el teorema 1.9 existen conjuntos compactos Ki ⊂ A tales que

Ln(Ki) > Ln(A)− 1

i
(1 = 1, 2, ...). (∗)

Ahora como Ki es Ln −medible , en particular tenemos que,

Ln(A−Ki) = Ln(A)− Ln(A ∩Ki)

= Ln(A)− Ln(Ki)

Luego por (∗) tenemos que Ln(A−Ki) < 1/i. Ahora, como f es continua, f(Ki)
es compacto y por ende Hn −medible. Luego, f(∪∞i=1Ki) = ∪∞i=1f(Ki) es
Hn −medible. Más aún,

Hn

(
f(A)− f

(
∞⋃
i=1

Ki

))
≤ Hn

(
f

(
A−

∞⋃
i=1

Ki

))

≤ (Lip(f))nLn
(
A−

∞⋃
i=1

Ki

)
= 0.

Esto último por el teorema 4.3, por tanto f(A) es Hn −medible. Esto prueba (i).

3. Definamos

Bk ≡ {Q | Q = (a1, b1]× ...× (an, bn], ai =
ci
k
, bi =

ci + 1

k
, ci entero , i = 1, 2, ..., n},

Nótese que

37



Rn ⊂
⋃
Q∈Bk

Q.

Ahora definamos

gk(A) ≡
∑
Q∈Bk

χf(A∩Q) es Hn −medible por (i),

y

gk(y) = numero de cubos Q ∈ Bk tales que f−1{y} ∩ (A ∩Q) 6= ∅.

Luego

gk(y) ↑ H0(A ∩ f−1{y}) siempre que k →∞

para todo y ∈ Rm, por tanto y → H0(A ∩ f−1{y}) es Hn −medible.

4. Por el Teorema de la Convergencia Monótona,

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn = ĺım
k→∞

∫
Rm

gk dHn

= ĺım
k→∞

∑
Q∈Bk

Hn(f(A ∩Q))

≤ ĺım sup
k→∞

∑
Q∈Bk

(Lip(f))nLn(A ∩Q)

= (Lip(f))nLn(A).

Lema 5.3. ([1]).

Tomemos t > 1 y definamos B ≡ {x | Df(x) existe, Jf(x) > 0}. Luego existe una
colección enumerable {Ek}∞k=1 de conjuntos de Borel en Rn tales que

(i) B =
⋃∞
k=1Ek;

(ii) f |Ek
es uno-a-uno, (k = 1, 2, ...); y
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(iii) para cada k = 1, 2, ..., existe un automorfismo simétrico Tk : Rn → Rn tal que

Lip((f |Ek
) ◦ T−1

k ) ≤ t Lip(Tk ◦ (f |Ek
)−1) ≤ t,

t−n|det Tk| ≤ Jf |Ek
≤ tn|det Tk|.

Demostración.

1. Tomemos ε > 0 de modo que

1

t
+ ε < 1 < t− ε.

Consideremos C un subconjunto enumerable denso de B (es decir, C = B) y
consideremos S un subconjunto enumerable denso de automorfismos simétricos de
Rn.

2. Luego, para cada c ∈ C, T ∈ S, y i = 1, 2, ..., definimos E(c, T, i) como el
conjunto de todos los b ∈ B ∩B(c, 1/i) que satisfacen

(
1

t
+ ε

)
|Tv| ≤ |Df(b)v| ≤ (t− ε)|Tv| (∗)

Para todo v ∈ Rn y

|f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b)| ≤ ε|T (a− b)| (∗∗)

Para todo a ∈ B(b, 2/i). Nótese que E(c, T, i) es un conjunto de Borel ya que Df
es Borel medible. De (∗) y (∗∗) podemos llegar a que

1

t
|T (a− b)| ≤ |f(a)− f(b)| ≤ t|T (a− b)| (∗ ∗ ∗)

Para b ∈ E(c, T, i), a ∈ B(b, 2/i).

3. Ahora probaremos que si b ∈ E(T, c, i), entonces(
1

t
+ ε

)n
|det T | ≤ Jf(b) ≤ (t− ε)n|det T |.

Procedamos: escribimos Df(b) = L = O ◦ S, anteriormente definido;
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Jf(b) = [Df(b)] = |det S|.

Ahora por (∗), (
1

t
+ ε

)
|Tv| ≤ |(O ◦ S)v| = |Sv| ≤ (t− ε)|Tv|

Para todo v ∈ Rn, entonces(
1

t
+ ε

)
|v| ≤ |(S ◦ T−1)v| ≤ (t− ε)|v| (v ∈ Rn).

Y aśı

(S ◦ T−1)(B(0, 1)) ⊂ B(0, t− ε);

Y aplicando el lema 5.1,

|det (S ◦ T−1)|α(n) ≤ Ln(B(0, t− ε)) = α(n)(t− ε)n,

Y por tanto

|det S| ≤ (t− ε)n|det T |.

La otra desigualdad se demuestra de manera análoga.

4. Reescribamos la colección contable {E(c, T, i) | c ∈ C, T ∈ S, i = 1, 2, ...} como
{Ek}∞k=1. Tomemos cualquier b ∈ B, escribamos Df(b) = O ◦ S como venimos
haciendo, y escojamos T ∈ S tal que

Lip(T ◦ S−1) ≤
(

1

t
+ ε

)−1

, Lip(S ◦ T−1) ≤ t− ε.

Ahora tomemos i ∈ {1, 2, ...} y c ∈ C de modo que |b− c| < 1/i,

|f(a)− f(b)−Df(b) · (a− b)| ≤ ε

Lip(T−1)
|a− b| ≤ ε|T (a− b)|

para todo a ∈ B(b, 2/i). Luego b ∈ E(c, T, i). Luego como esto vale para todo
b ∈ B, (i) queda probado.
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5. Ahora escojamos cualquier conjunto Ek, el cual es de la forma E(c, T, i) para
algún c ∈ C, T ∈ S, i = 1, 2, .... Escribamos Tk = T. Aplicando (∗ ∗ ∗),

1

t
|Tk(a− b)| ≤ |f(a)− f(b)| ≤ t|Tk(a− b)|

Para cualesquiera b ∈ Ek, a ∈ B(b, 2/i). Como Ek ⊂ B(c, 1/i) ⊂ B(b, 2/i), luego
tenemos que

1

t
|Tk(a− b)| ≤ |f(a)− f(b)| ≤ t|Tk(a− b)| (∗ ∗ ∗∗)

Para cualesquiera a, b ∈ Ek; por tanto f |Ek
es uno-a-uno.

6. Finalmente, nótese que (∗ ∗ ∗∗) implica

Lip((f |Ek
) ◦ T−1

k ) ≤ t, Lip(Tk ◦ (f |Ek
)−1) ≤ t,

mientras que por lo probado en 3. Tenemos que

t−n|det Tk| ≤ Jf |Ek
≤ tn|det Tk|.

Aśı, (iii) queda probado.

Ahora śı, procederemos a demostrar la fórmula de Área.

Teorema 5.4. Fórmula de Área ([1]).

Consideremos f : Rn → Rm Lipschitz, n ≤ m. Luego para cada conjunto
Ln −medible A ⊂ Rn, ∫

A

Jf dx =

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn(y).

Demostración.

1. Aplicando el Teorema de Rademacher (1.43), podemos asumir que Df(x) y Jf(x)
existen para todo x ∈ A. También podemos suponer Ln(A) <∞.
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2. Caso 1. A ⊂ {x | Jf(x) > 0}. Fijemos t > 1 y tomemos conjuntos de {Ek}∞k=1

como en el lema 5.3. Podemos considerar que los conjuntos {Ek}∞k=1 son disyuntos.
Definamos Bk como en la prueba del lema 5.2. Definamos

F i
j = Ej ∩Qi ∩ A (Qi ∈ Bk, j = 1, 2, ...).

Luego los conjuntos F i
j son disyuntos y A = ∪∞i,j=1F

i
j .

3. Ahora probaremos que

ĺım
k→∞

∞∑
i,j=1

Hn(f(F i
j )) =

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn

Definamos

gk ≡
∞∑

i,j=1

χf(F i
j )

Luego gk(y) es el número de conjuntos {F i
j} tales que F i

j ∩ f−1{y} 6= ∅. Luego
gk{y} ↑ H0(A ∩ f−1{y}) siempre que k →∞. Y aplicando el Teorema de la
Convergencia Monótona llegamos a que∫

Rm

H0(A ∩ f−1{y})dHn = ĺım
k→∞

∫
Rm

gk dHn

= ĺım
k→∞

∞∑
i,j=1

Hn(f(F i
j ))

que es lo que se queŕıa.

4. Nótese que

Hn(f(F i
j )) = Hn(f |Ej

◦ T−1
j ◦ Tj(F

j
i )) ≤ tnLn(Tj(F

i
j ))

y

Ln(Tj(F
i
j )) = Hn(Tj ◦ (f |Ej

)−1
j ◦ f(F i

j )) ≤ tnHn(f(F i
j ))

Por el lema 5.3. Luego

t−2nHn(f(F i
j )) ≤ t−nLn(Tj(F

i
j ))
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= t−n|det Tj|Ln(F i
j )

≤
∫
F i
j

Jf dx

≤ tn|det Tj|Ln(F i
j )

= tnLn(Tj(F
i
j ))

≤ t2nHn(f(F i
j )),

Donde aplicamos repetidamente los lemas 5.1 y 5.3. Ahora sumando sobre i y j,

t−2n

∞∑
i,j=1

Hn(f(F i
j )) ≤

∫
A

Jf dx ≤ t2n
∞∑

i,j=1

Hn(f(F i
j )).

Ahora haciendo k →∞, y aplicando lo demostrado en 3.,

t−2n

∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn ≤
∫
A

Jf dx

≤ t2n
∫
Rm

H0(A ∩ f−1{y}) dHn.

Finalmente, hacemos t→ 1+, y llegamos a lo que queŕıamos.

5. Caso 2. A ⊂ {x | Jf(x) = 0}. Dado ε > 0. escribimos f = p ◦ g, donde

g : Rn → Rm × Rn, g(x) ≡ (f(x), εx) para x ∈ Rn,

y

p : Rm × Rn → Rm, p(y, z) = y para y ∈ Rm, z ∈ Rn.

6. Ahora veamos que existe una constante C tal que

0 < Jg(x) < Cε

Para x ∈ A.

Entonces, escribamos g = (f 1, ..., fm, εx1, ..., εxn); luego
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Dg(x) =

[
Df(x)
εI

]
(n+m)×n

Como Jf(x)2 equivale a la suma de los cuadrados de los
(n× n)− subdeterminantes de Df(x) de acuerdo con la fórmula de Binet-Cauchy
(ver 1.49), vemos que

Jg(x)2 = suma de los cuadrados de los (n×n)−subdeterminantes de Dg(x) ≥ ε2n > 0.

Más aún, como |Df | ≤ Lip(f) <∞, podemos emplear la fórmula de Binet-Cauchy
para calcular

Jg(x)2 = Jf(x)2+{suma de los cuadrados de los terminos que involucra al menos un ε} ≤ Cε2

Para cada x ∈ A.

7. Como p : Rm × Rn → Rm es una proyección, podemos calcular utilizando el caso 1
como lo hicimos anteriormente,

Hn(f(A)) ≤ Hn(g(A))

≤
∫
Rm+n

H0(A ∩ g−1{y, z}) dHn(y, z)

=

∫
A

Jg(x) dx

≤ εCLn(A).

Haciendo ε→ 0 concluimos que Hn(f(A)) = 0, y por tanto

∫
Rn

H0(A ∩ f−1{y}) dHn = 0,

Esto ya que el soporte de H0(A ∩ f−1{y}) está contenido en f(A). Pero entonces∫
Rn

H0(A ∩ f−1{y}) dHn = 0 =

∫
Rn

Jf dx.
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8. Para el caso general escribimos, A = A1 ∪ A2 con
A1 ⊂ {x | Jf(x) > 0}, A2 ⊂ {x | Jf(x) = 0}, y aplicamos los casos 1 y 2.

Teorema 5.5. Fórmula de cambio de variable ([1]).

Consideremos f : Rn → Rm Lipschitz, n ≤ m. Luego para cada función Ln−sumable
g : Rn → R,

∫
Rn

g(x)Jf(x) dx =

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

g(x)

 dHn(y).

Demostración.

1. Caso 1. g ≥ 0. De acuerdo con el teorema 1.14 podemos escribir

g =
∞∑
i=1

1

i
χAi

Para conjuntos {Ai}∞i=1 Ln−medibles apropiados. Luego el Teorema de la
Convergencia Monótona implica

∫
Rn

gJf dx =
∞∑
i=1

1

i

∫
Rn

χAi
Jf dx

=
∞∑
i=1

1

i

∫
Ai

Jf dx

=
∞∑
i=1

1

i

∫
Rm

H0(Ai ∩ f−1{y}) dHn(y)

=

∫
Rm

∞∑
i=1

1

i

∑
x∈f−1{y}

χAi
(x) dHn(y)

=

∫
Rm

∑
x∈f−1{y}

∞∑
i=1

1

i
χAi

(x) dHn(y)
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=

∫
Rm

 ∑
x∈f−1{y}

g(x)

 dHn(y).

2. Caso 2. g es cualquier función Ln−sumable. Escribimos g = g+ − g− y aplicamos
el Caso 1.

Ahora, de manera análoga demostraremos una serie de lemas que posteriormente utiliza-
remos para demostrar la fórmula de Coárea. Ahora consideraremos

n ≥ m

Lema 5.6. ([1]).

Consideremos L : Rn → Rm lineal, n ≥ m, y A ⊂ Rn Ln −medible. Luego

(i) La aplicación y → Hn−m(A ∩ L−1{y}) es Lm −medible, además

(ii)

∫
Rm

Hn−m(A ∩ L−1{y})dy = [L]Ln(A).

Demostración.

1. Caso 1. dim L(Rn) < m.
Luego A ∩ L−1{y} = ∅ y en consecuencia Hn−m(A ∩ L−1{y}) = 0 para Lm c.s.
y ∈ Rm. Además, si escribimos L = S ◦O∗ como en el teorema de Descomposición
Polar (1.46), tenemos que L(Rn) = S(Rm). Luego dim S(Rm) < m y por tanto
[L] = |det S| = 0.

2. Caso 2. L = P =proyección ortogonal de Rn sobre Rm.
Luego para cada y ∈ Rm, P−1{y} es un subespacio af́ın (n−m)−dimensional de
Rn. Por el Teorema de Fubini (Ver 1.27),

y → Hn−m(A ∩ P−1{y}) es Lm −medible

y ∫
Rm

Hn−m(A ∩ P−1{y}) dy = Ln(A). (∗)
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3. Caso 3. L : Rn → Rm, dim(L(Rn)) = m.
Usando el Teorema de Descomposición Polar (1.46), podemos escribir

L = S ◦O∗

donde

S : Rm → Rm es simétrica,

O : Rm → Rn es ortogonal,

[L] = |det S| > 0.

4. Ahora probaremos que O∗ = P ◦Q, donde P es la proyección ortogonal de Rn

sobre Rm y Q : Rn → Rn es ortogonal. Entonces,

Consideremos Q cualquier función ortogonal de Rn sobre Rn tal que

Q∗(x1, ..., xm, 0, ..., 0) = O(x1, ..., xm)

Para todo x ∈ Rm. Nótese que

P ∗(x1, ..., xm) = (x1, ..., xm, 0, ..., 0) ∈ Rn

Para todo x ∈ Rm. Luego O = Q∗ ◦ P ∗ y por tanto O∗ = P ◦O.

5. L−1{0} es un subespacio (n−m)−dimensional de Rn y L−1{y} es una traslación
de L−1{0} para cada y ∈ Rm. Luego por el Teorema de Fubini (1.27),
y → L−1{y} es Lm−medible, y podemos calcular

Ln(A) = Ln(Q(A))

=

∫
Rm

Hn−m(Q(A) ∩ P−1{y}) dy por (∗)

=

∫
Rm

Hn−m(A ∩Q−1 ◦ P−1{y}) dy.

Ahora hagamos z = Sy. Luego

|det S|Ln(A) =

∫
Rm

Hn−m(A ∩Q−1 ◦ P−1 ◦ S−1{z}) dz
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Pero L = S ◦O∗ = S ◦ P ◦Q, y por tanto

[L]Ln(A) =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ L−1{z}) dz.

De aqúı en adelante consideraremos f : Rn → Rm Lipschitz.

Lema 5.7. ([1]).

Consideremos A ⊂ Rn Ln −medible, n ≥ m. Luego

(i) f(A) es Lm −medible,

(ii) A ∩ f−1(y) es Hn−m −medible para Lm c.s. y,

(iii) La aplicación y → Hn−m(A ∩ L−1{y}) es Lm −medible,

(iv)
∫
RmHn−m(A ∩ f−1{y})dy ≤ (α(n−m)α(m))/α(n)(Lip(f))mLn(A).

Demostración.

1. El enunciado (i) se prueba exactamente igual al enunciado correspondiente en el lema
5.2.

2. Para cada j = 1, 2, ..., existe una colección de bolas cerradas {Bj
i }∞i=1 tales que

A ⊂
∞⋃
i=1

Bj
i , diam Bj

i ≤
1

j
,

y

∞∑
i=1

Ln(Bj
i ) ≤ Ln(A) +

1

j
.

Definamos

gji ≡ α(n−m)

(
diam Bj

i

2

)n−m

χf(Bj
i ) .

48



Por (i), gji es Lm−medible. Nótese también que para todo y ∈ Rm,

Hn−m
1/j (A ∩ f−1{y}) ≤

∞∑
i=1

gji (y).

Luego, usando el Lema de Fatou y la Desigualdad Isodiamétrica (Sección 3.1),
calculamos∫ ∗

Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy

=

∫ ∗
Rm

ĺım
j→∞
Hn−m

1/j (A ∩ f−1) dy

≤
∫
Rm

ĺım inf
j→∞

∞∑
i=1

gji dy

≤ ĺım inf
j→∞

∞∑
i=1

∫
gji dy

= ĺım inf
j→∞

∞∑
i=1

α(n−m)

(
diam Bj

i

2

)n−m

Lm(f(Bj
i ))

≤ ĺım inf
j→∞

∞∑
i=1

α(n−m)

(
diam Bj

i

2

)n−m

α(m)

(
diam f(Bj

i )

2

)m

≤ ĺım inf
j→∞

∞∑
i=1

α(n−m)

(
diam Bj

i

2

)n−m

α(m)Lip(f)m

(
diam Bj

i

2

)m

≤ α(n−m)α(m)

α(n)
(Lip(f))m ĺım inf

j→∞

∞∑
i=1

Ln(Bj
i )

≤ α(n−m)α(m)

α(n)
(Lip(f))m Ln(A).

Por tanto ∫ ∗
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy ≤ α(n−m)α(m)

α(n)
(Lip(f))m Ln(A). (∗)

Esto probará (iv) una vez hayamos establecido (iii).
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3. Caso 1: A es compacto.
Fijemos t ≥ 0, y para cada entero positivo i, consideremos Ui el conjunto de
todos los puntos y ∈ Rm para los cuales existe una colección finita de conjuntos
abiertos S1, ..., Sl tales que



A ∩ f−1{y} ⊂
⋃l
j=1 Si,

diam Sj ≤
1

i
(j = 1, 2, ..., l),

l∑
j=1

α(n−m)

(
diam Sj

2

)n−m
≤ t+

1

i
.

4. Probaremos que Ui es abierto.

Tomemos y ∈ Ui, luego A ∩ f−1{y} ⊂ ∪lj=1Sj. Luego como f es continua y A es
compacto,

A ∩ f−1{z} ⊂
l⋃

j=1

Sj

para todo z lo suficientemente cercano a y.

5. Ahora probaremos que

{y | Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t} =
∞⋂
i=1

Ui

y por lo tanto es un conjunto de Borel.

Procedamos, si Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t, luego para cada δ > 0,

Hn−m
δ (A ∩ f−1{y}) ≤ t.

Dado i, tomemos δ ∈ B(0, 1/i). Luego existen conjuntos {Sj}∞j=1 tales que

A ∩ f−1{y} ⊂
⋃∞
j=1 Si,

diam Sj ≤ δ <
1

i
∞∑
j=1

α(n−m)

(
diam Sj

2

)n−m
≤ t+

1

i
.
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Podemos considerar a los Sj conjuntos abiertos. Como A ∩ f−1{y} es compacto,
una subcolección finita {S1, ..., Sl} cubre a A∩ f−1{y}, y por tanto y ∈ Ui. Luego

{y | Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t} ⊂
∞⋂
i=1

Ui

por otro lado, si y ∈ ∩∞i=1Ui, luego para cada i,

Hn−m
1/i (A ∩ f−1{y}) ≤ t+

1

i

luego

Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t.

Por tanto

∞⋂
i=1

Ui ⊂ {y | Hn−m(A ∩ f−1{y}) ≤ t}.

6. Podemos concluir de 5. que para el conjunto compacto A la función

y → Hn−m(A ∩ f−1{y})

es Borel medible.

7. Caso 2: A es abierto.
Existen conjuntos compactos K1 ⊂ K2 ⊂ ... ⊂ A tales que

A =
∞⋃
i=1

Ki.

Luego, para cada y ∈ Rm,

Hn−m(A ∩ f−1{y}) = ĺım
i→∞
Hn−m(Ki ∩ f−1{y})

y por ende la función

y → Hn−m(A ∩ f−1{y})

es Borel medible.
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8. Caso 3. Ln(A) <∞.
Existen conjuntos abiertos V1 ⊃ V2 ⊃ ... ⊃ A tales que

ĺım
i→∞
Ln(Vi − A) = 0, Ln(V1) <∞.

Ahora

Hn−m(Vi ∩ f−1{y}) ≤ Hn−m(A ∩ f−1{y}) +Hn−m((Vi − A) ∩ f−1{y})

y luego por (∗)

ĺım sup
i→∞

∫ ∗
Rm

|Hn−m(Vi ∩ f−1{y})−Hn−m(A ∩ f−1{y})| dy

≤ ĺım sup
i→∞

∫ ∗
Rm

Hn−m((Vi − A) ∩ f−1{y}) dy

≤ ĺım sup
i→∞

α(n−m)α(m)

α(n)
(Lip f)mLn(Vi − A) = 0.

Luego

Hn−m(Vi ∩ f−1{y})→ Hn−m(A ∩ f−1{y})

Lm c.s., y de acuerdo con el Caso 2,

y → Hn−m(A ∩ f−1{y})

es Lm-medible. Además, vemos que Hn−m((Vi − A) ∩ f−1{y})→ 0 Lm c.s. y por
tanto A ∩ f−1{y} es Hn−m-medible para Lm c.s. y.

9. Caso 4. Ln(A) =∞.
Escribimos A como la unión de una sucesión creciente de conjuntos acotados
Ln-medibles y aplicamos el Caso 3 para probar

A ∩ f−1{y} es Hn−m-medible para Lm c.s. y,

y

y → Hn−m(A ∩ f−1{y})

Es Lm-medible.

Esto prueba (ii) y (iii), y (iv) se sigue de (∗).
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Lema 5.8. ([1]).

Tomemos t > 1, consideremos h : Rn → Rn Lipschitz, y definamos el conjunto

B = {x | Dh(x) existe, Jh(x) > 0}.

Existe una colección enumerable {Dk}∞k=1 de conjuntos de Borel en Rn tales que

(i) Ln(B −
⋃∞
k=1Dk) = 0;

(ii) h|Dk
es uno a uno para k = 1, 2, ... ; y

(iii) Para cada k = 1, 2..., existe un automorfismo simétrico Sk : Rn → Rn tal que

Lip(S−1
k ◦ (h|Dk

)) ≤ t, Lip((h|Dk
)−1 ◦ Sk) ≤ t

t−n|det Sk| ≤ Jh|Dk
≤ tn|det Sk|.

Demostración.

1. Aplicamos el lema 5.3 con h en lugar de f para encontrar conjuntos de Borel
{Ek}∞k=1 y un automorfismo simétrico Tk : Rn → Rn tal que

(a) B =
∞⋃
k=1

Ek,

(b) h|Ek
es uno-a-uno,

(c)

{
Lip((h|Ek

) ◦ T−1
k ) ≤ t, Lip(Tk ◦ (h|Ek

)−1) ≤ t

t−n|det Tk| ≤ Jh|Ek
≤ tn|det Tk| (k = 1, 2, ...).

De acuerdo con (c), (h|Ek
)−1 es Lipschitz y por tanto, por el teorema 1.43, existe

una función Lipschitz hk : Rn → Rn tal que hk = (h|Ek
)−1 sobre h(Ek).
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2. Ahora probaremos que Jhk > 0 Ln c.s. sobre h(Ek). Procedamos,

Como hk ◦ h(x) = x para x ∈ Ek, el corolario 1.45 implica

Dhk(h(x)) ◦Dh(x) = I Ln c.s. sobre Ek,

y por tanto

Jhk(h(x))Jh(x) = 1 Ln c.s. sobre Ek.

Esto implica que Jhk(h(x)) > 0 para Ln c.s. x ∈ Ek, y aplicando el hecho de que
h es Lipschitz, llegamos a lo que queŕıamos.

3. Ahora aplicando el lema 5.3 a hk, existen conjuntos de Borel {F k
j }∞j=1 y

automorfismos simétricos {Rk
j }∞j=1 tales que

(d) Ln
(
h(Ek)−

∞⋃
j=1

F k
j

)
= 0;

(e) hk|Fk
j

es uno-a-uno;

(f)

 Lip((hk|Fk
j
◦ (Rk

j )
−1)) ≤ t, Lip(Rk

j ◦ (hk|Fk
j
)−1) ≤ t

t−n|det Rk
j | ≤ Jhk|Fk

j
≤ tn|det Rk

j | (k = 1, 2, ...).

Definamos los siguientes conjuntos

Dk
j ≡ Ek ∩ h−1(F k

j ), Skj ≡ (Rk
j )
−1 (k = 1, 2, ...).

4. Ahora probaremos que Ln(B − ∪∞k,j=1D
k
j ) = 0.

En efecto, nótese que

hk

(
h(Ek)−

∞⋃
j=1

F k
j

)
= h−1

(
h(Ek)−

∞⋃
j=1

F k
j

)

= Ek −
∞⋃
j=1

Dk
j .

Luego como hk es Lipschitz, por (d) llegamos a que
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Ln
(
Ek −

∞⋃
j=1

Dk
j

)
= 0 (k = 1, 2, ...).

Y haciendo uso de (a) llegamos a lo que queŕıamos.

5. (b) implica que h|Dk
j

es uno-a-uno.

6. Finalmente probaremos que para cada k, j = 1, 2, ..., tenemos que

Lip((Skj )−1 ◦ (h|Dk
j
)) ≤ t, Lip((h|Dk

j
)−1 ◦ Skj ) ≤ t

t−n|det Skj | ≤ Jh|Dk
j
≤ tn|det Skj |.

Procedamos,

Lip((Skj )−1 ◦ (h|Dk
j
)) = Lip(Rk

j ◦ (h|Dk
j
))

≤ Lip(Rk
j ◦ (hk|Fk

j
)−1) ≤ t

por (f); de manera análoga,

Lip((h|Dk
j
)−1 ◦ Skj ) = Lip((h|Dk

j
)−1 ◦ (Rk

j )
−1)

≤ Lip((hk|Fk
j
) ◦ (Rk

j )
−1) ≤ t.

Más aún, podemos notar que,

Jhk(h(x))Jh(x) = 1 Ln c.s. sobre Dk
j .

Luego (f) implica

t−n|det Skj | = t−n|det Rk
j |−1 ≤ Jh|Dk

j
≤ tn|det Rk

j |−1 = tn|det Skj |.

Ahora śı, procederemos a demostrar la fórmula de Coárea.

Teorema 5.9. Fórmula de Coarea ([1]).
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Consideremos f : Rn → Rm Lipschitz, n ≥ m. Luego para cada conjunto Ln-medible
A ⊂ Rn, ∫

A

Jf dx =

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy.

Demostración.

1. En vista del Teorema de Rademacher (1.44), podemos asumir que Df(x), y por
ende Jf(x), existen para todo x ∈ A y que Ln(A) <∞.

2. Caso 1. A ⊂ {x | Jf(x) > 0}, para cada λ ∈ Λ(n, n−m), (ver 1.49) escribimos

f = q ◦ hλ,

donde

hλ : Rn → Rm × Rn−m, hλ(x) ≡ (f(x), Pλ(x)) (x ∈ Rn)

q : Rm × Rn−m → Rm, q(y, z) ≡ y (y ∈ Rm, z ∈ Rn−m),

y Pλ es la proyección definida en 1.49. Definamos

Aλ ≡ {x ∈ A | det Dhλ 6= 0}

= {x ∈ A | Pλ|[Df(x)]−1(0) es inyectiva}.

3. Fijemos t > 1 y apliquemos el lema 5.8 a h = hλ para obtener conjuntos de Borel
disyuntos {Dk}∞k=1 y automorfismos simétricos {Sk}∞k=1 que satisfacen las
afirmaciones (i)-(iii) en el lema 5.8. Definamos Gk ≡ A ∩Dk.

4. Ahora probaremos que t−n[q ◦ Sk] ≤ Jf |Gk
≤ tn[q ◦ Sk].

Procedamos, como f = q ◦ h, tenemos Ln c.s.

Df = q ◦Dh
= q ◦ Sk ◦ S−1

k ◦Dh
= q ◦ Sk ◦D(S−1

k ◦ h)

= q ◦ Sk ◦ C

Donde C ≡ D(S−1
k ◦ h).
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Por el lema 5.8,

t−1 ≤ Lip(S−1
k ◦ h) = Lip(C) ≤ t sobre Gk. (∗)

Ahora escribimos

Df = S ◦O∗

q ◦ Sk = T ◦ P ∗

Para S, T : Rm → Rm simétricas y O,P : Rm → Rn ortogonales.
Luego tenemos

S ◦O∗ = T ◦ P ∗ ◦ C. (∗∗)

Y en consecuencia

S = T ◦ P ∗ ◦ T ◦O.

Como Gk ⊂ A ⊂ {x | Jf(x) > 0}, det S 6= 0 y por tanto det T 6= 0.
Luego si v ∈ Rm,

|T−1 ◦ Sv| = |P ∗ ◦ C ◦Ov|

≤ |C ◦Ov|

≤ t|Ov| por (∗)

= t|v|.

Luego

(T−1 ◦ S)(B(0, 1)) ⊂ B(0, t),

Y por tanto

Jf = |det S| ≤ tn|det T | = tn[q ◦ Sk].

Similarmente, si v ∈ Rm, tenemos de (∗∗)

|S−1 ◦ Tv| = |O∗ ◦ C−1 ◦ Pv|
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≤ |C−1 ◦ Pv|

≤ t|Pv| por (∗)

≤ t|v|.

Luego

[q ◦ Sk] = |det T | ≤ tn|det S| = tnJf.

5. Ahora calculemos,

t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy

= t−3n+m

∫
Rm

Hn−m(h−1(h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

≤ t−2n

∫
Rm

Hn−m(S−1
k (h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

= t−2n

∫
Rm

Hn−m(S−1
k ◦ h(Gk) ∩ (q ◦ Sk)−1{y}) dy

= t−2n[q ◦ Sk]Ln(S−1
k ◦ h(Gk)) por lema 5.6

≤ t−2n[q ◦ Sk]Ln(Gk)

≤
∫
Gk

Jf dx

≤ tn[q ◦ Sk]Ln(Gk)

≤ t2n[q ◦ Sk]Ln(S−1
k ◦ h(Gk))

= t2n
∫
Rm

Hn−m(S−1
k ◦ h(Gk) ∩ (q ◦ Sk)−1{y}) dy

≤
∫
Rm

Hn−m(h−1(h(Gk) ∩ q−1{y})) dy

=

∫
Rm

Hn−m(Gk ∩ f−1{y}) dy.
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Como

Ln
(
A−

∞⋃
k=1

Gk

)
= 0,

Podemos sumar sobre k, usando el lema 5.7, y haciendo t→ 1+ para concluir∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy =

∫
A

Jf dx.

6. Caso 2. A ⊂ {x | Jf(x) = 0}.
Fijemos ε > 0 y definamos

g : Rn × Rm → Rm, g(x, y) ≡ f(x) + εy

p : Rn × Rm → Rm, p(x, y) ≡ y (x ∈ Rn, y ∈ Rm).

Luego

Dg = (Df, εI)m×(n+m),

Y

εm ≤ Jg = [Dg] = [Dg∗] ≤ Cε.

7. Obsérvese que

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy

=

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y − εw}) para todo w ∈ Rm.

=
1

α(m)

∫
B(0,1)

∫
Rm

Hn−1(A ∩ f−1{y − εw}) dy dw.

8. Consideremos y ∈ Rm, w ∈ Rm, y definamos B ≡ A×B(0, 1) ⊂ Rn+m.
Probaremos que

B ∩ g−1{y} ∩ p−1{w} =

{
∅ si w 6∈ B(0, 1)

(A ∩ f−1{y − εw})× {w} si w ∈ B(0, 1).
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En efecto, tenemos que (x, z) ∈ B ∩ g−1{y} ∩ p−1{w} si y solo si

x ∈ A, z ∈ B(0, 1), f(x) + εz = y, z = w;

Esto si y solo si

x ∈ A, z = w ∈ B(0, 1), f(x) = y − εw;

Y esto si y solo si

w ∈ B(0, 1), (x, z) ∈ (A ∩ f−1{y − εw})× w.

9. Ahora usamos lo probado en 2. para continuar el cálculo desde 7:

∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y}) dy

=
1

α(m)

∫
Rm

∫
Rm

Hn−m(B ∩ g−1{y} ∩ p−1{w}) dw dy

≤ α(n−m)

α(n)

∫
Rm

Hn(B ∩ g−1{y}) dy

=
α(n−m)

α(n)

∫
B

Jg dx dz

≤ α(n−m)α(m)

α(n)
Ln(A)sup

B
Jg

≤ CLn(A)ε.

Haciendo ε→ 0 obtenemos∫
Rm

Hn−m(A ∩ f−1{y} dy) = 0 =

∫
A

Jf dx.

10. En el caso general escribimos A = A1 ∪ A2 donde
A1 ⊂ {x | Jf(x) > 0}, A2 ⊂ {x | Jf(x) = 0}, y aplicamos los casos 1 y 2 anteriores.
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Teorema 5.10. Fórmula de cambio de variable ([1]).

Consideremos f : Rn → Rm Lipschitz, n ≥ m. Luego para cada función Ln−sumable
g : Rn → R, tal que

g|f−1{y} es Hn−m−sumable para Lm c.s. y

Tenemos que ∫
Rn

g(x)Jf(x) dx =

∫
Rm

[∫
f−1{y}

g dHn−m
]
dy.

Demostración.

1. Caso 1. g ≥ 0.
Escribamos g =

∑∞
i=1(1/i)χAi

para ciertos conjuntos Ln−medibles {Ai}∞i=1; esto es
posible por el teorema 1.9 de la sección 1.1. Luego el Teorema de la Convergencia
Monótona implica

∫
Rn

g Jf dx =
∞∑
i=1

1

i

∫
Ai

Jf dx

=
∞∑
i=1

1

i

∫
Rm

Hn−m(f−1{y} ∩ Ai) dy

=

∫
Rn

∞∑
i=1

1

i
Hn−m(f−1{y} ∩ Ai) dy

=

∫
Rm

[∫
f−1{y}

g dHn−m
]
dy.

2. Caso 2. g es cualquier función Ln−sumable. Escribamos g = g+ − g y usemos el
Caso 1.

61



5.2. Aplicaciones

Tomando la fórmula de cambio de variable cuando n ≥ m, y restringiéndonos a campos
escalares llegamos al siguiente teorema

Teorema 5.11. ([6]).

Consideremos f : Rn → R una función Lipschitz y asumamos que para c.s. r ∈ R el
conjunto de nivel

{x ∈ Rn | f(x) = r}

es una superficie suave, hipersuperficie (n− 1)−dimensional en Rn. Supongamos también
que g : Rn → R es continua y sumable. Luego∫

Rn

g|Df | dx =

∫ ∞
−∞

(∫
f=r

g dS

)
dr.

Demostración.

Este es una restricción del teorema 5.10, basta con hacer m = 1, y S (longitud de arco)
seŕıa Hn−1.

Más aún, si tomamos f(x) = |x− x0|, donde x0 es un punto fijo de Rn, tenemos el
siguiente teorema,

Teorema 5.12. Coordenadas polares ([6]).

(i) Consideremos g : Rn → R continua y sumable. Luego∫
Rn

g dx =

∫ ∞
0

(∫
∂B(x0,r)

g dS

)
dr

Para cada punto x0 ∈ Rn.
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(ii) En particular

d

dr

(∫
B(x0,r)

g dx

)
=

∫
∂B(x0,r)

g dS

Para cada r > 0.

Demostración. Este es un caso paricular del teorema 5.11, aqúı hacemos f(x) = |x− x0|, y
nuestros conjuntos de nivel son las circunferencias de centro x0 y radio r > 0, donde x0 y r
son elementos cualesquiera de Rn y R+ respectivamente.
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Conclusiones

La medida de Hausdorff Hs es una medida Borel regular sobre Rn cuya dimensión
s puede ser cualquier número real no negativo.

La medida de Hausdorff Hs, 0 ≤ s ≤ ∞, es una generalización de la medida de
Lebesgue Ln, n ∈ Z+. Estas son iguales siempre que s = n.

Dada una función Lipschitz f : Rn → Rm y un conjunto A ⊂ Rn, la medida
n−dimensional de (A, f(A)) puede ser calculada integrando el Jacobiano apropiado
de f sobre A.

Dada una función Lipschitz f : Rn → Rm, con m ≤ n la medida (n−m)−dimensional
de los conjuntos de nivel de f puede ser calculada utilizando el Jacobiano.
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