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Introduccion

La Medida de Hausdorff fue introducida en 1969 por Herbert Federer en [2], esta se
present6 como un ejemplo de la construccién de Caratheodory que proporcionaba medidas a
partir de métodos de estimacién arbitrarios sobre un conjunto dado. Eligiendo un conjunto
y un método de aproximacion apropiados se obtenian medidas con propiedades geométricas
bésicas importantes. En este trabajo también se introdujeron los conceptos de Jacobiano y de
manera seguida los conceptos de Area y Codrea los cuales permitirian medir las imagenes de
abiertos en R™ mediante funciones continuas, asi como sus conjuntos de nivel. A finales de
los 80 y principios de los 90 K. Falconer y F.Morgan proporcionaron buenas introducciones
a la Medida de Hausdorff en [4] y [5] respectivamente haciendo el tema més popular y
accesible. M4s tarde, en 1992 Lawrence C. Evans y Ronald F. Gariepy publicaron [1], aqui
se profundizé en la Medida de Hausdorff y se redefinieron algunos conceptos elementales de
la Teoria de la medida con el fin de trabajar siempre sobre espacios medibles, principalmente
en R". Finalmente en 1997 el mismo Lawrence C. Evans nos permitirfa apreciar en [6]
aplicaciones para la férmula de Coarea sobre campos escalares.

En el presente trabajo exploramos varias de las propiedades fundamentales y de mayor
relevancia de la Medida de Hausdorff haciendo un especial énfasis en la desidualdad iso-
diamétrica y en la posterior demostracion de la Medida de Lebesque como restriccion de
la Medida de Hausdorff, para esto ultimo nos basamos en gran manera en la demostracién
hecha en 1979 por R. Hardt en [3]. Luego veremos las propiedades de funciones Lipschitz
respecto a la medida de Hausdorff y ayudarnos de éstas para estudiar las formulas de Area
y Coarea, y ver algunas aplicaciones.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Medidas y funciones medibles

Aun cuando mas adelante se trabajara casi exclusivamente en R"™ | lo mejor es comenzar
de manera abstracta.

Consideremos X un conjunto, y 2% la coleccién de subconjuntos de X .

Definicién 1.1. Una funcién p : 2¥ — [0,00] es considerada una medida sobre X si,

(i) p@) =0, y
(i) p(A) <372, u(Ay) siempre que A C U2, Ag.

Observacién 1.2. La mayoria de los textos llaman a dicha funcién g una medida exterior,
reservando el nombre de medida para p restringida a la coleccion de subconjuntos de
X p-medibles (este concepto se ve acontinuacién).

Definicién 1.3. Un conjunto A C X se dice u-medible si para cada conjunto B C X,

n(B) =p(BNA)+ pu(B— A).

Definicién 1.4. Un conjunto A C X se dice o-finito con respecto a p si podemos escribir
A =JZ, By, donde By, es u—medible y p(By) < oo para k = 1,2, ...



Definicién 1.5. Una coleccién de subconjuntos A C 2% se dice una o—dlgebra siempre
que

(i) 0,X € A.
(ii)) A€ A implica que X — A € A.

(ili) Ar € A (k=1,2,...) implica que U A, € A.

Definicién 1.6.
La o—algebra generada por la familia de abiertos de R™ es conocida como o—dlgebra de
Borel. Sus elementos son llamados Borelianos.

Definicién 1.7.

(i) Una medida pu sobre X es reqular si para cada conjunto A C X existe un
conjunto B p-medible tal que A C B y p(A) = u(B).

(ii) Una medida p sobre R™ se dice de Borel si cada Boreliano es p-medible.

(iii) Una medida p sobre R™ se dice Borel reqular si p es de Borel y para cada
A CR" existe un Boreliano B tal que A C By u(A) = u(B).

(iv) Una medida pu sobre R™ se dice de Radon si p es Borel regular y p(K) < oo para
cada conjunto compacto K C R".

Teorema 1.8. Criterio de Caratheodory. Sea u una medida sobre R™. Si u(AUB) =
p(A)+u(B) para A, B € R" cualesquiera con dist(A, B) > 0, entonces p es una medida
de Borel.

Demostracion. Ver [1] pag. 9.
[

Teorema 1.9. Aproximacion por conjuntos abiertos y compactos. Consideremos
una medida de Radon sobre R™. Luego

(i) Para cada conjunto A C R",

p(A) = mf{uwU) | AC U, U abierto},



(ii) Para cada conjunto p—medible A C R™,

pu(A) =sup{u(K) | K C A, K compacto}.

Demostracion. Ver [1] pag. 8.

Ahora extendemos el concepto de medida de conjuntos a funciones. Consideremos X un
conjunto, Y un espacio topolégico, y p una medida sobre X.

Definicién 1.10. Una funcién f: X — R se dice pu—medible si para cada nimero real «
el conjunto

{re X[ f(x)>a}

es medible.
El siguiente lema muestra que podemos modificar el conjunto de la definicién anterior.

Lema 1.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para una funcion f: X — R :

(i) Para cada o € R, el conjunto A, = {x € X | f(z) > a} es medible.
(ii) Para cada o € R, el conjunto B, = {x € X | f(x) < a} es medible.
(i1i) Para cada o € R, el conjunto C,, = {x € X | f(z) > a} es medible.

(iv) Para cada o € R, el conjunto D, = {z € X | f(x) < a} es medible.

Demostracion. Como A, y B, son complementos el uno del otro, el enunciado (i) es
equivalente al enunciado (i7). Andlogamente, los enunciados (7iz) y (iv) son equivalentes. Si
(1) se cumple, luego A, 1 es medible para cada n, y como

- s

w



se sigue que C, es medible. Por tanto (i) implica (i7i). Y como
= U C
n=1
se sigue que (4i7) implica (7).

Teorema 1.12. Consideremos una funcion f: X — R, entonces f es medible si y solo si
para cada conjunto abierto U contenido en R tenemos que f~(U) es medible.

Demostracion. ver [7] pag. 14

Definicién 1.13. Una funcion f : X — R se dice o-finita con respecto a p si f es
p-medible y {z | f(x) # 0} es o-finito con respecto a p.

Teorema 1.14. Consideremos f: X — [0, 00] p—medible. Luego existen conjuntos
u—medibles {Ar}2, en X tales que

=1
f=2

Demostracion.

Definamos de manera inductiva los siguientes conjuntos
={zeX | flx) =1}

o= {oex 7@z 5 r )

1 1
A3={$€X|f() 3+2XA2+XA1}



luego

Si f(z) = oo, luego = € Ay, para todo k, y se cumple el teorema. Por otro lado, si
0 < f(z) < oo, entonces para una infinidad de ntimeros n, tenemos que x & A,. Luego
para todos estos niimeros n tenemos que

n—1

0< f(z) —

Xa, <

| =
S|

b
Il
—

y haciendo n — oo llegamos a lo que queriamos.

1.2. Integrales

Ahora extenderemos los conceptos del calculo a la teoria de la medida. En esta seccion
presentaremos la teoria de la integracion; la teoria de la diferenciacion es algo mas compleja
y la dejaremos para més adelante en la seccién 1.5.

Notacion 1.15.

f+:méx(f,0), f_:méx(—f,O), f:f+_f_'

Consideremos p una medida sobre el conjunto X.

Definicién 1.16. Una funcién g : X — [—o0,00] es llamada una funcion simple si el
conjunto g(X) es enumerable.



Observacion 1.17. Consideremos g : X — [—00, 00| una funcidn simple y {a, ...,a,} los
valores que toma g, entonces g es medible si y solo si los conjuntos g~*(a;) son medibles
para todo i =1,...,n.

Definicién 1.18. Si g es una funcién no negativa, simple y p—medible, entonces definimos

/g dp= > yulg™{y})

0<y<oo

Definicién 1.19. Si g es una funcién simple, y—medible y tenemos que [ g% du < co o
J 97 dp < oo, decimos que g es una funcidn simple p—integrable y

/gduz/fdu—/g‘du

Observacion 1.20. Nuestro uso del término “integrable”difiere de la mayoria de los textos.
Para nosotros, una funcion es “integrable”siempre que esta tenga una integral, inclusive si
la integral es 400 0 —o0.

Notacién 1.21. Diremos que una proposicicion se cumple p-cast siempre sobre X si existe
un subconjunto N C X con p(N) = 0 tal que la proposicicién se cumple para el
complemento de N.

Definicién 1.22. Consideremos f : X — [—00, 00]. Definimos la integral superior
/ f dp = inf {/g du | g simple p — integrable con g > f u c.s.}

Y la integral inferior

/f dp = sup {/g du | g simple p — integrable con g < f c.s.}

Definicién 1.23. Una funcién p—medible f : X — [—o00,00] es llamada u-integrable si
[* fdu= [ f du, en cuyo caso escribimos

/fduz/*fduz/*fdu-
6



Definicién 1.24.

(i) Una funcién f: X — [—o0, o0] se dice p—sumable si f es p—integrable y

/If! dp < oo.

(ii) Decimos que una funcién f : R" — [—o0,00] es localmente p—sumable si f|x es
p—sumable para cada conjunto compacto K C R"™.

Definicién 1.25. Decimos que v es una medida asignada sobre R™ si existe una medida de
Radon p sobre R" y una funcién localmente p—sumable f : R" — [—o00, 00| tal que

V(K)Z/deu

Para todos los conjuntos compactos K C R".

El siguiente teorema es bastante conocido y nos serda de gran utilidad en mas de una
demostracion

Teorema 1.26. Lema de Fatou.

Consideremos fr, : X — [0, 00| p—medible (k =1,...). Luego

/h’m inf fi dp <lim inf/fk dp.
k—o0 k—o0

1.3. Medida producto, Teorema de Fubini, Medida de
Lebesgue

Ahora definiremos el concepto de medida sobre el producto cruz de dos conjuntos, y
definiremos la medida de Lebesgue.

Definicién 1.27. Consideremos g una medida sobre X y v una medida sobre Y.
Definimos la medida p x v : 2X*Y — [0, 00] para cada conjunto S C X x Y como

(1 x v)(S) = inf {Zu(&)v(&)} :

7



Donde el infimo es tomado sobre todas las colecciones de conjuntos p — medibles A; C X
y v —medibles B; CY (i =1,...) tales que

=1

La medida p x v es llamada la medida producto de p y v.

Teorema 1.28. Teorema de Fubini.
Sean p una medida sobre X y v una medida sobre Y.

(i) Luego px v esuna medida reqular sobre X XY, incluso si p y v no son
requlares.

(i) Si AC X es p—medible y BCY es v— medible, entonces A X B es
(u x v) —medible y (uxv)(Ax B)=pu(Av(B).

(1it) Si.S C X XY eso—finito con respecto a pp x v luego S, ={x |(z,y) € S} es
pu—medible para v c.s. y, Sy ={y | (x,y) € S} esv— medible para p c.s.
x, p(Sy) es v —integrable y v(S,) es p— integrable. Mds ain

(1 x 0)(8) = /Y u(S,)do(y) = /X o(S,)du(z).

(iv) Si f es (uxwv)—integrable y f es o— finita respecto a px v , luego la
aplicacion

Yy — / f(z,y)du(x) es v — integrable,
X

la aplicacion

r— / f(z,y)dv(y) es p — integrable,
Y



Demostracion. Ver [1] pag. 23.

Definicién 1.29. La medida Uno-dimensional de Lebesque L sobre R esta definida por

L(A) = inf {dem CilAc| G, Gic R}

i=1 i=1

Para todo A C R.

Definicién 1.30. Inductivamente definimos la medida n-dimensional de Lebesque L™ sobre
R™ por

LM=L""1"XL=Lx..xL(n—veces)
Equivalentemente £" = £" % x £¥ para cada k € {1,...,n — 1}

1.4. Teorema de Cobertura de Vitali

En esta seccién presentamos el teorema de cobertura de Vitali, el cual es muy 1til para
estudiar L™ sobre R™.

Notacién 1.31. Si B es una bola cerrada en R", escribimos B para denotar la bola
concéntrica con b veces el radio de B.

Definicién 1.32.

(i) Una coleccién F de bolas cerradas en R™ se dice una cobertura de un conjunto A C R"
si



(ii) F se dice una cobertura fina de A si, ademsés,

inf{diam B |z € B,Be€ F} =0

para cada x € A.

Teorema 1.33. Teorema de Cobertura de Vitali ([1]). Consideremos F cualquier
coleccion no degenerada (radio mayor que cero) de bolas cerradas en R™ con

sup{diam B | B € F} < oc.
Luego existe una familia enumerable G de bolas disyuntas en F tal que

UBc B

BeF Beg

Demostracion. Ver [1] pag. 27.

Corolario 1.34. Consideremos F una cobertura fina de A dada por bolas cerradas y

sup{diam B | B € F} < occ.

Luego existe una familia enumerable G de bolas disyuntas en F tales que para cada
conjunto finito {By, ..., By} C F, tenemos que

A—OBkc U B

k=1 BeG—{Bx,....Bm}

10



1.5. Diferenciacion de medidas de Radon

Ahora si trataremos la diferenciacion, pero a diferencia de la integral aca nos restringiremos
a las medidas de Radon.

Consideremos ¢y v medidas de Radon sobre R™.

Definicién 1.35. Para cada punto x € R", definimos,

D,o(x) = lim sup,._, Z((g((i:i))’ st w(B(x,r)) > 0, para todo r > 0;

g +00, st existe r > 0 tal que p(B(z,r)) =0
D .v(z) = liminf, o %, st u(B(z,r)) > 0, para todo r > 0;
- | oo, si existe r > 0 tal que p(B(z,r)) =0

Definicién 1.36. Si D,v(z) = D,v(z) < oo, decimos que v es diferenciable con
respecto a p en x y escribimos

D,v(z) = Dyo(x) = D,v(x).
D,v esla derivada de v con respecto a p. También llamamos a D,v la densidad de v

con respecto a u.

Teorema 1.37. Sean p y v medidas de Radon sobre R". Luego D,v existe y es finita
pc.s. Mas atn, D,v es u — medible.

Demostracion. Ver [1] pag. 38.
[

Ahora presentaremos la relacion entre derivada e integral mediante un teorema, pero para
ello necesitaremos primero de la siguiente definicién,

Definicién 1.38. La medida v se dice absolutamente continua respecto a u, escrito
v W,
Siempre que u(A) =0 implica que v(A) =0 para todo A C R™.

11



Teorema 1.39. Teorema de diferenciacion de medidas de Radon.

Sean p y v medidas de Radon sobre R™, con v < u. Luego
v(A) = / D,v dp
A

Para todos los conjuntos . — medibles A C R".

Demostracion. Ver [1] pag. 40.

1.6. Funciones Lipschitz, Teorema de Rademacher

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades de las funciones Lipschitz que nos seran
de gran utilidad, ademas veremos el teorema de Rademacher que afirma que una funcion
Lipschitz es diferenciable L™ c.s.

Definicién 1.40. Una funcién f : R™ — R™ se dice diferenciable en un punto x € R" si
existe una funcion lineal

L:R"—R™
tal que
i S W) = f@) Lz —y)| _,
ye |z =yl

Notacién 1.41. Si tal funcion lineal L existe, es Unica, y escribimos
Df(x)

en lugar de L. Llamamos a D f(x) la derivada de f en z.

Definicién 1.42.

12



(i) Consideremos A C R™. Una funcién f: A — R™ se dice Lipschitz siempre que

[f(z) = f(y)] < Clo =y ()

Para alguna constante C' y cualesquiera x,y € A. La constante C' més pequena para
la que (%) se cumple es denotada

[f(x) - f(y)

Lip(f)Esup{ P— ‘|x,y€A,a:7éy}.

(ii) Una funcién f: A — R™ se dice localmente Lipschitz si para cada compacto
K C A, existe una constante Cj tal que

|f(z) — f(y)] < Cilz — 9]

Para cualesquiera z,y € K.

Teorema 1.43. Extension de funciones Lipschitz.

Tomemos A C R", y consideremos f: A — R™ Lipschitz. Existe una funcion Lipschitz
f:R*" = R™ tal que

(i) f=f sobre A.

(i) Lip(f) < /mLip(f).

Demostracion. Ver [1] pag. 80.

Teorema 1.44. Teorema de Rademacher

Consideremos [ : R™ — R™ wuna funcion localmente Lipschitz. Luego [ es diferenciable
L™ c.s.

Demostracion. Ver [1] pag. 81.
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Corolario 1.45.

(i) Consideremos f : R™ — R™ localmente Lipschitz, y

Z={xeR"| f(z)=0}.
Luego Df(z) =0 para L™ c.s. x € Z.

(ii) Consideremos f,g: R"™ — R"™ localmente Lipschitz, y

Y ={z e R" | g(f(x)) = ).

Luego

Dg(f(x))Df(x) =1 para L"cs. xeY.

Demostracion. Ver [1] pag. 91.

1.7. Funciones lineales y Jacobianos

Definicién 1.46.

(i) Una funcién lineal O : R™ — R™ se dice ortogonal si (Ox) - (Oy) = x -y para
cualesquiera x,y € R".

(ii) Una funcién lineal S : R™ — R™ se dice simétrica si = - S(y) = S(x) -y para
cualesquiera x,y € R".

(iii) Una funcién lineal D : R" — R™ se dice diagonal si existen dy,...,d, € R tales que
D(z) = (dyzy,...,d,x,) para todo z € R™.

(iv) Consideremos A : R®™ — R™ lineal. La adjunta de A es la funcién lineal
A* :R™ — R™ definida por z - (A*y) = (Az) -y para cualesquiera z € R" | y € R™.

Teorema 1.47. Descomposiciéon polar.

Consideremos L : R™ — R™ wuna funcion lineal.
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(i) Sin <m, existen una funcién simétrica S : R" — R™ y una funcion ortogonal
O:R" = R™ tales que

L=00o065.

(1) Sin >m, existen una funcion simétrica S : R™ — R™ y una funcién ortogonal
O:R™ — R"™ tales que

L=S00".

Demostracion. Ver [1] pag. 87.

Definicion 1.48. Consideremos L : R™ — R™ lineal.

(i) Sin < m, escribimos L =0 oS como mencionamos, y definimos el Jacobiano de
L como

[L] = |det S].

(ii) Sin > m, escribimos L =S oO* como mencionamos, y definimos el Jacobiano de
L como

L] = |det S|.

Definicién 1.49.
(i) Sin <m, definimos

A(m,n) ={X:{1,...,n} = {1,....m} | X es creciente}.

(ii) Para cada A € A(m,n), definimos Py : R™ — R"™ por

P(x1, ..., 0) = (Ta@1)s - TA@m))-

Teorema 1.50. Formula Binet-Cauchy
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Consideremosn <m y L:R" — R™ lineal. Luego

(L= ) (det (PyoL))

AEA(m,n)

Demostracion. Ver [1] pag. 89.

Observacién 1.51. Luego para calcular [L]?, calculamos las sumas de los cuadrados de
los determinantes de cada (n X n) — submatriz de la (m X n) — matriz representacion de
L (con respecto a las bases usuales de R™ y R™).

Ahora consideremos f : R” — R™ Lipschitz. Por el Teorema de Rademacher, f es

diferenciable L™ c.s., luego Df(x) existe y puede ser considerada como una funcién lineal
de R™ en R™ para L" c.s. z € R".

Notacién 1.52. Para f : R" - R™, f = (f1,..., fm), escribimos la matriz gradiente

oft oft

95, " .
Df=1| : :

afm o™

oxy 7 O0xn dsn

Definicién 1.53. El Jacobiano de f se define

Jf(x) = [Df(x)].
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Capitulo 2
Medida de Hausdorft

2.1. Conceptos

Aqui introduciremos ciertas medidas “de menor dimension” sobre R™, con estas
mediremos ciertos conjuntos “muy pequenos” de R™. Estas son las medidas de Hausdorff
‘H?, definidas en términos de los diametros de coberturas “eficientes”. La idea es que A es
un “subconjunto s—dimensional”’de R™ si 0 < H5(A) < oo.

Definicién 2.1.

(i) Consideremos A CR" ,0 < s < 00, 0 < < oo. Definimos

H3(A) = inf {Za(s) (%) iAc e diam ¢; < 5} ,
j=1

j=1

Donde

Aqui T'(s) = [[Ze ™" dz, (0 <s < 00),es la funcién gamma usual.

(ii)) Paralos A y s anteriormente definidos, definimos

H*(A) = im H5(A) = sup H3(A).

Llamamos a H*® la Medida de Hausdorff s-dimensional sobre R".
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Observacion 2.2. Ndétese que
L"(B(z,r)) = a(n)r"
Para toda bola B(x,r) C R™.

Ahora definiremos la dimensién de un conjunto respecto a la medida de Hausdorff.

Definicién 2.3. La dimension de Hausdorff de un conjunto A C R"™ estd esta definida asi

Haim(A) = nf{0 < s < oo | H'(A) =0}

2.2. Resultados

Veamos que efectivamente la medida de Hausdorff es una medida, mas ain veamos que es
una medida Borel regular.

Teorema 2.4. ([1]).
H* es una medida Borel reqular (0 < s < 00).

Demostracion.

1. Veamos que Hj es una medida,

Primero veamos que Hi()) = 0. Tomemos 0 < e < § , y tomemos la bola

o (0:(5)") . e
H3(0) < He (B (0 ; (a(:))l/s>> = a(s) [(a(es))1/1

Es decir, Hi(0) < ¢, luego H (D) = 0.

Ahora tomemos {Ax}2, C R y consideremos Ay, C U2, CF, con diam C} < 4;

luego {CF}7°_, es una cobertura para U2, A;. Luego,



Sacando infimo del lado derecho,
H (U Ak) < Z/Hg(Ak)
k=1 k=1

. Ahora veamos que H® es una medida. En efecto,

H*(0) = sup Hz(0) = sup{0} =0

>0
Ahora, sea {A;}72, C R™. Luego,

. Veamos que H° es una medida de Borel.

Tomemos A, B CR" con dist(A, B) > 0. Tomemos 0 < 0 < 1/4dist(A, B).
Consideremos AU B C Up2,C}, con diam Cj, < 6. Definamos

AE{O] ‘ C]ﬂA#@}, y BE{C] ‘ CJHB#@} Luego ACUCjE.ACj y
B C cheB C;, ademds, C;NC; =0 si C;€ Ay C; € B. Luego

CjE.A c;eB

Sacando infimo del lado izquierdo tenemos que, Hj(AU B) > H3(A) + Hi(B).
Haciendo § — 0, obtenemos H*(AU B) > H®(A) + H(B). En consecuencia,

H (AU B) =H*(A) + H*(B)

Para todo A, B € R" con dist(A, B) > 0. Luego por el Criterio de Caratheodory
(teorema 1.8), tenemos que H® es una medida de Borel.

19



4. Veamos que H?® es Borel regular.

Nétese que diam C = diam C para todo C; luego,

Hi(A) = {Z a(s) <d7’%cﬂ> | AC U Cj, diam C; <6, C} cerrado}

j=1

Tomemos A C R™ de modo que H*(A) < oo; luego Hi(A) < oo para todo 6 > 0.
Ahora para cada natural k£ > 1 tomemos una coleccién de conjuntos cerrados

{CFY52, tal que diam Cf < 1/k, ACUZ, C}, y
> diam C’“
ZO‘ s)| —— | <HiuA)+

Ahora definamos Ay = U2, Cf, B =M Ay; B es de Borel. También A C Ay, y
A C B. Mas aun,

J=1

> diam C*
L4(B) <Y a(s) (T) < Hiu(4) +

Haciendo k — oo, llegamos a que H?*(B) < H*(A). Pero A C B. Por lo tanto
H*(A) = H*(B).

]

Acontinuacion demostraremos algunas de las propiedades mas elementales de la medida
de Hausdorff.

Teorema 2.5. Propiedades elementales de la medida de Hausdorff ([1]).
(i) H° es la medida contadora.
(ii) H' = L' sobre R'.
(11i) H* = 0 sobre R™ para todo s > n.
(iv) H*(AA) = N¥*H*(A) para todo X >0, A C R™.
(v) H(T(A)) =H*(A) para toda isometria T : R™ — R", A C R™.
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Demostracion.

1 o - diam C;\°
1. Obsérvese que, a(0) = 0] = (/ e_xdx) =1, ademds (Tj) = 1 para
0

todo conjunto no degenerado Cj, luego H({a}) = 1 para todo 6 > 0 y por tanto
H°({a}) =1 para todo a € R". Luego para un conjunto A = {ay,as, ...,a,}
tomando ¢ > 0 lo suficientemente pequeno tenemos que

HI(A) = inf{i 1} =n

y haciendo 6 — 0 llegamos a que H"(A) = n. Asi queda demostrado (7).

2. Consideremos A € R y d > 0. Tenemos que,

sy YT VT F
r'i3/2) TGE+1) 7

Es decir, a(1) =2 . Ahora tenemos que,

LY(A) = inf {Zdiam C;|Ae Uq}

k=1 j=1

< inf{Zdiam C;|Ae UCj,diam C; < 5}

k=1 j=1

Por otro lado, definamos [, = [kd, (k + 1)d], k € Z. Luego diam (C; N 1) <9 v,

Z diam (C; N I;) < diam C;.

k=—o0

Por tanto

21



{z;diam C;|Ae ]Oloj}
i

>f> > diam (Cjﬂlk)|AEUCj}
=1 k=—00 j=1
> H;(A).

Entonces L£! = H} para todo 6 >0, y por tanto L' =H' sobre R.

. Tomemos un entero m > 1. El cubo unitario ) en R"™ puede ser descompuesto en
m" cubos con longitud de lado 1/m y didmetro n'/?2/m. Luego,

m"™

Vipm(Q) <Y als) (0! fm)* = als)n®Pmm,

i=1

Donde el ultimo término tiende a cero cuando m — oo, si s > n. Luego

H*(Q) =0, por tanto H* =0.

. Tomemos un conjunto cualquiera A C R™ y A > 0. Luego para todo § > 0 tenemos

)\87_[6 M\ {nf {Z (d@%@) ’ AC U Cj7 diam Cj < 5}
j=1

Jj=1

_ l’nf{za(s) <M> | Ac |Gy, diam C; < 5}
: et

Jj=1

= {nf {Za (M) | A C UC'j, diam C; < 6}

J=1

— inf {ZO‘ <M) | M c [ Ay, diam AC; < /\5}
j=1

Es decir, H3;(AA) = M*H;(A). Luego, haciendo 6 — 0 tenemos que

HI(AA) = XHE(A).
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5. Tomemos A € R" y 6 > 0 cualesquiera. Entonces

Hi(A) = mf{ a(s) (dl%c]) | Ac ¢, diam C; ga}
7=1

j=1

= inf {ia(s) (M) | A C UC-, diam Cj < 5}

— inf {Za <dmm—T(C)) UT , diam T(C}) < 5}

Luego haciendo 6 — 0 llegamos a lo que queriamos.

Lema 2.6. ([1]).
Consideremos A CR" y H3(A) =0 para algin 0 <0 < oco. Luego H*(A) = 0.

Demostracion. Consideremos s > 0. Dado e > 0 existe una sucesién de conjuntos
{Cj}32, con diam Cj < § tal que A C U2, 0y, y

ia (dmmC’ ) <e

En particular para cada j,

1/s
diam C; < 2 ( ) = J(e).

a(s)

Luego

H5o(A) <e

Y como §(e) — 0 siempre que € — 0, llegamos a que
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Lema 2.7. ([1]).

Consideremos A CR" y 0<s<t< 0.
(i) Si H*(A) < oo, luego H'(A) = 0.
(i) Si H'(A) >0, luego H*(A) = .

Demostracién. Consideremos H*(A) < oo y § > 0. Luego existen conjuntos {C;}32,

tales que diam C; <0, A CU2,Cy, y

S a(s) (dmm G ) < HIA) +1 < HH(A) + 1
7=1

(d”m %)

(s (dzam Cj>s+(t_s)
2

Ahora

45300

@284 i afs) (M)S (diam Cj)'~

- a(s) = 2

< %2”5”(7#@4) +1).

Luego haciendo 6 — 0 concluimos que H!(A) = 0, esto prueba el enunciado (i). El
enunciado (ii) se sigue de (i).
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Capitulo 3

Desigualdad Isodiamétrica; H" = L"

Nuestra meta en este capitulo es probar que H" = L" sobre R"™. Esto no es trivial: L£"
esta definida como el producto de n pliegues de la medida Uno-dimensional de Lebesque
L', de donde L"(A) =inf{d> 7, L"(Q:) | Q; cubos, A C U2,Q;}. Por otro lado,

H"(A) es calculado en términos de coverturas arbitrarias de didmetro pequeno.

3.1. Resultados

Lema 3.1. ([1]).

Consideremos f : R"™ — [0, 00] L™ — medible. Luego la region bajo el grdfico de f,

A={(z,y) |z €R", yeR, 0<y< f(z)},

es LM — medible.

Demostracion. Definamos B={z € R" | f(z) =00} v C={z € R" |0 < f(x) < o0}.
En adicién definamos

] 41 )
Cjk5{$60|%§f(x)<37} (j=0,..;k=1,..)

Luego C' C |J;Z, Cjx. Finalmente definimos

D= ((ij x [0, %D U (B x [0, ),

j=0
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[e.o]

ey (cjk y [0‘%}) U (B x [0, 00])

j=0

luego Dy y Ei son L' —medibles y D, CAC Ey. Escribamos D= U Dy, y
E = Ey. Luego también DC ACEFE, con D y E ambos L' — medibles. Ahora

LY ((E—-D)NB(0,R)) < L' ((E, — D) N B(0,R)) < %L‘"(B(O, R))

Y el dltimo término se hace cero siempre que k — co. Asi L""((F — D)N B(0,R)) =0,
y se sigue que L""(E — D) = 0. Por lo tanto L""'(A— D) =0, y en consecuencia A es
L — medible.

[

Notacién 3.2. Tomemos a,b € R" con |a| = 1. Definimos
Ly ={b+ta |t € R} la recta que pasa por b en direccion de a,

P,={z €R" | x-a=0}, elplano que pasa por el origen perpendicular a a.

Definicién 3.3. Tomemos a € R" con |a| =1, y consideremos A C R". Definimos la
Simetrizacion de Steiner de A con respecto al plano P, como el conjunto

1
S.(A) = U {b+ta | 2] < 5’Hl(Ang)}.
bePa, ANLI#D
Lema 3.4. Propiedades de la simetrizacién de Steiner ([1]).
(i) diam S,(A) < diam (A).

(i) Si A es L™ — medible, luego también lo es S,(A); y L"(S.(A)) = L"(A).

Demostracion.
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1. Tenemos que (i) es trivial para diam A = co. Por lo tanto consideremos
diam A < oo. También podemos considerar A cerrado. Fijemos € > 0 y tomemos
z,y € Su(A) tales que
diam S,(A) < |z —y| + €.

Escribamos b=2 — (z-a)a y c=y— (y-a)a; luego b,c € P,. Definamos
r = inf{t| b+ ta € A},
s = sup{t| b+ta € A},
u = inf{t| c+ta € A},
v =sup{t| c+ta € A}
Sin pérdida de generalidad consideraremos v —r > s — u. Luego

1

—_

v—rzi(v—r)—l—i(s—u)
1 1
:§(s—r)+§(v—u)

—_

1
> —HYANLY) + §H1(A N LY.

\)

Ahora, |z -a| <1/2 HY(ANLY), |y-a| <1/2 HY(ANLY), y en consecuencia

v—r>lz-al+|y-al >|z-al—|y-al
Por tanto
(diam S,(A) —€)? < |z — y|?

b+ (- @)a—c— (y- a)af
=|(b—c)+ ((z-a)a— (y-a)a)|?
=b—c+|r-a—y-al?
<b—cf+(v—r)
=|(b+ra) — (c+va)|?
< (diam A)?

Esto ultimo ya que A es cerrado y por ende b+ ra, ¢+ wva € A. Luego
diam S,(A) — e < diam A. Asi podemos concluir (i).
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2. Como L" es invariante por rotacién podemos considerar a = e, = (0,...,0,1).
Luego P, =P, =R""! Como L'=H' sobre R', el inciso (iii) del Teorema de
Fubini (1.28) tenemos que la funcién f: R"' — R! definida por
fb) =HY(ANLY) es L' —integrable y L"(A) = [g. . f(b)db. Luego podemos
representar S,(A) de la siguiente manera

sy ={ (e 1 =5 <y < I

}—{(b,O)]LgﬂA—Q)}

que es L" — medible por el lema 3.1, y

L"(Sa(A)) = f(b) db= L"(A).

Rn—1

Teorema 3.5. Desigualdad Isodiametrica ([1,3]).

Para todos los conjuntos A C R,

Demostracion. Si diam A = 0o esto es trivial; luego consideremos diam A < co. Sea
{e1,...,e,} la base estandar para R"™. Definamos

Ay = 5,,(A4), Ay =S, (A1), ... An = Se,,(An—1). Denotemos A* = A,.

1. Primeros probaremos que A* es simétrico con respecto al origen.

Por definicién A; es simétrico respecto a P,,. Tomemos 1 <k < n y supongamos
que A es simétrico respecto a P, ..., P, . Por definicién Ay = S, (Ax) es
simétrico respecto a I, .. Tomemos 1< j <k y consideremos S;:R" — R" la

reflexién respecto a P,;. Tomemos b € P, ,. Como S;(A;) = A,

H (AN L) = HU (A N LG )

En consecuencia

{t | b+ tepi1 € Ak—i—l} = {t ’ Sj(b) + tept1 € Ak+1}.

Luego S;j(Ajt+1) = Ak+1; Esto es, Ajipq es simétrico respecto a P.;. Luego
A* = A, es simétrico respecto a P,,,..., P, y por tanto es simétrico respecto a el
origen.
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diam A*\"
2. Ahora probaremos que L"(A*) < a(n) (%) :

Tomemos x € A*. Luego —x € A* por lo que mostramos en 1., luego
diam A* > 2|z|. Por tanto A* C B(0,diam A*/2) y en consecuencia

LAy < L <B (0, %)) _ a(n) <%)

diam A\"
3. Finalmente veamos que L"(A) < «a(n) ( za;n ) :

Sabemos que A es L™ — medible, y por el lema 3.4 esto implica que

LM((A)) = L"(A) ,  diam (A)* < diam A.

Luego

por lo dicho en 2.

Teorema 3.6. ([1,3]).
H™ = L™ sobre R™.
Demostracion.

1. Primero probaremos que £L"(A) < H"(A) para todo A C R™.

Fijemos ¢ > 0. Tomemos conjuntos {C;}52, tales que A C UZ,C; y
diam C; <. Luego por la Desigualdad Isodiamétrica
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Tomando en infimo llegamos a que L"(A) < HF(A), y por tanto L"(A) < H"(A).

. Ahora, de la definicién de £" como L' x ... x L' vemos que para cada A C R" y
0 >0,

L"(A) = inf {Z L(Qs) | Qi cubos, AcC | @i, diam Q; < 5} .
i=1 =1

De aqui en adelante solo consideraremos cubos paralelos a los ejes coordenados en R™.

. Ahora probaremos que H" es absolutamente continua con respecto a L".

Definamos C,, = a(n)(y/n/2)". Luego para cada cubo @ C R",

a(n) (dimz" Q)n — CLLQ).

Luego

Hi(A) < inf {Z a(n) (dz%@) | Qi cubos, A C UQ,-, diam Q; < 5}
i=1 =1

= C,L"(A).
Luego haciendo § — 0 llegamos a que

Ho(A) < C.L™(A).

. Solo nos falta probar que H"(A) < L"(A) para cada A € R".
Dados d > 0, € > 0. Podemos seleccionar cubos {Q;}2, tales que
A CUXQ;, diam @Q; <9, y

S LMQi) < L7(A) + ¢

i=1

Por el corolario 1.33, tenemos que para cada ¢ existen bolas cerradas disyuntas
{Bi}?, contenidas en Q¢ (interior de @; ) tales que
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diam B}, <6, L" (QZ — U B,Z) =L" <Qf —
k=1

Y por lo probado en 3, H"(Q; — U, Bi) = 0. Por tanto

=1

y haciendo 6§ - 0 y € — 0, llegamos a lo que se queria.
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Capitulo 4

Medida de Hausdorfl y funciones
Lipschitz

En esta seccion veremos algunas propiedades de funciones Lipschitz relacionadas con la
medida de Hausdorff. Haremos uso de estas propiedades més adelante.

4.1. Conceptos
Definicién 4.1.

(i) Una funcién f:R™ — R™ se dice Lipschitz si existe una constante C' tal que

|f(x) = f(y)] < Clz -y

Para cualesquiera x,y € R"™.

(ii) La constante méas pequena C' tal que (i) se cumple para cualesquiera z,y € R" es
denotada

|f(x) = f(y)

Lz’p(f)zsup{ P | |:L’,y€R",a;7éy}.

Definicién 4.2. Para f: R" — R™, A C R", escribimos

G(f; A) ={(z, f(x)) | r € A} CR* x R™ = R"*™;

G(f;A) esel grificode f sobre A.

32



4.2. Resultados

Teorema 4.3. ([1]).
Consideremos f : R" — R™ Lipschitz, ACR", y 0<s<oo. Luego

H(f(A)) < (Lip(f))"H*(A).

Demostracion. Tomemos ¢ > 0 y seleccionemos una sucesion de conJuntos {Ci}2, C R
tales que diam C; <9, A C U2,C;. Luego f(A) C U2, f(C)),
diam f(C;) < Lip(f)diam C; < Lip(f)d. Entonces

Lip(£)5 ) < io‘ <dmm—f<))

1=1

Tomando el infimo en el ultimo término,
Lin(ps(F(A)) < (Lip(f))"H3(A).

Haciendo § — 0 finalizamos la. demostracién.

Corolario 4.4. Supongamos n > k. Sea P :R™ — R* la proyeccion usual,
ACR" 0<s<oo. Luego
H(P(A)) < H(A).
Demostracion. Basta con aplicar el teorema para Lip(P) = 1. O

Teorema 4.5. ([1]).

Consideremos f : R" — R™, L"(A) > 0. Luego
(i) Haim(G(f; A)) > n. (Definicion 2.3)
(ii) Si f es Lipschitz, Ham(G(f;A)) =n

Demostracion.
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(i) Consideremos P :R"*™ — R"™ la proyeccién usual. Luego, por el corolario 4.4,
tenemos que H"(G(f; A)) > H"(A) = L"(A) > 0. Por tanto Haim(G(f; A)) > n

(ii) Denotemos por ) un cubo cualquiera en R™ con longitud de lado 1. Subdividamos
@ en k™ subcubos con longitud de lado 1/k. Llamemos a estos cubos Qq, ..., Qgn.
Nétese que diam @Q; = \/n/k. Definamos

i b= i =1,.m; j=1,.,k"
a) = ggg;f() Y maq;ff() (i=1..m;j=1..k")

Como f es Lipschitz,

|} — aj| < Lip(f)diam Q; = Lip(f)

Ahora, definamos C; = @Q; x I, (a%,b%). Luego,

307

{(z, f(x)) [z €Q;NA} CC;

Y diam C; < C/k, donde C = +/n(1+m lip(f)?). Ahora, como
G(f;AnQ) C U, C;, tenemos que
(dzam C; )

< k"a(n) (%)n — a(n) (%)n

Luego haciendo k — oo, encontramos que H"(G(f; ANQ)) < oo, por tanto
Haim(G(f; ANQ)) < n (ver lema 2.7). Esto es vélido para cada cubo @ en R" de
lados de longitud 1, y en consecuencia Hgim(G(f; A)) < n. Y por lo demostrado en
el inciso anterior llegamos a lo que queriamos.

(G ANQ))

||t1PT

]
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Capitulo 5

Foéormulas de Area y Coarea

5.1. Resultados

En este capitulo estudiaremos las féormulas de Area y Coarea para funciones Lipschitz

f:R* > R™

Si m>n la Férmula de Area afirma que la medida n—dimensional de f(A), contando
multiplicidad, puede ser calculada integrando el Jacobiano apropiado de f sobre A.

Si m <mn, la Formula de Codrea establece que la integral de la medida

(n — m)—dimensional de los conjuntos de nivel de f es calculada utilizando el Jacobiano.

Primero abordaremos la Férmula de Area, para esto primero demostraremos una serie de
lemas que nos ayudaran en la demostracion de la férmula como tal, por lo que a lo largo de
esta primera parte consideraremos

Lema 5.1. ([1]).

Consideremos L :R™ — R™ lineal. n < m, luego

H"(L(A)) = [L]L"(A).
Para todo A C R"™.

Demostracion.

1. Escribamos L =0 oS como en el teorema 1.47; [L] = |det S|.
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2. Si [L] =0, luego dim(S(R™)) <n—1 y sesigue que dim(L(R")) <n—1. En
consecuencia tenemos que H"(L(R")) = 0.

3. Si [L] >0, entonces

H"(L(B(z,71))) _ L"(O* o L(B(z,1))) _ L"(O* o 0o S(B(x,1)))
Lr(B(z,r)) Lr(B(x,r)) Lr(B(x,r))

_ L"(S(B(z,1))) _ L"(S(B(0,1)))
Lr(B(z,r)) a(n)

= |det S| = [L].

4. Definamos v(A) = H"(L(A)) para todo A C R™ Luego v es una medida de
Radon, v es absolutamente continua respecto a £", denotado v < L™ (definicién
1.38) y

Por tanto, para todo conjunto de Borel B C R", el teorema 1.39 implica que

v(B) = / Denov dy.
B
Es decir

H"(L(B)) = [L]L"(B).

Como v y L™ son medidas de Radon, la misma férmula se mantiene para todos los
conjuntos A C R™.

De aqui en adelante consideraremos f Lipschitz.

Lema 5.2. ([1]).
Consideremos A C R™ L™ — medible. Luego
(i) f(A) es H" — medible,

(11) la aplicacion y — HO(AN f~Hy}) es H" — medible sobre R™,
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(iti) Jom HO(AN fHyh)dH" < (Lip(f))"L"(A).
La funcion y — H(AN f~{y}) es llamada funcidn multiplicidad.

Demostracion.

1. Consideraremos sin pérdida de generalidad que A es acotado.

2. Por el teorema 1.9 existen conjuntos compactos K; C A tales que

LK) > LM(A) — E (1=1,2,..). (*)

]

Ahora como K; es L™ — medible , en particular tenemos que,

LMA-K;)=L"(A) - L' (ANK;)
= L"(A) - L(K;)
Luego por (%) tenemos que L"(A — K;) < 1/i. Ahora, como f es continua, f(K;)

es compacto y por ende H" — medible. Luego, f(U2, K;) = U2, f(K;) es
H"™ — medible. Mas ain,

i=1 1=1
< (Lip(f))" L (A - Um) —0.
i=1
Esto ultimo por el teorema 4.3, por tanto f(A) es H"™ — medible. Esto prueba (i).

3. Definamos

i i+ 1 .
B, ={Q | Q= (a1,b1] x ... x (an, b,], a; = %, b, = ¢ ;— , ¢ientero, i =1,2, ... n},

Notese que

37



R'c | J @

QEBy

Ahora definamos

ge(A) = Z Xfang) €s H™ — medible por (i),
QEBy,

gr(y) = numero de cubos Q € By tales que f~{y} N (ANQ) # 0.

Luego

a(y) THU(AN fHy)) siempre que  k — 00
para todo y € R™, por tanto y — H(AN f~Hy}) es H™ — medible.
4. Por el Teorema de la Convergencia Mondtona,

HUAN fHy}) dH" = ka gr dH"

Rm™ Rm™

= lm > H"(f(ANQ))

k—o0
QEBy,

<limsup )  (Lip(f))"L"(ANQ)

k—o0 QeBy

= (Lip(f))"L"(A).

Lema 5.3. ([1]).

Tomemos t > 1 vy definamos B = {x | Df(z) existe, Jf(x) > 0}. Luego eriste una
coleccion enumerable {E}32, de conjuntos de Borel en R™ tales que

(i) B =2, Ex;

(ii) f|lg, es uno-a-uno, (k=1,2,...); y
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(#i) para cada k= 1,2, ..., existe un automorfismo simétrico Ty : R™ — R™ tal que
sz((ﬂEk) © Tk_l) <t Lip(Tk‘ © (f|Ek)_1) <t

t7"det Ty < Jf|g, < t"|det T

Demostracion.
1. Tomemos € >0 de modo que
1
n +e<l<t—e

Consideremos C' un subconjunto enumerable denso de B (es decir, C' = B) y
consideremos S un subconjunto enumerable denso de automorfismos simétricos de
R™.

2. Luego, paracada ce€ C, T €S, y 1=1,2,..., definimos FE(c,T,i) como el
conjunto de todos los b € BN B(c,1/i) que satisfacen

(% —i—e) [ To| < [Df(b)o| < (t —€)|Tv] (*)

Para todo v € R" y
[f(a) = f(b) = Df(b) - (a=b)] < €|T(a—b)] (%)

Para todo a € B(b,2/i). Nétese que E(c,T,i) es un conjunto de Borel ya que D f
es Borel medible. De (%) y (#*) podemos llegar a que

HT(a—0)] < |f(a) ~ FO)] < HT(a 1) (% %)

Para b€ E(c,T,i), a € B(b,2/1).

3. Ahora probaremos que si b € FE(T,c,i), entonces

1 n
<¥—i—e) |det T| < Jf(b) < (t —€)"|det T.
Procedamos: escribimos Df(b) = L = O o S, anteriormente definido;
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Jf(b) = [Df(b)] = |det S|.
Ahora por (%),
(% +e) [Tw] < (0o S| = [Sv| < (t —€)| T

Para todo v € R", entonces

1

(;%—6) lv| < [(SoT M| < (t —€)|v| (v eR").

Y asi
(SoT™)(B(0,1)) C B(0,t —¢);

Y aplicando el lema 5.1,

|det (SoT Hla(n) < LY(B(0,t —¢€) = aln)(t —e)",
Y por tanto

|det S| < (t —¢€)"|det T.

La otra desigualdad se demuestra de manera analoga.

. Reescribamos la coleccién contable {E(c,T,i) |c€ C, T €S, i=1,2,...} como
{Ex}%2,. Tomemos cualquier b € B, escribamos Df(b) = O oS como venimos
haciendo, y escojamos T € S tal que

1 -1
Lip(T o S™) < <¥ + 6) : Lip(SoT™ ') <t—e

Ahora tomemos i € {1,2,...} vy c€ C demodo que |b—c| < 1/i,

€

|f(a) = f(b) = Df(b) - (a = b)| < WI@—M < €[T(a— )|

para todo a € B(b,2/i). Luego b € E(c,T,7). Luego como esto vale para todo
b € B, (i) queda probado.
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5. Ahora escojamos cualquier conjunto Ej, el cual es de la forma E(c¢,T,i) para
algin c€ C, T €8S, i=1,2,.... Escribamos Ty =T. Aplicando (x * x),

Tila—0)] < |f(@) ~ F(B)] < 1]Ti(a —~b)

Para cualesquiera b € Ey, a € B(b,2/i). Como Ej C B(e,1/i) C B(b,2/i), luego
tenemos que

%ITk(a—b)! < [f(a) = f(b)] < t[Ti(a — D) (3 k)

Para cualesquiera a,b € Ej; por tanto f|g, es uno-a-uno.

6. Finalmente, nétese que (k * %) implica
Lip((flg) o T") <t,  Lip(Tio (flg,) ") <t
mientras que por lo probado en 3. Tenemos que
t7"det Ty| < Jf|g, < t"|det Tyl

Asi, (i4i) queda probado.

Ahora si, procederemos a demostrar la féormula de Area.

Teorema 5.4. Férmula de Area ([1]).

Consideremos f : R — R™ Lipschitz, n < m. Luego para cada conjunto
L™ — medible A C R",

/A Ifde= [ AN ) A )

Demostracion.

1. Aplicando el Teorema de Rademacher (1.43), podemos asumir que Df(x) y Jf(x)
existen para todo = € A. También podemos suponer L"(A) < oc.
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2. Caso 1. AC {z | Jf(x) > 0}. Fijemos t>1 y tomemos conjuntos de {Ex}3,
como en el lema 5.3. Podemos considerar que los conjuntos {Ej}32, son disyuntos.
Definamos Bj; como en la prueba del lema 5.2. Definamos

Fj=EnNQNA (QeB, j=12..)

Luego los conjuntos F]’ son disyuntos y A = Ufgzlﬁ’]?.

3. Ahora probaremos que

o0

T S HUEN) = [ HANF ) dH
_>00i7j=1 Rm

Definamos
o0
9k = Z Xf(F?)
ij=1

Luego gi(y) es el nimero de conjuntos {F}} tales que Fj N f~'{y} # 0. Luego
gy} T HY(AN f~Hy}) siempre que k — oo. Y aplicando el Teorema de la
Convergencia Mondétona llegamos a que

HU(AN f~Hy}dH" = lim / gy dH"
k—o0 RmM

Rm

o0

= lim S"H(f(F)
—00 by

que es lo que se queria.

4. Notese que

H(f(F}) = H"(fl, o T o Ti(F])) < "L (T3(F))

LT, (E)) = HN (T 0 (fli);™ o F(F) < 1" (F(E))

Por el lema 5.3. Luego
tEH(f(F))) <t LY(T(FY))

J
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= t7"\det Ty|£7(F))

g/dex
7

< t"|det Ty|L"(F})
= t"L"(T;(F}))

J

< HM(f(F)),

J

Donde aplicamos repetidamente los lemas 5.1 y 5.3. Ahora sumando sobre ¢ y j,

S HSED) < [ I de <030 )

i,j=1 i,j=1

Ahora haciendo k — oo, y aplicando lo demostrado en 3.,

=20 [ HOAN FHy)) aH" < /Jf dx
R™ A
<t | H(AN Sy} dH"
Rm

Finalmente, hacemos ¢t — 17, y llegamos a lo que querfamos.

5. Caso 2. AC {z | Jf(x) =0}. Dado € > 0. escribimos f =pog, donde

g:R" - R™ x R" g(x) = (f(z),ex) para z € R",

p:R™ xR" — R™, p(y,z) =y paray € R™ zeR"™

6. Ahora veamos que existe una constante C' tal que

0< Jg(z) < Ce

Para z € A.

Entonces, escribamos g = (f1, ..., f™ ey, ...,ex,); luego
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Dyg(x) = [Df(x)

el :| (n+m)xn

Como Jf(z)? equivale a la suma de los cuadrados de los
(n x n) — subdeterminantes de Df(x) de acuerdo con la férmula de Binet-Cauchy
(ver 1.49), vemos que

Jg(x)? = suma de los cuadrados de los (nxn)—subdeterminantes de Dg(z) > €*" > 0.

Maés atin, como |Df| < Lip(f) < oo, podemos emplear la férmula de Binet-Cauchy
para calcular

Jg(z)? = Jf(x)*+{suma de los cuadrados de los terminos que involucra al menos un €} < Ce?

Para cada z € A.

. Como p:R™ x R" — R™ es una proyeccion, podemos calcular utilizando el caso 1
como lo hicimos anteriormente,

H™(f(A)) < H"(9(A))

< HO(ANg Yy, 2}) dH"(y, 2)

Rm+n

= /AJg(x) dx
< eCL"(A).

Haciendo € — 0 concluimos que H"(f(A)) =0, y por tanto

HU(ANfHy}) dH" =0,

R

Esto ya que el soporte de H(AN f~'{y}) estd contenido en f(A). Pero entonces

n

HO(ANfFHy}) dH" =0 = / Jf dx.
]Rn
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8. Para el caso general escribimos, A = A; U A; con
Ay C{x | Jf(x) >0}, Ay C{z | Jf(x) =0}, y aplicamos los casos 1y 2.

Teorema 5.5. Férmula de cambio de variable ([1]).

Consideremos f :R™ — R™ Lipschitz, n < m. Luego para cada funcion L"—sumable
g:R* - R,

[ s@ir@ de= [ |3 g @),

zef~1{y}

Demostracion.

1. Caso 1. g > 0. De acuerdo con el teorema 1.14 podemos escribir

g = Z %XAZ-
i=1

Para conjuntos {A4;}2, £"—medibles apropiados. Luego el Teorema de la
Convergencia Mondétona implica

=1
/Rnng dr = ;;/TLXAZJJC dzx
=1
= izlz/AiJf dz
=Yoo An s
i=1 "

[ 3 Y wwar

=1 zef~Hy}

- [ i@ )

ref{y} i=1
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[ X e o)

z€f~{y}
2. Caso 2. g es cualquier funcién L£"—sumable. Escribimos g = ¢g© — ¢~ y aplicamos
el Caso 1.

]

Ahora, de manera analoga demostraremos una serie de lemas que posteriormente utiliza-
remos para demostrar la formula de Coarea. Ahora consideraremos

n>m

Lema 5.6. ([1]).

Consideremos L : R" — R™ lineal, n>m, y A CR"™ L™ — medible. Luego

(i) La aplicacion y — H""™(AN L {y}) es L™ — medible, ademds

(ii) [ H"(ANL {y})dy = [LIL"(A).

Rm

Demostracion.

1. Caso 1. dim L(R™) < m.
Luego AN L '{y} =0 y en consecuencia H" ™(AN L '{y}) =0 para L™ c.s.
y € R™. Ademas, si escribimos L = S o O* como en el teorema de Descomposicién
Polar (1.46), tenemos que L(R"™) = S(R™). Luego dim S(R™) < m y por tanto
[L] = |det S| = 0.

2. Caso 2. L = P =proyeccion ortogonal de R™ sobre R™.
Luego para cada y € R™, P~y} es un subespacio afin (n —m)—dimensional de
R™. Por el Teorema de Fubini (Ver 1.27),

y — H"™(AN P Hy}) es L™ — medible

[ man P dy = o) ()
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3. Caso 3. L:R"™ —R™ dim(L(R"))=m.
Usando el Teorema de Descomposicién Polar (1.46), podemos escribir

L=S00"

donde

S:R™ — R™ es simétrica,
O:R™ — R"™ es ortogonal,
[L] = |det S| > 0.

4. Ahora probaremos que O* = Po (), donde P es la proyeccion ortogonal de R™
sobre R™ y @ :R"™ — R" es ortogonal. Entonces,

Consideremos () cualquier funcién ortogonal de R™ sobre R™ tal que

Q*(z1, .oy T, 0,...,0) = O(xq, ..., Tp)

Para todo z € R™. Notese que

P*(x1, ..., Tm) = (21, o, T, 0, ..., 0) € R”
Para todo z € R™. Luego O = Q* o P* y por tanto O* = PoO.

5. L7'{0} es un subespacio (n —m)—dimensional de R™ y L~ '{y} es una traslacién
de L7'{0} para cada y € R™. Luego por el Teorema de Fubini (1.27),
y — L™ H{y} es L™—medible, y podemos calcular

L(A) = L£MQ(A))

_ / CHTQA) N PH) dy por (%)

= [ H"(ANQ o P Hy}) dy.

]Rm
Ahora hagamos z = Sy. Luego

|det S|L™(A)= [ H" ™ANQ 'oP oS z})dz

R™
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Pero L=S00*= S0 Po(@, y por tanto

[L]L™(A) = / CHTANLTE)) d

De aqui en adelante consideraremos f :R™ — R™ Lipschitz.

Lema 5.7. ([1]).
Consideremos A C R™ L™ — medible, n > m. Luego
(i) f(A) es L™ — medible,
(ii) AN f~Hy) es H"™ ™ —medible para L™ c.s. y,
(iii) La aplicacion y — H"™(AN L™ {y}) es L™ — medible,
(i0) o H (A FH g}y < (aln — m)a(m))/a(n)(Lip())" £4(4).

Demostracion.

1. El enunciado (i) se prueba exactamente igual al enunciado correspondiente en el lema

5.2.
2. Para cada j =1,2,..., existe una coleccion de bolas cerradas {BZJ >, tales que
Ac|JB!,  diam B} < -,
i=1 J
y
> LB < LMA) F -
i=1 J
Definamos



Por (i), gf es L™ —medible. Notese también que para todo y € R™,

ANl < gl ).

Luego, usando el Lema de Fatou y la Desigualdad Isodiamétrica (Seccién 3.1),
calculamos

[ wean s ay

m

:/ lim Hy7-m™ (AN f7) dy
R

mJ—>00

< [ liminfd ¢ d
_/mljrggzgl y

i=1

a(n —m)a(m)

(Lip(f))™ L"(A).

a(n)

Por tanto
(n —m)a(m)

[ wman sy ay < (Lip(F))" £7(4).

R a(n)

Esto probara (iv) una vez hayamos establecido (iii).
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3. Caso 1: A es compacto.
Fijemos t > 0, y para cada entero positivo ¢, consideremos U; el conjunto de
todos los puntos y € R™ para los cuales existe una coleccién finita de conjuntos
abiertos Si,...,.5; tales que

(AN ™y} Ui S,

1
diam Sj S ; (] == 172a ~-->l)7

! diam S;\"" 1
Za(n—m) —y St—i—;.

4. Probaremos que U; es abierto.

Tomemos y € U;, luego AN f~Hy} C Ué-:lSj. Luego como f es continuay A es
compacto,

l
Anf s
j=1

para todo 2z lo suficientemente cercano a y.

5. Ahora probaremos que

] AN ) < 0 = U

y por lo tanto es un conjunto de Borel.

Procedamos, si H" (AN f~Y{y}) <t, luego para cada § > 0,

HIAN F ) < ¢

Dado i, tomemos ¢ € B(0,1/i). Luego existen conjuntos {S;}32, tales que

((AnfHyt cUZ S
1

diamSj§5<—,
1

- diam S;\"" 1
Za(n—m) —y §t+z.

\ J=1
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Podemos considerar a los S; conjuntos abiertos. Como AN f~'{y} es compacto,
una subcoleccién finita {Si, ..., S} cubrea AN f~'{y}, y por tanto y € U;. Luego

lylH™(ANfyh) <tk (U

i=1

por otro lado, si y € N2, U;, luego para cada 1,

m _ 1
AN Ty <t
luego

H (AN fFHy)) <t

Por tanto

(U c{y | H (AN f{y}) <t}

i=1

. Podemos concluir de 5. que para el conjunto compacto A la funcién

y— 1" (AN Ty}
es Borel medible.

. Caso 2: A es abierto.
Existen conjuntos compactos K; C Ky C ... C A tales que

i=1

Luego, para cada y € R™,
AN ) = dim 70 )
y por ende la funcion

y— H"AN )

es Borel medible.
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8. Caso 3. L"(A) < 0.
Existen conjuntos abiertos Vi D V5 D ... D A tales que

lim £(V; — A) =0, £"(V}) < .

1—00

Ahora

WV f ) < HTAN F ) - H (V- A)n )
y luego por (%)
sy | VA S )~ H AR T ()] dy

< limsup H™(Vi — A) N f~H{y}) dy

17— 00 Rm

a(n —m)a(m)

< limsup
i—00 a(n)

(Lip f)™L"(V; = A) = 0.
Luego

H(Vin fHyh) = 1 AN )

L™ c.s., y de acuerdo con el Caso 2,

y = H7AN Ty}

es L™-medible. Ademds, vemos que H""™((V; — A) N f~{y}) = 0 L™ c.s. y por
tanto AN f~y} es H" ™-medible para L™ c.s. y.

9. Caso 4. L"(A) = 0.
Escribimos A como la unién de una sucesion creciente de conjuntos acotados
L™-medibles y aplicamos el Caso 3 para probar

AN f~Hy} es H* ™-medible para L™ c.s. v,

y— H""(AN Ty}
Es L™-medible.

Esto prueba (ii) y (iii), y (iv) se sigue de (x).
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Lema 5.8. ([1]).

Tomemos t > 1, consideremos h:R"™ — R™ Lipschitz, y definamos el conjunto

B = {x | Dh(z) existe, Jh(x) > 0}.

Eziste una coleccion enumerable {Dy}32, de conjuntos de Borel en R™ tales que

(i) L"(B = Uy, Di) = 0;
(ii) hlp, esuno auno para k=1,2,...; y

(i1i) Para cada k =1,2..., eziste un automorfismo simétrico Sy : R™ — R™ tal que

Lip(Syt o (hlp,)) <t,  Lip((hlp,) " o Si) <t
t_n|d€t Sk| S Jh|Dk S tn|d6t Sk|

Demostracion.

1. Aplicamos el lema 5.3 con h en lugar de f para encontrar conjuntos de Borel
{Ex}%2, vy un automorfismo simétrico T : R" — R" tal que

(a) B =|JE,

(b) h|g, es uno-a-uno,
© Lip((hlg,) o T, ) < t, Lip(Ti o (hlg,)™") <t
c

De acuerdo con (c), (h|g,)™' es Lipschitz y por tanto, por el teorema 1.43, existe
una funcién Lipschitz hy, : R® — R" tal que hy = (h|g,)~" sobre h(E}).
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2. Ahora probaremos que Jhy > 0 L™ c.s. sobre h(E)). Procedamos,
Como hyoh(x) =x para x € Ej, el corolario 1.45 implica

Dhy(h(z)) o Dh(z) =1  L" c.s. sobre Ey,

y por tanto

Jhi(h(zx))Jh(z) =1 L" c.s. sobre E.

Esto implica que Jhyg(h(z)) >0 para L" c.s. © € Ey, y aplicando el hecho de que
h es Lipschitz, llegamos a lo que queriamos.

3. Ahora aplicando el lema 5.3 a hy, existen conjuntos de Borel {Ff}]‘?‘;l y

automorfismos simétricos {R}}5°, tales que

n kY _ -
4 £ (h(Ek)—UFj> =0;
j=1
(e) hy| Fh €S UNO-a-uno;

0 Lip((hilpy o (R})™)) < ¢, Lip(R} o (hel ) ™) < ¢

t"|det R| < Jhy|pr < t"|det RY| (k=1,2,...).

Definamos los siguientes conjuntos

Df=Eynh N (F), Si= (R (k=1,2,..).

4. Ahora probaremos que L"(B — U,_,D}) = 0.

En efecto, nétese que

hi, (h(Ew - G Ff) =h"! (h(E;a - G F}“)

:m—GW.
j=1

Luego como hy es Lipschitz, por (d) llegamos a que
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Y haciendo uso de (a) llegamos a lo que queriamos.
. (b) implica que h|pr es uno-a-uno.
J

. Finalmente probaremos que para cada k,7 =1,2,..., tenemos que

Lip((S)~ o (hlpr)) <t, Lip((hlpr) ™ 0 Sf) <t

t7"|det SF| < Jh|pr < t"|det ST

Procedamos,
Lip(S5) o (hlps)) = Lip(RE o (h] 1))
< Lip(R o (b)) < t
por (f); de manera analoga,
Lip((hl )~ 0 ) = Lip((hlpe) ™" o (R5)™)
< Lip((hlpy) o (RE) ™) <.
Maés aun, podemos notar que,

Jhi(h(z))Jh(z) =1 L" c.s. sobre Df.

Luego (f) implica

t7"|det S§| = t7"|det RE|™' < Jh|pr < t"|det RY|T" = t"|det S|.
J

Ahora si, procederemos a demostrar la férmula de Coarea.

Teorema 5.9. Férmula de Coarea ([1]).
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Consideremos f:R™ — R™ Lipschitz, n > m. Luego para cada conjunto L"-medible
A CR",

/ Jfde= [ HTAN ) dy
A R™

Demostracion.

1. En vista del Teorema de Rademacher (1.44), podemos asumir que D f(z), y por
ende Jf(z), existen paratodo z € A y que L"(A) < 0.

2. Caso 1. AC {x | Jf(x) >0}, paracada X € A(n,n—m), (ver 1.49) escribimos

f:qoh)u

donde
hy :R" - R™ x R"™™  hy(z) = (f(z), Px(x)) (x € R")

¢:R"xR"™™ > R"™  q(y,2) =y (y e R z e R"™™),
y P\ es la proyeccion definida en 1.49. Definamos

Ay ={z € A|det Dhy # 0}

={x € A| P\l|psa)-1(0) €s inyectiva}.

3. Fijemos ¢t >1 y apliquemos el lema 5.8 a h = h) para obtener conjuntos de Borel
disyuntos {Dy}%2, y automorfismos simétricos {Si}2, que satisfacen las
afirmaciones (i)-(iii) en el lema 5.8. Definamos Gy = AN Dy.

4. Ahora probaremos que ¢t "[go Sk] < Jf|a, < t"[qo Sk].
Procedamos, como f = qgoh, tenemos L" c.s.

Df =qoDh
=qoSyoS; oDh
=qoS,oD(S;'oh)
— go0S,0C

Donde C = D(S;'oh).
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Por el lema 5.8,
t=1 < Lip(S; ' o h) = Lip(C) <t sobre Gj.
Ahora escribimos
Df=So00"

goSy=ToP*

Para ST :R™ — R™ simétricas y O, P :R™ — R" ortogonales.
Luego tenemos

SoO*=ToP*o(. (xx)
Y en consecuencia

S=ToPoToO.

Como Gy C AC{zx| Jf(z) >0}, det S#0 y por tanto det T # 0.
Luego si v € R™,

T 0 Sv| = |P* o C o Ov|
< |C o Ov|
< t|Ov| por ()
= tlv|.
Luego

(T~ 8)(B(0,1)) € B(0, 1),

Y por tanto

Jf =l|det S| <t"|det T| =1t"[q o Sy].
Similarmente, si v € R™, tenemos de (%)
IS~ oTw| = |0* 0o O o Py
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< |C71o Pu|
<iPul  por (+

< t|v].
Luego

[q o Sy] = |det T| < t"|det S| =t"Jf.

5. Ahora calculemos,

gt [ HT (G0 fTHy)) dy

Rm

= =3t [ (Y (WG N g Hy))) dy

R™

<t [ HT(STHR(GRY) N g HyY)) dy

= t_Q”/mH"m(Skl o h(Gr) N (g0 Sk) H{y}) dy

=t72"[g 0 S| L™(S; ! o h(Gy)) por lema 5.6

< t720g o S| L™(Gy)

§/ Jf dx
G

< t"[q o SlL™(Gr)

< (g0 SULM(S; o h(Gy)

= tQ”/m’H”_m(Skl o h(Gx) N (g o Sk)"Hy}) dy

< [ H™(h N WGK) NgH{y})) dy

Rm

= [ H"Gen fTHy)) dy.

Rm™
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Como

cr <A— UGk> =0,
k=1
Podemos sumar sobre k, usando el lema 5.7, y haciendo t — 11 para concluir

/m H AN fTHy)) dy = /AJf de.

6. Caso 2. AC {z | Jf(x)=0}.
Fijemos € > 0 y definamos

g:R"xR™ = R", g(z,y) = f(z) + ey

p:R"XR™ - R™ p(z,y) =y (x e R", y € R™).

Luego

Dg = (va 6I)m><(n+m)>

€" < Jg=[Dg]=[Dyg"] < Ce

7. Obsérvese que

H (AN fTHy)) dy

R™

= H (AN fHy — ew}) para todo w € R™.
Rm

1
= / H' AN fFHy —ew}) dy dw.
B(0,1) Jrm

a(m)

8. Consideremos y € R™, w € R™, y definamos B = A x B(0,1) C R"™™.
Probaremos que

-1 -1 0 stw ¢ B(0,1)
Ba 0000 = { e iy D ey« ) e Do)
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En efecto, tenemos que (z,z) € BN g {y} Np~{w} siy solo si

r €A, z2€ B(0,1), f(x)+ez=1y, z=w;

Esto si y solo si

reA z=we B0,1), fz) =y — ew;

Y esto si y solo si

w € B(0,1), (z,2) € (AN fHy —ew}) x w.

9. Ahora usamos lo probado en 2. para continuar el calculo desde 7:

[ wman s dy

B a(in) /m o H' (B Ng H{yynp H{w}) dw dy
aln —m)

H' (BNg Hy}) dy

an)  Jgm

aln —m)

= —/ Jg dx dz
a(n) B

a(n —m)a(m)

o) £"(A)sngg

< CL(A)e.

Haciendo € — 0 obtenemos

/m H (AN fHy} dy) =0= /AJf dz.

10. En el caso general escribimos A = A; U Ay donde
Ay C{zx | Jf(x) >0}, Ay C{z | Jf(x) =0}, y aplicamos los casos 1 y 2 anteriores.

]
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Teorema 5.10. Férmula de cambio de variable ([1]).

Consideremos f : R™ — R™ Lipschitz, n > m. Luego para cada funcion L"—sumable
g:R" —= R, tal que

g1y es H'"—sumable para L™ c.s. y

/ng(w)Jf(ar) dr = /m Ufl{y}g cm"—m] dy.

Tenemos que

Demostracion.

1. Caso 1. g > 0.

Escribamos g =37 (1/i)xa, para ciertos conjuntos L"—medibles {A4;}°;; esto es
posible por el teorema 1.9 de la seccién 1.1. Luego el Teorema de la Convergencia
Monétona implica

=1
/Rng,]fdx:;;/&tffdx
_Z Hn "(fTHyrnAi)d

= [ > ) dy

—/ [/ gd”H”_m} dy.
m Ly}

2. Caso 2. g es cualquier funciéon L"—sumable. Escribamos g = ¢ — g v usemos el
Caso 1.

]
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5.2. Aplicaciones

Tomando la formula de cambio de variable cuando n > m, y restringiéndonos a campos
escalares llegamos al siguiente teorema

Teorema 5.11. ([6]).

Consideremos f : R" — R wuna funcion Lipschitz y asumamos que para c.s. r € R el
conjunto de nivel

{zreR" | f(z) =1}

es una superficie suave, hipersuperficie (n — 1)—dimensional en R™. Supongamos también
que g:R"™ = R es continua y sumable. Luego

/nngfl dxz/: </:Tg dS) dr.

Demostracion.

Este es una restriccién del teorema 5.10, basta con hacer m = 1, y S (longitud de arco)
serfa H" L.

Mads atn, si tomamos f(z) = | — zg|, donde =z es un punto fijo de R™, tenemos el
siguiente teorema,

Teorema 5.12. Coordenadas polares ([6]).

(i) Consideremos g :R"™ — R continua y sumable. Luego

/gdx:/ (/ gdS)dr
n 0 OB (zo,r)

Para cada punto xy € R™.
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(i1) En particular

Para cada r > 0.

Demostracion. Este es un caso paricular del teorema 5.11, aqui hacemos f(x) = | — x|, y
nuestros conjuntos de nivel son las circunferencias de centro zy y radio r > 0, donde z¢ y r
son elementos cualesquiera de R™ y RT respectivamente.

m
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Conclusiones

» La medida de Hausdorff H® es una medida Borel regular sobre R"™ cuya dimension
s puede ser cualquier nimero real no negativo.

= La medida de Hausdorfft H*, 0 < s < oo, es una generalizacion de la medida de
Lebesgue L™, n € Z*. Estas son iguales siempre que s = n.

= Dada una funcién Lipschitz f : R® — R™ y un conjunto A C R", la medida

n—dimensional de (A, f(A)) puede ser calculada integrando el Jacobiano apropiado
de f sobre A.

» Dada una funcién Lipschitz f : R”™ — R™, con m < n la medida (n —m)—dimensional
de los conjuntos de nivel de f puede ser calculada utilizando el Jacobiano.
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