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RESUMEN

Elobjetivo principal de este trabajo de grado, es proponer el andlisis comparativo de
las ecuaciones diferenciales y en diferencias.

Inicialmente se realizé una investigacidon sobre los diferentes tipos de ecuaciones
en diferencias y diferenciales, para elaborar un andlisis comparativo de estas,
considerando semejanzas y diferencias entre las soluciones. por tanto, se efectud
un estudio a cada ecuacion desde las lineales de primer grado hasta las lineales
homogéneas y no homogéneas de grado n con coeficientes constantes,
aplicando técnicas de la teoria ecuaciones en diferencias y diferenciales, resaltando
sus principales caracteristicas y por ultimo se hicieron aplicaciones con los

diferentes tipos de ecuaciones.

Se compararon los sistemas de ecuaciones en diferencias y diferenciales con
coeficientes con- stantes y sus soluciones, para luego encontrar diversas
aplicaciones de estas, Donde, evidencia un mejor enfoque al estudiar el
comportamiendo de las trayectorias de las soluciones cercanas al infinito usando
tablas comparativas con ayuda de Geogebra.

Por ultimo, en este trabajo, se usan programas como Gogebra, donde llevamosa
cabo un proced- imiento para ilustrar diagramas de sistemas de ecuaciones como

diagramas de Coweb y de bifurcacién.

PALABRAS CLAVE: Sistemas Dinamicos, Ecuaciones en diferencias, Ecuaciones

diferenciales, Coweb , Bifurcacion.



ABSTRACT

The main objective of this degree work is to propose the comparative analysis of

differential and difference equations.

Initially, an investigation was carried out on the different types of differential and
difference equations, to develop a comparative analysis of these, considering similarities
and differences between the solutions. Therefore, a study was carried out on each
equation from the linear of the first degree to the linear homogeneous and non-
homogeneous of degree n with constant coefficients, applying techniques of the theory
of differential and difference equations, highlighting their main characteristics and finally

they were made applications with the different types of equations.

Difference and differential equation systems with constant coefficients and their
solutions were compared, to then find various applications of these, Where, evidence of a
better approach when studying the behavior of the trajectories of the solutions close to

infinity using comparative tables with the help of Geogebra.

Finally, in this work, programs like Gogebra are used, where we carry out a procedure to

illustrate diagrams of systems of equations as Coweb and bifurcation diagrams.

KEY WORDS: Dynamic Systems, Difference equations, Differential equations, Coweb,
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Introduccion

la teoria de ecuaciones no tiene un origen definido, debido que desde el principio de
los tiempos el hombre ha estado buscando formas alternativas de solucionar problemas de
caracter matematico asociando cantidades. Es asi como multiples problemas importantes
de muy diversos campos encuentran solucion apoyandose en la teoria de ecuaciones. Puesto
que muchos de estos necesitan la elaboracion de modelos matematicos, los cuales funcionen
como representacion a dichos problemas, este tipo de ecuaciones tienen un sin niimero de
aplicaciones en la fisica, biologia, economia, ingenieria, sociologia, fisiologia entre otras.

Como prueba de esto, se encuentra el papiro egipcio del Rhid que data del ano 1600
a. C. Y el de Mosci datado en 1850 a. C. Los cuales exponen una variedad de problemas
matematicos de tipo aritméticos y algebraicos a los cuales se les daba solucién de forma
retérica, haciendo operaciones con los datos, muy parecido a lo que hacemos hoy en dia. Las
soluciones se obtenian por el método que hoy conocemos como el de regula falsi o el método
de la posicion falsa, que consiste en tomar un valor arbitrario y evaluarlo en la ecuacién,
si se cumplia la igualdad se tenia la solucion, en el caso contrario por medio de célculos se
obtenia la solucion exacta.

Los babilonios, en el periodo comprendido entre 600 a. C. y 300 d. C. trabajaron en los
sistemas de ecuaciones lineales. Mas tarde los griegos lograron resolver estos sistemas por
medio de métodos geométricos. No es hasta que Viéte (1540-1603) introduce una notacién
simbodlica en las ecuaciones y abre el camino para que mateméticos como Descartes (1596-
1650), contribuyeran al desarrollo de dicha notacion, asi es como el algebra se convierte en
la ciencia de los célculos simbdlicos y de las ecuaciones. Luego Euler (1707-1783), define el
algebra como la teoria de los calculos con cantidades de distintas clases para llegar al actual
proceso que conocemos.

Las ecuaciones en diferencias y las ecuaciones diferenciales son herramientas versatiles
de analisis. Son excelentes para representar un gran nimero de situaciones dinamicas de la
vida cotidiana. En algunos casos encontrar la solucién a dichas ecuaciones no es facil, pero en
este trabajo se encuentra un compendio de datos los cuales pueden ayudar a su comprension.

En la siguiente tabla se puede apreciar esquematicamente la distrubucion del contenido
de este documento.



Anélisis comparativo de Ecuaciones diferenciales continuas y discretas

E. D. continuas \ E. en diferencias

Conceptos y variables Conceptos y variables

Soporte y teoria Soporte y teoria

Problemas y aplicaciones Problemas y aplicaciones
Aportes

Cuadro 1: Tabla guia.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos Basicos

Definicién 1.1. Una sucesién numérica es una funciéon X (k), definida en el dominio de todos
los enteros no negativos. Y la infinidad de valores de X (k), con k = 0,1, 2, ... se ordenan en
la forma

X(0),X(1),X(2),.... X(k)

Cada uno de los valores que forman la sucesiéon se llama término de la sucesién. Dado
que la variable k no es sino un numero que representa el orden de los términos, se puede
decir que una sucesion es un arreglo lineal de una infinidad de ntimeros ordenados por cierta
regla.

Definicién 1.2. Una sucesién aritmética esta compuesta de términos que se obtienen suman-
do sucesivamente una constante al primer termino. la constante se llama diferencia comun.
Una sucesién geométrica consta de términos que se obtienen multiplicando el primer término
sucesivamente por una constante que se llama razén comun.

1.2. Sucesion geomética y aritmética

1.2.1. Sucesion geométrica
Teorema 1.3. Sea a una constante distinta de cero, la ecuacién en diferencias
X(k+1)4+aX(k) =0, n=0,1,2,.., (1)

tiene como solucion la familia

X (k) = ca* (2)
para cualquier valor de parametro c.

Demostracion. Se sustituye k por k + 1 en la ecuacién (2) y se tiene

X(k+1) = ca"*! (3)
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las ecuaciénes (2) y (3) implican que
X(k+1)+aX(k) = ca"™ — aca® = ca™** — ca*t! =0

si k = 0 entonces X(0) = ¢ la ecuacién (2) cumple con la condicién de unicidad. por
consiguiente la ecuacién (2) es solucién de la ecuacion (1). O

Ejemplo 1.4. Hallar la sucesién definida por la ecuaciéon en diferencia X (k+1)+2X (k) =0
si su término inical es 3.

la solucién esta dada por la familia X (k) = ¢2* en este caso que el primer termino de la
ecuacién sea 3 entonces X (0) = 3 por lo tanto X(0) = ¢2° = ¢ = 3 as{ X (k) = 3 - 2% que es
le término general de la sucesién s = {3,6,12,24, ...}.

1.2.2. Sucesién aritmética

Teorema 1.5. Sea
Xk+1)—-X(k)=0b, k=0,1,2,.. (4)

tiene como solucion la familia
X(k)=c+kb. (5

Demostracion. A partir de
X(1)=X(0)+b

X(2) = X(1) + b= X(0) +2b
si k se sustituye por k + 1, en la ecuacion (5).
X(k+1)=c+ (k+1)b
las ecuaciones (5) y (6) implican que
Xk+1)—X(k)=c+(k+1)b—(c+kb)=b

Por lo tanto la ecuacién (5) es la solucién de la ecuacién (4). Si se hace k& = 0 en (5),

X(0) = C. O

Ejemplo 1.6. Hallar la sucecién definida por la ecuacién en diferencia X(k+1)-X(k)=4 si
su término inical es 2.

la solucion esta dada por la familia X (k) = ¢+ k-4 en este caso que el primer termino de
la ecuacién sea 2 entonces X (0) = 2 por lo tanto X (0) = ¢+ (0)b = ¢ = 2 asi X (k) =2+ 4k
que es le término general de la sucesién s = {2,6, 10, 14, ...}.
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1.3. Crecimiento geométrico y exponencial en tiempo
discreto

En los modelos dinamicos de tiempo discreto, el modelo clasico es el de crecimiento
geométrico, el supuesto bésico es que el valor de una variable en un periodo determinado,
o periodo k, es igual al valor de dicha variable en el periodo anterior multiplicado por un
factor a. este fenémeno dinamico podria describirse matematicamente de la siguiente forma:

X(k+1) = aX (k)

Esto significa que: para k=0

X(1) =aX(0)
para k=1
X(2) =aX(1) = a*X(0)
para k = 2
X(3) =aX(2) =a*X(0)
en general

X (k) = a*X(0)

Ejemplo 1.7. Una situacién tipica donde se aplicaria el modelo de crecimiento geométrico
anterior es cuando se deposita un monto X (0) en un banco a una tasa de interés constante e
igual a r, durante varios periodos. En este caso, el saldo en la cuenta en los distintos periodos
seguiria la relacion:
Xk+1)=01+7rX(k)
X(k) = (1+7)*X(0)

Ejemplo 1.8. La poblacion de un pais se duplica cada 20 anos y se desea determinar el
tiempo que demora en quintuplicarse, suponiendo que la tasa de crecimiento de la poblacion

es constante.
En este caso para hallar la tasa de crecimiento es a constante. Se tiene que:

X(K+1)=1+a)X(K)

Ademas X (20) = X(0)
Se sigue

X(20) = (1 +a)*X(0)
2X(0) = (1 +a)*X(0)
2=(1+a)®
V2—-1=a
a = 0,03526
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Una vez obtenida la tasa de crecimiento, se debe hallar el tiempo k para el que la poblacion

se quintuplica, esto es:
X (k) = (1+0,03526)"X(0)

X (k) = (1,03526)" X (0) = 5X(0)

Despejando k.
(1,03526)F = 5
In((1,03526)%) = In(5)
kin(1,03526) = In(5)
In(5)

h=——"" __ — 464
In(1,03526)

1.3.1. Crecimiento geométrico y exponencial en tiempo continuo

El modelo de crecimiento exponencial en tiempo continuo es similar al modelo de creci-
miento geométrico. Lo que se postula es que el cambio experimentado por una variable X ()
por unidad de tiempo es proporcional al valor de dicha variable, es decir.

dX(t)
dt
Donde %t(t) es la derivada de X () respecto al tiempo.
La solucién de la ecuacién diferencial es:

dX (t)

= aX(t)

— = aX(t)
ax (1) _
m = / adt
X(t) = ce™

cuando t = 0 , X(0) = ¢, por lo tanto la solucién es

Ejemplo 1.9. Suponga que la poblacion de un pais crece a una tasa anual de 5 porciento
a partir de una poblacion inicial de 1 millén de personas, entonces al cabo de 4 anos habria

un total de personas igual a:
X(t) = X(0)e™

X (4) = 1000000 * e®® = 1221403

Esta respuesta difiere de aquella que se obtendra de trabajar en tiempo discreto donde
X (4) serd igual a:
X(k) = (1+7)"X(0)

X



X (4) = (1+5)*% 1000000 = 1215506

La razon para esta diferencia es que el modelo discreto supone que el crecimiento ocurre
una vez al ano, mientras que el modelo continuo supone que esto ocurre en forma continua
y permanente.

1.4. Crecimiento con entradas y salidas en tiempo dis-
creto

1.4.1. Crecimiento con entrada en tiempo discreto

Los modelos anteriores pueden ser modificados para incorporar la posibilidad de entradas
o salidas al sistema. Para ello se vera, en primer lugar, el sistema dinamico en tiempo discreto
con entrada constante asi:

X(k+1)=aX(k)+b

Claramente, si b es igual cero, no habria diferencia con el modelo de crecimiento geométrico
anterior. Sin embargo, el caso mas general es cuando b, llamado entrada del sistema, es
distinto de cero. Este seria el caso, por ejemplo, de un modelo de poblacién que incluyera
inmigraciones o emigraciones. La evolucién de este sistema puede describirse de la siguiente
forma:

para k =0
X(1) =aX(0)+b
para k =1
X(2)=aX(1)+b=a*X(0)+ab+b
para k = 2
X(3)=aX(2) +b=a*X(0)+a’b+ab+a
en general

X(k)=d"X(0)+a""o+a"2b+ ... +ab+ b
X(k)=ad"X(0)+ (@ +ad" >+ .. +a+1)b

ahorasia=1

X (k) = X(0) + kb

Un ejemplo de esa situacion podria ser el de una cuenta corriente, cuyo saldo solo depende
de los abonos o giros que se realicen, b.
Si a # 1, la expresién
(a" '+ 2+ ta+1)
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es de la siguiente forma

(1—a)(@* ' +a"2+. . . +a+1)
1-a)

(A" a4+ tat1) =

(@ '+ tat 1)~ (" +a b adta)  1—dF

(1—a) l1—-a
Asi la solucién general al sistema X (k + 1) = aX (k) + b seria:

X0)+kb si a=1
X(k) = { A" X(0)+ 25 5i a#1

1—a

1.4.2. Crecimiento con entrada variable en tiempo discreto

En los ejemplos anteriores se ha supuesto que la entrada es constante todos los periodos.
A continuacién se muestra un ejemplo, en tiempo discreto, donde la entrada depende del
periodo que se trate.

Ejemplo 1.10. Suponga que un padre de familia acaba de depositarle a su hijo de 6 anos,
que estuvo de cumpleanos ayer 6000 ddlares en una cuenta de ahorros al 8 % anual. Asi
mismo, prometié depositarle todos los anos el dia después de su cumpleanos un monto de
1.000 délares por el nimero de anos que haya cumplido.

Si se define X (k) como el monto en la cuenta de ahorro de hijo, en el k ésimo cumpleanos
el hijo tendré en intereses:

X(k+ 1) = 0,08(X (k) + 1000k)

X(k+1) =0,08X (k) + 0,08 * 1000k

1.5. Aplicacion

Definicién 1.11. Una aplicacién T entre dos conjuntos no vaclos A y B se denota por
T : A — By significa que T asigna a todo elemento de A (conjunto de partida o inicial) uno
de B (conjunto de llegada o final) y solo uno.

1.6. Aplicacion contractiva

Definicién 1.12. Sea T una aplicacion definida de un espacio métrico E en si mismo. T es
una aplicacién contractiva si existe a, 0 < a < 1 tal que para todo z,y € E se verifica que
d(T(x),T(y)) < ad(z,y)

XII



Comentario 1.13. Toda aplicacion contractiva es continua.

Teorema 1.14. Toda aplicacién contractiva 1" definida de un espacio métrico completo F
en si mismo tiene un tnico punto fijo, Es decir, existe un punto x € E tal que T'(x) =z

Demostracion. Sea xy € E un punto de partida. Si se aplica la transformacion T sucesiva-
mente se tiene:

T(ZBO) = Ty, T(.Il) = 9, ,T([L’n) = Tpi1
La sucesién resultante es una sucesién de Cauchy puesto que:
d(xn+17 flfn) = d(T(.Tn),T<,In_1)) S ad(xTM xn—l) S S and(x17$0)

Utilizando la propiedad triangular de la distancia se obtiene que la distancia entre dos
elementos cualesquiera de la sucesion es

d([L‘n+k, In) < d(xn-I—lm xn—i—k—l) + d(xn-i-k—la xn+k—2) + ...+ d(xn-I—lu In)

n

< (@l "R 4 a™)d(3y, m) < 1a

d(ﬂﬁl, 900)

como « es menor que 1, para un valor n suficientemente grande la distancia d(z,x, z,) se
puede hacer tan pequena como se quiera; por tanto la sucesion es de Cauchy, y como E es
un espacio métrico completo la sucesion es convergente.

Sea x el limite de la sucesién. Como 7' es continua

T(x) =T(limyseotyn) = limy, oo T(x,) = limpy_ooTpni1 = T

Se tiene entonces que el limite de la sucesion es un punto fijo de 7T'. Sélo falta demostrar que
es el tnico punto fijo de la transformacion. Esto es asi porque si existiera otro punto fijo z
distinto de x, al ser T" contractiva

d(z,z) =d(T(x),T(z)) < ad(z,z) < d(z, 2)
debido que 0 < oo < 1 lo cual e sua contradiccién, Por tanto el punto fijo es tnico. O

Definicién 1.15. Sea f(z) una funcién definida en un subconjunto DR*, con valores en
R*. se dice que f(x) verifica la condicién de Lipschitz, o que es lipschitziana en D, si existe
una constante L tal que para todo x1,x9 € D

1/ (1) = f(@2)l] < Lljay — 22

Las funciones que verifican la condicién de Lipschitz, se llaman funciones globalmente lips-
chitzianas en D, o simplemente lipschitzianas en D. L se denomina constante de lipschitz

Definicién 1.16. Sea f(z) una funcién definida en un subconjunto abierto D C R, con
valores en R*. Se dice que f(z) es localmente lipschitziana en D si para cada rectangulo
R C D existe una constante L tal que si z1,72 € R

1/ (1) = f(@2)l] < Lljay — 2o
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Comentario 1.17. La condicion de lipschitz es mas fuerte que la de continuidad.

Teorema 1.18. El teorema de Picard-Lindelof considera el problema de valor inical

{y’zf(x,y)

y(ro) = yo

donde la funcién f(z,y) : [a,b] x R* — R* es continua en [z, b] x R* y verifica la condicién
de lipschitz respecto de la segunda variable en [z, b] x R*, es decir, existe una constante L
tal que para todo x € [xg,b] y todo y1,yo € R* se verifica que

1 (@, 91) = f2,92) | < Lilyr — vl

Entonces el problema de valor inicial propuesto tiene una inica solucién

Demostracion. Se considera el espacio vectorial E = C([xg, b], R*) de las funciones continuas
en el intervalo [xg, b]. Dadas dos funciones ¢1, @5 € E se define la distancia:

d(p1,2) = sup{e ") lp1(2) — (@)} @ € [wo,b]

Siendo k£ una constante fija tal que £ > L. se puede desmotrar facilmente que es una
distancia y que el espacio vectorial E con esta distancoa es copleto. Se tiene entonces que F
es un espacio métrico completo

Se define ahora sobre E' la aplicacién T tal que dada la funcién ¢ € F

T,(x) = yo + / " f (s, pls)ds

T(p) es también una funcién definida en el intervalo [zg,b] , y por tanto pertenece a E.
Entonces, si @1, 02 € E

T @) =Tl < [N 1(5) = S5 1))l

z0

T

= / e ME=s)e=h(s=m0) || £ (5, 01(5)) — f(s,1(5))||ds < Ld(p1, ) / e Fr=s)ds

xo xo

<

|

d(9017 902)

Se tiene entonces que

d(T (1), T(p2)) = sup{e” ™|y (x) — pa()|| 2 € [x0,b]} < %d(wl, p2)

Como k > L, la aplicacion es contractiva y tiene un tinico punto fijo que es la tnica solucién
del problema de valor inicial propuesto. O
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Corolario 1.19. Se considera el problema de valor inicial

{ y,::f<x7y) S hbam
y(zo) = Yo

Donde la funcién f(z,y) : [a,b] x R* — R* es continua en [z, b] x R* y %Z’y) existe y
es continua en [xg, b] x R*. Entonces el problema de valor inicial propuesto tiene una tnica

solucion

Comentario 1.20. Este corolario puede ser de mayor utilidad que el de pircard — lindelo f,
suele ser mas facil demostrar la continuidad de 2£&:) que probar directamente que se verifica

Oy
la condicion de lipschitz

1.7. Ecuacién en diferencias
Definicién 1.21. se le llama ecuacién en diferencias a una expresion del tipo
Fk,X(k),X(k+1), -, X(k+n—-1),X(k+n))=0

donde X es una funcién definida en los enteros. una solucién de la misma, es toda sucesién
que la satisfaga.

El conjunto de todas la soluciones recibe el nombre de solucién general. esta solucion
general presenta cierto nimero de parametro, que pueden determinarse a partir de las con-
diciones iniciales, dando lugar a las diferentes soluciones particulares.

Luego k es la variable independiente, y s6lo toma valores enteros k = 0,1, 2, ..., general-
mente k representa el nimero de generaciones como: anos, trimestres, meses y dias. Que han
transcurrido desde un momento inical k = 0, del mismo modo, (X (0), X (1), X(2),...) es una
sucesion, donde X (k) corresponde a un valor concreto de k.

Definicién 1.22. Se le denomina orden de la ecuacion, a la diferencia entre el mayor y
el menor de los Aindices que afectan a X. es decir si después de simplificar esta expresion
quedan los términos X (k + b;) y X (k + bs) como el mayor y el menor, respectivamente, se
dice que la ecuacién es de orden by = by — by

Ejemplo 1.23. La expresién —2X (k + 3) + 3X (k) = k + 1, es una ecuacién en diferencias
de orden 3 — 0 = 3 o de tercer orden.

1.8. Ecuacion diferencial

Definicién 1.24. se le llama ecuacién diferencial a una expresion del tipo

dy dn—ly dny
F(t,y(t),a(t),--- ,W(t),%(t) =0
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donde t estéd definida en los reales. una solucién de la misma, es toda funcién que la satisfaga.
El conjunto de todas la soluciones recibe el nombre de solucién general. esta solucion
general presenta cierto nimero de parametro, que pueden determinarse a partir de las con-
diciones iniciales, dando lugar a las diferentes soluciones particulares.
t es la variable independiente, y continua, generalmente k representa el el tiempo que ha
transcurrido desde un momento inical ¢t = 0.
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Capitulo 2

Ecuaciones en diferencias y
diferenciales lineales

2.0.1. Ecuacién en diferencias lineal de primer orden

Definicién 2.1. Una ecuacién en diferencias lineal de primer orden es aquella que puede
expresarse como
ar(k)X (k + 1) + ao(k) X (k) = g(k) (2)

Donde a;(k),i = 0,1,2 y g(k) son funciones en la variable discreta k. Si la sucesion g(k) es
nula, entonces la ecuacién lineal recibe el nombre de ecuacién homogénea asociada a (2).
Cuando las funciones a1 (k) y ag(k) son constantes, se dice que la ecuacién lineal (2) es de
coeficientes constantes.

Este tipo de ecuaciones son muy interesantes en el estudio de dinamica de poblaciones.
Suelen aparecer escritas como

X(k+1)=alk)X(k)+ q(k)
donde a(k) y k representa el crecimiento de la poblacién en el tiempo &k y ¢(k) el nimero
de individuos que en el tiempo k se incorporan a la poblacién como consecuencia de la
inmigracion.
Ejemplo 2.2. La ecuacion en diferencias X (k + 1) — X (k) = 2, es de primer orden y tiene
por solucion general a todas las progresiones aritméticas de razon 2, es decir

X(k) =2k +C

siendo C' una constante cualquiera. Una solucién particular cuando C' = 1, es la progresién
aritmética (1,3,5,7,--- ,2k +1,---).

2.0.2. Ecuacion diferencial lineal de primer orden

Definicién 2.3. Una ecuacion diferncial es lineal de primer orden si se puede representar

de la forma: 1% (3
O 1 ao()x() = o0
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Si g(t) es igual a cero, se dice que la ecuacién es homogénea. Si ag = cte, se dice que es
de coefiecientes constantes.

Comentario 2.4. » Se denomina orden de una ecuacién diferencial al de la derivada de
mayor orden que aparece en dicha ecuacién diferencial.

» Se denomina grado de una ecuacién diferencial al exponente al que estd elevada la
derivada de mayor orden de dicha ecuacién diferencial

2.0.3. Ecuacién en diferencias lineal de segundo orden

Definicién 2.5. Una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden es aquella que puede
expresarse como

as(kK)X(k+2)+ a1 (k)X (k+1) 4+ ao(k)X (k) = g(k) (3)

Donde a;(k),i = 0,1,2,3 y g(k) son funciones en la variable discreta k. Si la sucesion g(k)
es nula, entonces la ecuacion lineal recibe el nombre de ecuaciéon homogénea asociada a (3).
Cuando las funciones ag(k),a;(k) y ao(k) son constantes, se dice que la ecuacién lineal (3)
es de coeficientes constantes.

Al igual que las ecuaciones de primer orden este tipo de ecuaciones son muy interesantes
en el estudio de dinamica de poblaciones. Suelen aparecer escritas como

X(k+2)=ak)X(k+1)+0bk)X(k)+ q(k)

donde a(k), b(k) y k representa el crecimiento de la poblacién en el tiempo k y g(k) el
nimero de individuos que en el tiempo £ se incorporan a la poblaciéon como consecuencia de
la inmigracion.

Ejemplo 2.6. Supongamos que una poblacion de insectos crece el triple, en cada periodo
de tiempo que transcurre entre dos medidas, de lo que crecio en el periodo inmediatamente
anterior.

la ecuacion de puede plantear de la siguiente forma, sea X al nimero de individuos en el
instante k y del enunciado se deduce que:

X(k+2)—X(k+1)=3(X(k+1)— X(k)), k=01,2--
simplificando se obtiene
X(k+2)—4X(k+1)+3X(k)=0

la cual es una ecuacion en diferencias de segundo orden, si se conociera el nimero inicial de
insectos, X (0) = 100, podemos sustituir y obtendriamos

X(2) — 4X(1) 4300 = 0
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con lo cual se verifica que se debe tener otra medida por ejemplo X (1), para poder encontrar
el resto de los valores.

Los problemas que impliquen soluciones discretas en un sistema dinamico tienen la ca-
racteristica de ser todos expresables como ecuaciones en diferencias de primer orden, donde
el orden de la ecuacion es simplemente la diferencia entre el indice méas alto y mas bajo de
la ecuacion.

2.0.4. Ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Definicién 2.7. Una ecuaciéon diferncial es lineal de primer orden si se puede representar

de la forma:
d>X (t) dX(t)
e o)X () = g0

Si g(t) es igual a cero, se dice que la ecuacién es homogénea. Si ag = cte, se dice que es
de coefiecientes constantes.

Ejemplo 2.8. La ecuacién X(k +2) = X(k+ 1) + X (k) + 3 es de segundo orden y su
ecuacién continua serfa y’ =y + X + 3.

La ecuacién X (k + 3) = —2X(k + 2) + 5X (k) es de tercer orden y su ecuacién continua
serfa y = —2y" + by.

Una caracteristica comin a todas las ecuaciones en diferencias es que cada una de ellas
representa en si misma a varias, y a veces infinitas, ecuaciones.

Ejemplo 2.9.
X(k+1)=2X(k)

esto es
X (1) = 2X(0)
X(2) =2X(1)
X(3) = 2X(2)

En general, aunque no siempre, es posible obtener la secuencia de valores X (1),X(2),X(3)...
Una vez definido el o los valores iniciales se pueden encontrar los otros valores. Es decir que se
puede resolver inambiguamente cualquier ecuacion en diferencias de orden n si se especifica
los valores iniciales.
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2.0.5. Ecuacion en diferencias lineal de orden n

Definicién 2.10. Una ecuacién en diferencias lineal de orden n es aquella que se pude
escribir de la forma:

4, X(k+n)+ap 1 X(k+n—1)+ - +aX(k) =gk (1)

donde los coeficientes a; son funciones definidas en los enteros.
El caso mas sencillo es cuando los coeficientes son constantes a; = ¢; por tanto.

e X(k+n)+cpa X(k+n—1)4+-+coXq(k) = g(k)
La ecuacién en diferencias se dice homogénea en el caso de que g(k) = 0, y no homogénea

o completa en el caso contrario.

2.0.6. Ecuacion diferencial lineal de orden n

Definicién 2.11. Una ecuacién diferncial es lineal si se puede representar de la forma:

d" X (t)
dtn

d" X (t)

T bt ao(t) X (t) = g(t)

+ ap—1 (t)

Si g(t) es igual a cero, se dice que la ecuacién es homogénea. Si a; = cte para todo i , se
habla de coefiecientes constantes.
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Capitulo 3

Ecuaciones en diferencias y
diferenciales lineales homogéneas con
coeficientes constantes

3.1. Ecuacion en diferencias lineal de orden n homogénea
con coeficientes constantes

Definicién 3.1. Es aquella que puede expresarse como
an(K)X(k+n)+ an1(k)X(k4+n—1)+ ...+ ao(k)X(k) =0 (4)

Donde a;(k),i = 0,1,2 y g(k) son funciones en la variable discreta k.Y la sucesion g(k)
es nula, entonces la ecuacion lineal recibe el nombre de ecuacién homogénea asociada a (1).
Cuando las funciones a;(k) son constantes, se dice que la ecuacion lineal (4) es de coeficientes
constantes.

Teorema 3.2. teorema de existencia y unicidad en tiempo discreto
Sea la ecuacion:

apnX(k+n)+a, 1 X(k+n—1)+--4+aqX(k)=0
y dados n numeros reales cg, ¢y, ..., ¢,_1, existe una unica solucién que verifica:

Demostracion. Definimos la sucesion X (k) de la siguiente forma:
X(O) = Cp

X(1)=¢

X(n—1)=¢cp
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Considerando X (n) como,

X(n)=—a,(0)X(n—1)—--- —ap(0)X(0)

Donde a; con 7 = 1, 2..., son funciones reales que dependen del tiempo,

X(n+1) = —ap(1)X(n) — - — ap(1)X (1)

Seak=n+1
X(k)=—ap(k—n)X(k—=1)—---—ag(k —n)X(k—n)

Es decir, X (k) se define mediante una ley de recurrencia. Ademés X (k) es solucién de la
ecuacion y satisface las condiciones iniciales y ademés es unica, ya que si existe otra solucion
que verifique las condiciones iniciales, entonces coinciden en todos los puntos pues la propia
ley de recurrencia determina los valores posteriores de la solucién. O]

Para cada conjunto de condiciones iniciales {cq, ¢1, ..., ¢,—1} hay una tnica solucién, pero
al variar las condiciones iniciales varia la solucion, por tanto una ecuacion en diferencias
lineal homogénea tiene infinitas soluciones dependiendo de las condiciones iniciales dadas.
De ahi, la importancia del siguiente teorema.

Teorema 3.3. Toda combinacién lineal de soluciones de una ecuacion en diferencias lineal
homogénea de orden n es también solucién.

Demostracion. Realizamos la demostracion para dos soluciones luego es facil generalizar para
n. Sean X (k), Xs(k) soluciones de:

an(K)X(k+n)+ ap1(k)X(k4+n—1)+ ...+ a1(k)X(k) =0 (4)

es decir,
an<k?)X1(k’ + n) + an_l(k:)Xl(k; + n — 1) + + al(k:)Xl(k) = O

an(k)Xo(k+n) 4+ an_1(k)Xo(k+n—1)4+ ... + a1 (k) Xa(k) =0

Consideramos aX; (k) + fX2(k) y sustituimos en (4) para ver si satisface la ecuacién
anlaXi(k4+n)+Xo(k+n)]+a,—1[aX:(k+4n—1)+FXs(k4+n—1)]+...4a1 [aX; (k)+5X2(k)] = 0

ala, X1(k+n)+a, 1 Xqi(k+n—1)+ ...+ a1 Xq(k)]+
BlanXa(k +n) + a1 Xo(k+n—1)4+ ...+ Xao(k)] =0-0+a-0=0
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Observacién 3.4. si X;(k) con k = 0,1,2,3... es solucién de una ecuacién diferencial,
también lo es la secuencia de nimeros:

Xo(k) = cXi(k) con k=0,1,2,3...

La razén para esta afirmacién es que si X;(k) es solucién, entonces por definicién de
solucion tiene que ser cierto que:

CLnXl(k} —f- TL) —f- an_le(k —I— n — 1) —f- s + a,gXl(K) = 0
Si se multiplica esta ecuacién por ¢, se llega a
canX1(k+n) +cap 1 Xi(k+n—1)4 -+ capX1(K) =0

por lo tanto las soluciones de una ecuacién en diferencias lineal de orden n forman un espacio
vectorial.

Teorema 3.5. Dos soluciones X;(K) y Xy(K) de las ecuaciones en diferencias de orden
n (4) son linealmente independientes si y solo si los vectores de R™ que se forman con las
condiciones iniciales

(X1(0), X1(1), ..., Xq(n —1)); (X2(0), Xa(1), ..., Xo(n — 1))
son linealmente independientes.

Teorema 3.6. la dimension del espacio de soluciones de una ecuacién en diferencias lineal
de orden n es n.

3.1.1. Soluciéon general de la ecuacién en diferencias lineal ho-
mogénea de orden n con coeficientes constantes

Sea la ecuacién en diferencias lineal homogénea de coefientes constantes y de orden n :
anX(k+n)+ a1 X(k+n—1)+---+aX(k)=0 Vk e Z
se buscan soluciones del tipo f(k) = r*, entonces
¥ (apr™ + ap 17"+ ag) =0

entonces
™ 4 A" - ag =0

donde 7 es raiz de la ecuacién caracteristica a,r™ + a,_17"" ' + --- + ay = 0 la solucién
dependera de si las raices de la ecuacion caracteristica son simples, complejas o multiples .

Comentario 3.7.
P(r) = a, "+ ap 1"+ +ag =0 (5)

le llamamos ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias lineal homogénea
de orden n (4).
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Teorema 3.8. Si ry es solucién de la ecuacién caracterfstica (5), entonces X (k) = 75 es

solucién de (4).
Demostracion. Sustituimos X (k) = r§ en (5),

Aot A T el = 0

re(anry + a7+ 4 ag) =0

16 (P(ro)) =0
re-0=0

Teorema 3.9. la ecuacion caracteristica (5) tiene todas sus raices reales y simples r1, 7, ..., 7',
entonces
k k k
Xn(k) = eyri + corg + ... + cpr

n

Demostracion. Ya sabemos que ¥ es solucién de (4), luego toda combinacién lineal de so-
luciones de (4) es solucién de (4).

]

En base a estos resultados, para encontrar la soluciéon de una ecuacién en diferencias
lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes, lo primero que se debe hacer es
resolver la ecuacion caracteristica (5). Y al resolver la ecuacién caracteristica pueden ocurrir
los siguientes casos:

3.1.2. Raices simples

Sean 11,713, ..., T, las n raices de la ecuacion caracteristica. Se definen entonces las funcio-
nes.
_ .k A
Xj(k) =17}, j=1,..,n

Entonces { X7, ..., X,,} es un sistema fundamental de soluciones, lo cual nos permite resolver
la ecuacion.

3.1.3. Raices complejas

Si alguna raiz r es compleja, también su conjugada r es raiz. Dado que toda combinacién
lineal de r* y r* es solucién de la ecuacién, en particular lo son:

Re(r) = 2 (r* +7%)

Im(r*) = %(rk —T_k)

Entonces, a fin de evitar trabajar con soluciones complejas, en el sistema fundamental se

pueden sustituir los términos complejos r* y r* por los correspondientes términos reales
Re(rk) e Im(r*)
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Observacién 3.10. A la hora del calculo de la solucién debe tenerse en cuenta que:
r = p(cos(8) + isen(d)), p=r|

entonces

¥ = (p(cos(0) +isen()))* = p*(cos(k6) + isen(k0))

por tanto

Re(r®) = pFeos(k)
Im(r*) = p*sin(k0)

3.1.4. Raices multiples

Sea r una raiz de multiplicidad m de la ecuacion caracteristica. Esta raiz proporciona m
soluciones diferentes del tipo:

Por tanto, pasardn a formar parte del sistema fundamental de soluciones las funciones

foy s fm_1 esto es:
r* kr® KAk R

Ejemplo 3.11. Con raices reales
hallar la solucién de:

X(k+2)—4X(k+1)+3X(k)=0  VkeZ

la ecuacion caracteristica es:
r?—4r+3=0

Luego r; = 3, ro = 1 Por lo tanto
X(kf) = Clgk + Cglk = Cl3k + Co

Por otra parte:
XO0)=c1+c2=0
X(l) :3C1 + Cy = 1

De donde ¢; = % y Cp = —% Entonces

1 1
X (k) = 53’“ -3
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Ejemplo 3.12. Con raices complejas
Hallar la solucion de:

X(k+2)—X(n+1)+X(k)=0 VkeZ

La ecuacién caracteristica es:

P —r+1=0
Entonces
R ‘T2 2
O equivalentemente:
T _ i
r = cos(g) + zsen(g), Ty =T

Por tanto como p = |ry| =1

X(k)=r*F = cllkcos(%r) + 021ksen(k—7r)

3
km km
= clcos(?) + czsen(?)
Por otra parte
X(O) = C = 0
1 V3
X(l) = 561 + 702 =1
Entonces
0 2v3
C1 = = —
1 ) Co 3
De donde: /3
243 k
X(k) = Tsen(%)

Ejemplo 3.13. Con raices miltiples

X(k+3)—7X(k+2)+15X(n+1)—9X(k)=0  VkeZ
X0)=-1, X(1)=2,  X(2)=17.

La ecuacién caracteristica es:
rP =T’ +15r =9 =0

Luego
T1:1, 7“2:7“3:3.

asi
X(k) = 11" + 23" + c3k3F
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Por tanto
X(O) =cC+ = -1

X(1)201+302+303:2
X(Q) :Cl+902+1863 =17
61:17 CQZO, 03:1.

De donde
X(k)=k3" -1

3.2. Ecuacion diferencial lineal de orden n homogénea
con coeficientes constantes

Definicién 3.14. Una ecuacion diferncial lineal es homogénea si se puede representar de la
forma:

d" X (t) d" X (t)

g T () e Fao()X () =0

donde ¢g(t) es igual a cero, y a; = cte para todo 1.

3.2.1. Solucion general de la ecuacion diferencial lineal homogénea
de orden n con coeficientes constantes

Se afirmé anteriormente que la ecuacién lineal de primer orden, Z—g + ay = 0, donde a
es una constante, tiene la solucién exponencial y = c;e7% en el intervalo (—oo, 00); por
consiguiente, lo méas natural Es tratar de determinar si existen soluciones exponenciales en
(—00,00) de las ecuaciones lineales homogéneas de orden superior del tipo

any” + an,ly”’1 +--4ay=0

En donde los coeficientes a; con 7 = 1,2, .. son constantes reales y a,, # 0 para nuestra
sorpresa, todas las soluciones de la ecuacion son funciones exponenciales o estan formadas a
partir de funciones exponenciales.

la solucion se alcanza de forma directa a diferencia del caso de las ecuaciones en diferencias
como ya se evidenciara .

Sea la ecuacion de segundo orden

ay”" +by +cy=0

Si probamos con una solucién de la forma y = €™, entonces ¢y’ = me™ y i’ = m2e™ de
modo que la ecuacién ay” + by’ + cy = 0 se transforma en

am?e™ + bme™ + ce™ = ()
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es decir
e™ (am® +bm +c) =0

Como e™*

nunca es cero cuando x tiene valor real, la unica forma en que la funcién
exponencial satisface la ecuacién diferencial es eligiendo una m tal que sea una raiz de la
ecuacion cuadratica

am? +bm+c=0

Esta ecuacién se llama ecuaciéon auxiliar o ecuacion caracteristica de la ecuacién diferencial
ay” + by’ + cy = 0. Examinaremos tres casos: las soluciones de la ecuacién auxiliar que
corresponde a raices reales distintas o simples, raices e iguales y raices complejas conjugadas.

3.2.2. Raices simples

si la ecuacién am? + bm + ¢ = 0 tiene dos raices reales distintas, m; Y ms , llegamos
a dos soluciones, y; = ™% y yo = €"2* estas funciones son linealmente independientes en
(—00, 00) y, en consecuencia, forman un conjunto fundamental. Entonces, la solucién general
de la ecuacion ay” + by’ 4+ cy = 0 en ese intervalo es

Yy = 1™’ + cpe™**

3.2.3. Raices miiltiples

Cuando m; = my llegamos, necesariamente, solo a una solucién exponencial,y; = "%
. Segun la féormula cuadratica m, = ;—f, porque la unica forma de que m; = my es que
b? — 4ac = 0 asi, una segunda solucién de la ecuacién es

62m1:c ,
Yo = "1 dr = ™" | dox = xe™"

62m1m

En esta ecuacién aprovechamos que _Tb = 2m; . La solucién general es, en consecuencia,

y = " + coxe™”

3.2.4. Raices complejas

Si my y meo son complejas, podremos escribir m; = a + iy ms = o — i donde «
B > 0 son reales, e i2 = —1 . No hay diferencia formal entre este caso y el caso de las raices
simples; por ello.

y = Cle(a+,3i)x + 026((1—,81'):0

Sin embargo, en la préactica se prefiere trabajar con funciones reales y no con exponenciales
complejas. Con este objeto se usa la férmula de Euler:

e = cosf + isend
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En que 6 es un ntmero real. La consecuencia de esta férmula es que

e = cosfx + isenfx

e~ = cosfr — isenfx

En donde hemos empleado cos(—px) = cosfz y sen(—px) = —senfx observese que si
primero sumamos y despues restamos las dos ecuaciones e** = cosfx + isenfBx y e % =
cosfpx — isenfx, obtenemos respectivamente:

e(a+,3i)x + e(afﬁi);t _ 2C085$

elotPie _ ola=Bz — 95 gen By

Como y = ¢1el@tP)% 4 coel@=Fr o5 una solucién de la ecuacién ay” + by’ + ¢y = 0 para
cualquier eleccién de las constantes ¢; y ¢o, ¢ = ¢ = 1, y ¢ = 1lcs = —1 obtenemos las

soluciones:

yp = et | (a=pi)e

Yo = e(a-l—,Bi)x . 6(04—,31')37

Pero
Y1 = (P 4 7P = 2e°%cosfa

Yy = e (P — e7PITY = 2je* sinfx

las funciones reales e*cosfz y ie**sinfz son soluciones de la ecuacién ay” + by’ + cy = 0.
Ademas, esas soluciones forman un conjunto fundamental en (0o, —00); por lo tanto, la
solucion general es

y = c1e*“cosPfx + coe* sinfx

y = e*(cicosfx + casinfx)

Ejemplo 3.15. Con raices simples
Resuelver la ecuacion diferencial siguiente:

2y" — 5y —3y=0

la ecuacién caracteristica es:
2m? —5m —3=0
Luego

my = — m2:3

Asi

;1
y=cie? % 4 cped®
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Ejemplo 3.16. Con raices miiltiples
Resuelver la ecuacién diferencial siguiente:

y"' + 10y + 25y =0
la ecuacion caracteristica es:
m?+10m+25=0

Luego
my = 5 mo = 5

Asi

y = 17 + coxe®™

Ejemplo 3.17. Con raices complejas
Resuelver la ecuacion diferencial siguiente:

y'+2y +2y=0
la ecuacion caracteristica es:
m?>+2m+2=0

Luego
m1:—1+z m2:—1—2

como para m = « + (i
y = e*(cycosPx + casinf)

Asi

y = e “(c1cosx + casinx)
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Capitulo 4

Ecuaciones en diferencias y
diferenciales lineales no homogéneas
con coeficientes constantes

4.1. Solucién de ecuaciones lineales no homogéneas de
coeficientes constantes en diferencia o tiempo dis-
creto de orden n

Definicién 4.1. Una ecuacién de diferencias es lineal de orden n no homogénea es la que se
pude escribir de la forma:

anX(k+n)+a, 1 X(k+n—1)+ -+ aX (k) = g(k)
con g(k) # 0 El conjunto de todas las soluciones a esta ecuacién es:
X(k) = Xa(k) + Xp(k)

Donde Xj,(k) es la soluciéon homogénea que se vio anteriomente, y la ecuacién y Xp(k) es la
soluciéon particular.

por tanto, solo se necesita encontrar la solucion particular de la ecuacion original, para
esto se procede con relacién a la naturaleza da la funcién g(k). teniendo en cuanta las
caracteristicas siguientes:

» g(k) = Pn(k), un polinomio de grado m > 0, los polinomios de grado m son genera-
dos por las funciones {1,z,...,2™} y estas funciones estan asociadas a la raiz cero de
multiplicidad m + 1 de la ecuacién caracteristica.

» g(k) = Pne®*, con a constante y P,, un polinomio de grado m, estas funciones son
generadas por las funciones {e®, ke®*, ... k™e*}
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w g(k) = P, (k)senfk + Qu(k)cosfk, donde [ es constante, P, y @, son polinomios
con el mayor de sus grados igual a m.

Estas funciones son generadas por las funciones:
{cospk, kcosBk, ...,k cosPBk} vy {senfk, ksenfk, ..., k"senfk}

Las cuales estan asociadas a las raices ¢ ambas de multiplicidad m+1 de la ecuacion
caracteristica.

w g(k) = P,(k)e**senfk + Q. (k)e**cosBk, con a y 3 constantes; P, v Q,, son polino-
mios de manera que el mayor de los grados entre ellos es m.

Estas funciones son generadas por las funciones
{e“*cosfBk, ke cosfk, ..., kme*cosfk} y {e“*senBk, ke®*senfk, ..., ke senBk}

las cuales estan asociadas a las raices a + i3, ambas de multiplicidad m + 1 de la
ecuacion caracteristica.

= g(k) puede ser combinacién lineal de funciones de los 4 tipos anteriores.

Observacién 4.2. Si g(k) = P,,(k), entonces g(k) = Pp,(k)e** con a = 0. Es decir que todo
polinomio P, (k) puede ser considerado de la forma g(k) = Py,(k)e** donde o = 0.
Con o = 0, P, (k)senBk + Q. (k)cosBk = e“*(P,,(k)senBk + Q,,(k)cosBk). Es decir,

todas las funciones del tipo 3 son un caso particular de las del tipo 4.

Este método consiste en que por medio de el operador dado por:
L(Xy(k) =a,X(k+n)+a,1 X(k+n—1)+ -+ aoX(k)
se encuentre una funciéon X, (k) tal que L(X,(k)) = g(k) asi X, (k) es la solucién particular.

Ejemplo 4.3. Hallar la solucién de la ecuacién
Xk+2)-X(k+1)+X(k)=k, VkeZ

Como se vio anteriormente, la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea es:

k k
Xp(k) =rF = cllkcos(?w) + 021ksen(§)

k k
Xn(k) = clcos(g) + czsen(g)

Una solucién particular de la completa serd de la forma X,(k) = ak + b: Para determinar el
valor de a y b se sustituye en la ecuacion:

alk+2)+b—alk+1)—b+ak+b=k

=ak+a+b=k
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N a=1
a+b=0 =b=-1
= X,(k)=k—-1
Por tanto, la solucion general de la ecuacion completa es:

X (k) = clcos(l%r) + czsen(]%r) +k—-1

Ejemplo 4.4. Hallar la solucién general de:
X(k+2)-2X(k+1)+X(k)=k+1, VkeZ
La ecuacién caracteristica es:
P 4+1l=0=>r=ry=1
Por tanto, la solucion general de la ecuaciéon homogénea es:
Xn(k) =1 + 2k

Una solucién particular de la completa serd de la forma X, (k) = k*(ak + b), pues X (k) y
ak + b tienen factores en comun. Se tomara como « el menor natural tal que X, (k) y X, (k)
ya no tengan factores en comun. Por tanto, debemos tomar o = 2:

X, (k) = ak® + bk?
Para determinar el valor de a y b se sustituye en la ecuacién:
alk +2)* + b(k +2)* — 2a(k + 1) — 2b(k + 1)* + ak® + bk* = k + 1

= 6ak +6a +2b =k +1

6a=1 =a=3: R
:>{6a+2b:1 =0 ~ %k =F

6
Por tanto, la solucion general de la ecuacion completa es:

3

k
X(k:):cl~|—02k+g

4.2. Solucién de ecuaciones diferenciales de orden n no
homogéneas con coeficientes constantes

Definicién 4.5. Una ecuacién de diferencias es lineal de orden n no homogénea es la que se
pude escribir de la forma:

any" + an 1y agy = g(x)
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con g(x) # 0 El conjunto de todas las soluciones a esta ecuacién es:

y(t) = yn(t) + yp(t)

Donde y(t) es la solucién homogénea que se vio anteriomente, y la ecuacién y yp(t) es la
solucién particular.

La solucion general y;(t) satisface la ecuaciéon

any" + a1 y" "+ agy =0

La solucién particular yp(t) satisface la ecuaciéon no homoégena
any" + an_1y" "+ -+ agy = g(x)

esta ecuacion yp(t) puede encontrarse haciendo uso del método de coeficientes indetemrina-
dos.

Tabla de soluciones particulares
g(x) ‘ Forma de y,
Una constante A
3r—1 Az + B
z?+3z—5 Ar*+ Bz +C
22° — 2%+ 3r — 5 Az + Ba* + Cx + D
66:10 A66x
sen(3x) Asen(3x) + Bcos(3x)
cos(2x) Asen(2z) 4+ Bceos(2x)
(22 + 3z — 5)e" (Ax? + Bx + C)e"™®
e sen(2x) Ae®sen(2x) + Bebcos(2x)
Srisen(2x) (Az* + Bx + C)sen(2x) + (E2? 4+ Fx 4+ G)cos(2x)
re® sen(2x) (Az + B)e®sen(2x) + (Cx + D)e%cos(2z)

Cuadro 4.1: Soluciones particulares

Ejemplo 4.6. Hallar la solucién de la ecuacion:
y"—5y’—|—6y:x2—|—x

la ecuacién caracteristica es
m? —5m+6=0

las raices
mp = -3 mo = —2
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luego la solucién general

UYp = cle_2t + 026_3t

por coeficientes indeterminados se tiene
y, = Az®> + Bz + C

y, =24z + B
y, =24

reemplazando en la ecuacion
y”—5y’+6y=w2+x

2A — 5(2Ar + B) +6(Az* + B+ C) = 2>+«
2A — 10Az — 5B + 6A42° + 6Bz + 6C = 2 +
6A2” + (—10A+6B)z +6C +2A —5B =1+ x

6A=1
—10A+6B =1
2A-5B+6C =0

de donde las constantes son

1 4 17
A=— B=- C=—
6’ 9’ 54
luego
1, n L 17
= -z T+ —
Pt Tt TR
por lo tanto como
Y =1yYn+ Yp
1 4 17
-2t -3t .2  * i
Y = € + coe —|—6x —1—9:10—1—54
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4.3. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Cuando se desea elaborar un modelo con ecuaciones en diferencia de un fenémenos en el
cual el niimero de variables es n, y existe n ecuaciones en diferencia, entonces nos apareceran
los sistemas de ecuaciones en diferencias. abordaremos aquellos sistemas de ecuaciones en
diferencias lineales y de primer orden. Ademas, este tipo de sistemas son los que con mas
frecuencia aplicados.

Definicién 4.7. Un sistema en diferencias lineal con coeficientes constantes de n ecuaciones
y n variables, es una expresion que podemos escribir matricialmente de la siguiente forma:

Xl(k? + ].) ayj; a1 ... Qip Xl(k}) f1<k')
Xz(k? + 1) _ a921 QA29 ... QAgp Xg(k’) n fg(k?)
Xo(k+ 1) o s e ) \ X () £.(k)

De entre este tipo de sistemas, el mas frecuente es el que consiste en dos ecuaciones y dos
variables, luego para los sistemas con mayor niimero ecuaciones y variables, el procedimiento
a seguir es similar.

{ Xl(k + ].) = CLHXl(]{?) + a12X2(k> + fl(l{?)
Xg(k’ + ]_) = a21X1(k:) + CLQQXz(k') + fz(k’)

Para hallar la solucién a este tipo de sistemas, este se debe intentar expresar como una
ecuacion en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Por lo cual, de
la primera ecuacién si kK = k + 1 se tiene que:

Xi(k+2)=anXi(k+1)+apXe(k+1)+ fi(k+1)
luego reemplazando la segunda ecuacion en esta, se obtiene
Xi(k+2) = anXi(k + 1) + a12(an X1 (k) + anXo(k) + fo(k)) + fi(k+1)
Xi1(k+2) = anXq(k+ 1) + arpa01 X1 (k) + a12a22 X (k) + arafa(k)) + fr(k + 1)

Ahora para que la ecuacién quede en funcion de X, en la primera ecuaciones se despeja
el termino a2 Xs(k) asi

a12Xo(k) = X1(k+ 1) — an X1(k) — fi(k)
sustituyendo
X1(k+2) = a1 X1 (k+1)+ai2a01 X1 (k) +agn (X1 (k4+1)—an X1 (k) — f1(k)) a2 f2(k))+ f1(k+1)
y sacando factor comun, se obtiene
Xi(k+2) = (a1 + ag)X1(k+ 1) + (a12a21 — agaqr) X1 (k) — aga fi(k) + arnfo(k) + fi(k + 1)

la cual es una ecuacion lineal de segundo orden.
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Ejemplo 4.8. Encontrar la solucion del sistema

X(k+1)=4X(k) - Y (k) (1)
{ Y(k+1)=2X(k) +Y (k) (2)

de la ecuacion (1) se tiene que:
X(k+2)=4X(k+1)-Y(k+1)
reemplazando (2) en (1).
X(k+2) =4X(k+1) — 2X (k) — Y (k)
ahora despejando Y (k) en (1)
Y(k)=4X(k) — X(k+1)

X(k+2)=4X(k+1)—2X(k) —4X(k)+ X(k+1)

reduciendo

X(k+2)—5X(k+1)+6X(k) =0

la cual es una ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes, la
ecuacion caracteristica es:
r?—5r+6=0

las raices son r = —3 y r = —2 son raices simples, luego la solucion general esta dada por
X(k) = e1(—3)" + ea(—2)"
para Y (k) entonces,
Y(k’) = 401(—3)k + 402(—2)k - Cl(—3)k+1 - CQ(—Q)IH_l
Y (k) = 4ei(=3)F 4 dea(—2)" — e1(=3)(=3)F — cp(—2)(—2)*
Y (k) = 4c1(=3)7 4 4o (—2)F + 3¢, (—3)F + 2¢o(—2)"
Y (k) = Tey (=3)% + 6¢y(—2)"

Ahora si se impone el nimero adecuado de condiciones iniciales, hay una tnica solucién
del sistema. Si se cambia las condiciones iniciales, la solucién cambia. Esto gana relevancia
en los modelos de ecuaciones en diferencia debido a que por ejemplo en una economia que
evoluciona segiin una cierta ecuacion en diferencias o segin un sistema de ecuaciones en
diferencias. dependiendo de las condiciones iniciales que se tomen, estas tendran un efecto
directo en la solucién del modelo en un tiempo k.
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4.4. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Definicién 4.9. Un sistema diferencial lineal con coeficientes constantes de n ecuaciones y
n variables, es una expresion que podemos escribir matricialmente de la siguiente formas:

T apy Q2 ... Qip T1 fl (t)
T - Q21 Q22 ... Q2 yop) f2(t)
:tn an1 QAp2 ... Qpp T fn (t)
Ty
T

Donde el vector de derivadas es X =

Ty,
I
. L2
El vector de variables X =
L,
@11 Q12 ... Qin
a a ... Qop
la matriz A = _21 - ) 2
Ap1 Ap2 ... QApp
fi(t)
fa(t
Y el vector funcién es F'(t) = ( )
fa(t)

Luego el sistema de EDO puede representarse de la forma matricial:

4.5. Solucién de sistemas lineales homogéneos de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes constantes

Sea X = AX + F F es el vector del factor de las perturbaciones de las ecuaciones. En el
caso que F' = 0 tenemos el sistema homogéneo dado por:

X = AX
Como AX = AX esta Edo tiene por una solucién de la forma:

dX
— =X
dt
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X
d—:/\dt

X
dX
— = [ A\dt
/5=]
In|X|=M+k
X — 6)\t+k
X (t) = ket
Esta solucién se verifica .
X =AX
como
X(t) = ket
entonces

AeeM = Ake

igualando a cero

AKeN — \KeM =0

MA = MK =0
De aqui si K = 0 la solucién es trivial, entonces
[A=XI]=0
De aqui que la ecuacién caracteristica es:
det([A—M]) =0

donde X son los auto-valores y K son los auto-vectores
Los casos que dan de la ecuacion caracteristica son:

= Eigen valores reales diferentes
= Figen valores reales iguales

= Eigen valores complejos.
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Adems4s
dX(t)

dt
Donde %t(t) es la derivada de X () respecto al tiempo.
La solucion de la ecuacién diferencial es:

dX (1)
dt

| S - [

X(t) — At+c — eAtC

— AX(1)

= AX(1)

cuando t =0, Xy = ¢, por lo tanto la solucion es
X(t) = €AtX0

si A es diagonalizable entonces A = P~'DP, donde P es la matriz propia, invertible, y D
una matriz diagonal con los autovalores en su diagonal principal.

A" =P 'D"P

donde

como

2,2 313
1+t)\1+%+%_‘_... 0 0
' ' £33

242
Dt __ 0 1—|—t)\2—|—%-|— 3 4o 0

33
3!

0 0 O T V. -4
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0 et 0
oDt — .
0 0 et
por tanto la solucion
eMt 0 0
ooe o
X(t)=Pr" : o : PXy
0 0 etnt
Comentario 4.10. Sea M, .,(R), |- || v [|A|| = sup||Az]|, ||A]] = 1, la aplicacién

© 1 Mpysn(R) = M,y (R) definida como ¢(A) = PA es continua debido que,

(A1) G(A)] = [PAy — PAs|| = [P(A; — Ay)]| < [|P][|As — A

luego d(¢p(A1), p(As)) < || P||d(Ay, Ag) por tanto ¢ es continua, andlogamente ¢(A) = AP
asi

Ejemplo 4.11. Solucionar el sistema de EDO.

{ t=z+y (1)

y=3r—y (2

otra forma de solucionar el sistema de ecuaciones lineales es despejando de la ecuacion (1)

Yy=o—x
al derivar

y=1I—1x
sustituyendo en la ecuacion (2)

y=3r—y

3r—y=2—2a
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3r—(t—z)=0F—1

resulta una EDO de segundo orden con coeficientes constantes

T—4x =0
luego
?—4=0
(r—=2)(r+2)=0
las raices son r = 2 y r = —2 reales distintas

la solucién para la primera variable es:

x(t) = c1e?t + coe

para calcular la otra solucién o y(t) sustituimos la solucién de z(t) en la ecuacién que
esta despejado y(t),
es decir
Yy=I—1x
y(t) = 2c1e® — 2c0e™* — c1e® — cpe™
De donde se obtiene la solucién para y(t).

y(t) = cre** — 3cge™

luego la solucién general del sistema es:

ORI HER P

Ejemplo 4.12. Resolver el sistema EDO.

{:t':6x—y (1)
y=>5r+4y (2)

Primero lo representamos en forma matricial

X = AX

se tiene que

|A—N|=0
6-A -1
U5
(6—A\)(4—X\)+5=0
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A2 —100+29=0

los valores propios son:

para hallar el vector propio asociado al auto-valor Ay =5 + 2¢
[A—XN]k=0

e Gl

e

como se puede apreciar que el sistema es linealmente dependiente, por tanto resolviendo el
sistema se obtiene que
ko = (1 —2i)ky

el vector queda de la forma

1= [Zj - [(1 —kéi)kl] =k [1—122'] - [1—121] con k=1

para el hallar el valor propio asociado al valor propio Ao =5 — 2¢
[A—M]k=0

C

142 -1 ki |0
5 —1+2i| [ko| |0
como se puede apreciar que el sistema es linealmente dependiente, por tanto resolviendo el

sistema se obtiene que
ko = (1+ 2i)k;

el vector queda de la forma

— kl o kl o 1 B 1 -
Ky = [/{2} B {(1+2i)k1} =k {1+2@} = {1—1—2@} con k; =

Luego la solucién general del sistema es

X(t) = KjeMt 4 Kye?!
T _ 1 (5+2i)t 1 (5—2i)t
M_[uzz}e T2 €
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Capitulo 5

Aplicaciones

Ejemplo 5.1. Suponga que usted deposita 1000 délares en un banco al 12 % anual. Si los
intereses se calculan una vez al ano, usted obviamente tendria 1120 al cabo de un ano. El
problema es determinar cuanta plata tendria usted en el banco si los intereses se calculan
cada 6 meses.

Por ejemplo. En este caso, en el segundo semestre no solo habra que calcular el interés
sobre el monto inicial de 1000, que seria de 60, al igual que en el primer semestre, sino que
ademas habréa que calcular el interés sobre los 60 obtenidos en el primer semestre.

Dicho de otra forma, la tasa de interés semestral es %% = 6 %. Sin embargo, al capitali-
zarse los intereses, al cabo de un ano usted tendria

X (2) = 1000(1 + 0,06)* = 1123,6

En términos generales, si los intereses se calculan n veces por ano, al cabo de un ano usted

tendria:
0,12\
1000 | 1+ —
n

donde n se fija en el nimero de periodos por ano ya sea bimestre, trimestre o semestre. N
es el nimero de periodos a calcular, El cuadro siguiente muestra lo que ocurriria con su
depdsito al cabo de anos, esto es, para distintos valores de N con periodos semestrales es
decir donde n = 2.

Se puede ver que si el interés se calcula en forma continua, usted tendria 1127, 4 al cabo
de un ano, este valor corresponde a:

0.12\"
lim (1000 (1 + —) ) = 1000e%12

n—00 n
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Resultados
t | x(t) continuo | X(n) discreto
0 meses 0 0
6 meses 1061.8 1060
1 ano 1127.4 1123.6
7 anos 2316.36 2260.9
7.5 anos | 2459.60 2396.55
15 anos 6049.64 5743.49
15.5 anos | 6423.73 6088.1
24.5 anos | 18915.8 17377.50
25 afios 20085.5 18420.15

Cuadro 5.1: Tabla comparativa

Ejemplo 5.2. El sistema dindmico de un cuerpo que se deja caer esta modelado por:

dv c
- — — —
dt g m

Velocidad modelada en tiempo continto:
_gm

v(t) T (1 — e_(i)t)

Velocidad modelada en tiempo discreto:

U(tg1) = v(ty) + [9 - %’U(tk)} (L1 — ti)

Si un cuerpo de masa con una de 58 kg se lanza desde desde un puente. Calcular la velocidad
hasta 15 segundos con incrementos en el tiempo de 0.2. Considere que el coeficiente de
resistencia es igual a 12.5 kg/s.

asf con g = 9,8m/s*, m = 58kg, ¢ = 12,5kg/s, se tiene.

Ejemplo 5.3. Sean X (k) e Y (k) el nimero de individuos de dos poblaciones de animales
en el mes k, que conviven en un ecosistema en el que realizamos un control cada mes.
Supongamos que inicialmente tenemos X (0) = 150 e Y (0) = 325, y que el desarrollo de la
convivencia esta gobernado por el sistema de ecuaciones en diferencias,

Y(k+1)=—X(k)+2Y(k)+3
tomando a Xl(k> = X(k), XQ(k) = Y(k?), [ 3, 19 = —1, 91 = —1, 99 = 2, f1<k) = 1,
fa(k) =3.

{ X(k+1)=3X(k)—Y(k)+1
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Resultados
t v(t) continuo | v(t) discreto
0 0 0
0.2 | 1,918359053 | 1.96
0.4 | 3,755786952 | 3,83731211
1 8,815912582 | 9,007275584
1.2 | 10,36234857 | 10,58727935
10 40,20255872 | 41,07521737
10.2 | 40,42486432 | 41,30234846
14.8 | 43,599187 44 54557471
15 43,67819667 | 44,62629941

Cuadro 5.2: Tabla comparativa

la ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes constantes es
X(k+2)=5X(k+1)—5X(k)—4
las raices de la ecuacién caracteristica de su ecuaciéon homogénea son:

EESYS]

A
2

dando lugar a la siguiente solucién general de la ecuacién homogénea

X(k)=a (5 +2\/3> + ¢ (5 _2\/5>

Para encontrar una solucion particular de la solucion completa, al ser el término indepen-
diente una constante, ensayamos con X (k) = a. Sustituyendo en la ecuacién de segundo
orden.

a—>5a+da=4=a=—4

la solucién general de la ecuaciéon completa sera

X(k)=¢ <5+2\/§> + ¢ (5 _2\/5> —4

Ahora, se sustituye en la primera de las ecuaciones del sistema

Y(k)=-X(K+1)+3X(k)+1
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o (S () () -

Para encontrar los valores de ¢; y ¢, imponemos las condiciones iniciales, X (0) = 150 e

Y (0) = 325 ) )
X(0) = (5 +2\/5> + e (5 _2\@) —4

(5 (552
X(O):Cl+02—4:150
{ Y (0) = (1*;5) e+ (%5) o — T =325

sistema de ecuaciones lineales que tiene por solucién ¢ = 77 — 45v/5, ¢, = 77 + 5145v/5, En
consecuencia, la solucién particular para estas condiciones iniciales es:

X (k) = (77 — 45V/5) <5+\/5> + (77 4 5145V/5) (5 _2\/5> —4

Y(k) = —C (5 i \/g> —C2 <5 _2\/5> +4+301 <5 +2\/5> +3CQ (5 _2\/5) —12+1

por lo tanto

2

Y (k) = (151 — 61V/5) (5 +2‘/5> + (166 — 64v/5) (5 _2\/3) —7
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Ejemplo 5.4. Resolver el sistema EDO.

{:i;:(ax—y (1)
y=>5x+4y (2)

Primero lo representamos en forma matricial

X = AX

se tiene que

|A—\|=0
6-X -1
5 2]
(6—MN)A—X\)+5=0

A2 —100+29=0

los valores propios son:
A =b+2 Ao =5—2i

para hallar el vector propio asociado al auto-valor \; =5+ 2¢
[A—N]k=0

R AR

5 ] =l

como se puede apreciar que el sistema es linealmente dependiente, por tanto resolviendo el

sistema se obtiene que

el vector queda de la forma

K= [Zj - [(1 —%z’)/ﬁ] = ki {1—122} - {1—122} con k=1

para el hallar el valor propio asociado al valor propio A =5 — 27
[A—M]k=0

T etw
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142 -1 ki |0
5 —1+2i| |ko| |0
como se puede apreciar que el sistema es linealmente dependiente, por tanto resolviendo el

sistema se obtiene que
ko = (14 2i)ky

el vector queda de la forma

_ kl o kl - 1 B 1 -
Ky = [/{2} B {(1+2i)k1} =k {1+2@} = {1—1—2@} con k; =

Luego la solucion general del sistema es

X(t) = KM + Kye'

T 1 ) 1 ,
— (5+20)t (5—2d)t
M [1 - 21'] et [1 ¥ 2@] ¢
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Fadio =r %

Tangue 3

-

Hh‘JjS =r

Figura 5.1: ilustracion

Ejemplo 5.5. Dado tres tanques cuyos volumenes estan dados por V; = 40, V5, = 60, V3 = 80
y 7 = 12 galones/minuto y las cantidades iniciales de sal en los tres tanques de salmuera en

libras son:

.171(0) = 20, JZQ(O) = 10, 5(73(0) =0
Hallar la cantidad de sal en cada uno de los tanques en cualquier instante de tiempo. Las
concentraciones de sal en cada uno de los tanques estan regidas por el sistema de ecuaciones

diferenciales:

con 19
T
== =03
1 ‘/1 40 3
r 12
by = — = = =02
2 ‘/2 60 )
r 12
hy=— == =015
3 ‘/3 30 )

sustituyendo en el sistema de EDO

dery __
i —0,31’1

L2 — 0,321 — 0,225

L3 = 0,225 — 0,153



dzy -03 0

pr 0 T
2 1= 03 -02 0 Ty
& 0 02 -0,15 T3
de aqui que [A — AI| =0
—0,3—AX 0 0
0,3 —02—-AX 0 =0
0 0,2 —0,15 — A
luego los autovalores
-1 -3 -3
AM=— Ag=— = —
L T T DY)
si /\1 = _?1
—-0,3 — (_?1) 0 0
(A=) = 0,3 —-0,2 — (%1) 0
0 0,2 —0,15 — (
de aqui se tiene
-1
1007
3
— =0
10
1 1
b+ —c=0
5' " 30¢
solucionando el sistema se obtiene el autovector
0
v = _Tl
0
si )\2 = I_O
—0,3—(32) 0 0
(A=) = 0,3 —0,2 — (32) 0
0 0,2 —0,15 — (
de aqui se tiene
3 1
el —h=
10T =0
1 3
b+ o=
5" 50¢
solucionando el sistema se obtiene el autovector
i3
Vo = %
1



Si)\gz;g

20
—-0,3—(32) 0 0
(A=) = 0,3 —-0,2 — (5—3) 0
0 0,2 —0,15 — (32)
de aqui se tiene
-3
207
3 1
—a——b=0
10 20
1
-b=0
5
solucionando el sistema se obtiene el autovector
0
V3 = 0
1
por tanto la solucién general es
Ty = cuieMt + cuee™?t + 03v36)‘3t
0 -1 i -3 0 -3
z(t) = %1 es 4 ¢y %3 el +c5| 0 |ex?
0 1 1
lo que equivale a las ecuaciones:
1 _
T = ZCQ@ 13
1 - 3 -
l’g(t) = _cheTlt + _10267170%

2t T3¢ 53t
x3(t) = 165 '+ e’ 4 cze

aplicando las condiciones iniciales

21(0) =20, x5(0) =10, 25(0) =0

15 !
= —C
4 2
1 3
10 = —ZCl — ZCQ

0261+C2+63

solucionando el sistema anterior se tiene

C1 = —280 Cy = 80 C3 = 200
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sustituyendo en la solucion general obtenemos
-3
1 = 20eT0!

2o(t) = T0e 5! — 60e” 0
23(t) = —280e5 ' + 80eT0 ! + 200e "
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Capitulo 6

Aportes

6.1. Equilibrio y estabilidad

Es importante saber si unos cambios pequenos en las condiciones iniciales tendran una
gran influencia en el comportamiento de la solucién para valores grandes de k o al contrario
el efecto se disiparda cuando k tiende a infinito. En este ultimo caso, se dice que el sistema
es estable.

Por otra parte, si cambios pequenos de las condiciones iniciales conllevan diferencias
significativas en el comportamiento de la solucién a largo plazo, se dice que el sistema es
inestable.

6.1.1. Equilibrio y estabilidad de ecuaciones en diferencias de pri-
mer orden

Consideremos la e. d. lineal de primer orden con coeficientes constantes.
X(k+1)—aX(k)=10 a,b € R

Para encontrar la solucién a la ecuacién homogénea X(k + 1) — aX (k) = 0 se procede
definiendo el polinomio caracteristico, en este caso r —a = 0 asi r = a es la raiz por lo tanto
la solucién es X, (k) = cya”.

Para obtener la solucién de la ecuacion completa debemos distinguir dos casosaa =1y

a#1

» sia# 1, sea X,(k) = c la solucién particular, sustituyendo en la ecuacién X (k + 1) —
aX (k) = b se obtiene que:

Xp(k+1)—aXy(k)=c—ac=0

luego




Por lo tanto la solucién general es:

X(/{Z) = Xh(k’) + Xp(k‘) = ClCLk +c

X(k) = cia® +

1—a

» sia =1, la solucién homogénea es Xj,(k) = ¢;1*¥ = ¢, y por otro lado debemos probar
con X,(k) = ck como solucién particular, sustituyendo en la ecuaciéon X (k + 1) —
aX (k) = b se obtiene que:

Xp(k4+1)—(1)Xp(k)=ck+1)—ck=c=b

luego
X(/{) =+ bk

Si se considera conocida la condicién inicial X (0) = X, se tendria que
sia#1; X(0) =ca®+ & = + & = X luego

b
= Xy —
€1 0T T,
sia= 1, X(O) :C1+b(0> = C :X(]
Xo+ kb st a=1
X(k)_{ (XO—ITZ’Q)ak—l—lTba si a#1
Si, para a # 1, consideramos el caso de que X, = %, entonces X (k) = Tba Vk, es
decir que X (k) permanecerd constante en ese valor. entonces a X*(k) = 2 se le llama

punto de equilibrio o punto estacionario (también se le llama estado de equiliabrio o estado
estacionario).

En general, para buscar el punto de equilibrio de una ecuacién, se sustituye X (k) = X* Vk
en la mencionada ecuacién, asi

X' —aX"=b= X"=

1—a

Se dice que un punto de equilibrio es estable cuando la solucién converge hacia el estado
de equilibrio cuando k tiende a infinito.

En la solucion general X (k) = c;a* 4+ &, se tiene que X (k) — 1= = ta*,
X (k) — X* = cia”® por tanto el punto de equilibrio serfa estable cuando c;a* tiende a cero
cuando k tiende a infinito, por lo tanto se debe estudiar el caracter de a*.

k

» sifal < 1,—1 < a < 1, entonces a® — 0 cuando & — oo y serfa estable, pero se

distinguen dos casos:
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1. si0 < a < 1 entonces X (k) converge mondtonamente hacia el estado de equilibrio.

2. si —1 < a < 0 entonces X (k) tiene fluctuaciones de amplitud decreciente hacia el
estado de equilibrio. Se les llama oscilaciones amortiguadas.

» sila| >1,a<—1Ua > 1 entonces a* — oo cuando k — oo por lo tanto X (k) se aleja

del equilibrio, excepto cuando Xy = ﬁ se distinguen dos casos:

1. si a > 1 entonces X (k) — oo y se dice que X (k) diverge del estado de equilibrio.

2. si a < —1 entonces X (k) tiene fluctuaciones de amplitud creciente alrededor del
estado de equilibrio. Se les llama oscilaciones explosivas.

Comentario 6.1. El caracter de k solo produce un efecto escala, pero no cambia la confi-
guraciéon basica de la trayectoria temporal.

Por otra parte, la solucién particular es constante para el caso a a # 1 por lo cual no
afecta a la convergencia o la divergencia, lo que afecta es el nivel respecto del cual se estudia
la convergencia o la divergencia.

Para el caso a = 1, como X (k) = X, + bk, es claro que no alcanzara nunca el estado de
equilibrio.
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6.1.2. Diagrama de Cobweb.

Los modelos dinamicos discretos pueden comportarse de manera sorprendente. Algunas
veces una sucesion obtenida del sistema dinamico lineal discreto tiende directamente al punto
de equilibrio. En otras ocasiones saltan alrededor de él, con saltos cada vez mas pequenos
hasta tender al punto de equilibrio, o por el contrario los saltos son cada vez mas grandes y
no tienden al punto de equilibrio.

La construccién del diagrama de Cobweb consiste en dibujar las graficas f(x) y g(z) =z
considerar el punto x(0) en el eje de las abscisas. A continuacién evaluar f, f(x(0)) = z(1)
y obtenemos el punto (z(0),x(1)). El préximo paso es trazar una linea horizontal desde el
punto (x(0),z(1)) hasta que corte a la recta g(x) = z en el punto (z(1),z(1)). Calculamos
x(2) = f(x(1)) y se repite sucesivamente este proceso.

Este proceso se puede simular en el software Geogebra el cual es una plataforma gratuita,
que tiene muchas opciones que nos pueden ayudar como herramienta didactica para un mejor
andlisis y comprensién de un problema de sistemas dinamicos dado.

El primer paso para construir el diagrama de cobweb consiste en declarar una funcién
f(z) la cual esta definida segiin el sistema dinamico que estemos analizando de la forma:

w(k+1) = f(x(k))

Luego se declara un punto A = (z(0),0) donde x(0) es el valor inicial de dicho problema a
resolver, y por ultimo se escribe la funcién identidad g(x) = z. el modelo programado en
Geogebra es descrito en las siguientes ilustraciones, el cual estd disenado hasta 10 iteraciones
con las cuales son suficientes como para observar de buena forma las érbitas del sistema
descritas por el diagrama de cobweb.
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@ f(x) = :
O A=(20 :
@ g(x) = x :
+ Entrada

Figura 6.1: para x(k +

C

e

b

B
(A, FO(AD) | (y(AT), y(AT)
(x(C1), fx(C1))) (y(A2), y(A2)
(x(C2), f(x(C2))) (y(A3), y(A3)
(x(C3), f(x(C3))) (v(A4), y(A4)
(x(C4), f(x(C4))) (y(A3), y(A3)
(x(C5), f(x(C5))) (y(AB), y(AB)
(X(C8B), fx(CE))) (YIAT), y(AT)
(x(CT), fx(C7))) (y(AB), y(A8)
(x(C8), f(x(C8))) (v(A9), y(A9)

1) = a2(k), f(x) = ? y 2(0) = 2

c D E
(x(B1),0) Segmento [A A1] Segmento [A1, B1]
(x(B2), 0) Segmento [B1, A2] Segmento [A2, B2]
(x(B3), 0} Segmento [B2, A3] Segmento [A3, B3]
(x(B4), 0) Segmento [B3, Ad] Segmento [A4, B4]
(x(B9), 0) Segmento [B4, A5] Segmento [AS, B5]
(x(B6), 0) Segmento [B5, AB] Segmento [AG, B6]
(x(B7), 0) Segmento [BE, A7T]| Segmento [A7, B7]
(x(B8), 0} Segmento [B7, A8] Segmento [AS, BE]
(x(B9), 0) Segmento [BE, A9] Segmento [A%9, BY]

(x(C9), f(x(C9))) (v(A10), y(A1(x(B10), 0) Segmento [BI, A10] Segmento [A10, B10]

Figura 6.2:

para 10 Iteraciones
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Figura 6.3: Diagrama de Cobweb para f(x) = 0,8z + 1000 y x(0) = 0,8.

Ejemplo 6.2. » Haciendo uso de Geogebra vamos a calcular y dibujar z(0), z(1), ..., para
el modelo z(k 4+ 1) = 0,80z (k) 4+ 1000 y el valor inicial z(0) = 500. El modelo anterior
podemos escribirlo como x(k+1) = f(x(k)), k =0, 1,2, ..., donde f(x) = 0,802+ 1000.
Esta es una buena manera de representar a nuestro modelo porque la funcién f(z) nos
describe como la poblacion, en cada ano estd determinada por la poblacién en el ano
anterior.

» Los dos gréficos f(x) = 0,8z + 1000 y g(z) = z se cortan en el punto z* = 5000. Este
punto se llama punto de equilibrio ya que la poblacién en los préoximos anos serd la
misma que la poblacion actual.

£(5000) = 0,8 x 5000 + 1000 = 5000
Podemos encontrar este valor también de manera algebraica
f(x) =2 = 2 =08z + 1000 = = = 5000

La figura 6.3 muestra como se determina graficamente al punto de equilibrio. En este
ejemplo se puede encontrar exactamente cual es el punto de equilibrio pero hay casos en los
que por este metodo solo se puede hacer una aproximacion al punto de equilibrio.
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Ejemplo 6.3. Consideremos el sistema dinamico discreto no lineal de May
z(k+1)=ax(k) (1 —z(k)), a>0, k=0,1,2,..,
podemos encontrar sus érbitas y puntos de equilibrio haciendo uso del software Geogebra.

= Alresolver f(z) = ax(1—z) cuando f(z) = x se obtienen los puntos z* =0y 2* = 1— 2
luego f'(x) = —2ax + o Por tanto,

= El puntos #* = 0 es asintéticamente estable si

1f(0)=la<l=0<a<l

= El puntos * =1 — é, sera estable si

|f’(1—$)\:]2—a\<1=>1<a<3
Graficamente con Geogebra se obtienen los respectivos diagramas de cobweb para cada punto
de equilibrio segun se tome « para una valor inicial de z(0) = 0,8 en el sistema de May.
Por su puesto que segin el valor que tome «, y el del valor iniciar x, el diagrama de
Cobweb muestra trayectorias diferentes segin estos datos, dependiendo de los requisitos que
deba tener a en el modelo de May para que este alcance un punto de equilibrio. puede que
existan valores para a provoque que este sistema se comporte de forma cadtica es decir sin
un patréon definido, este tipo de sistemas seran estudiados méas adelante, por lo cual mas

tarde podriamos regresar de nuevo a este ejemplo de cuando o« =4 y xg = 0,8.

LX



05 2
Fd
/
/s
0.4 ¥
7’
F
Fd
0:3 s
Fd
g
Fd
v
02 r
r

0:1

._T 0 o'z 03 0l4 05 07 ols 0lg
g
N4

Figura 6.4: Diagrama de Cobweb para f(z) = 0,92(1 — x) y x(0) = 0,8.
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Figura 6.5: Diagrama de Cobweb para f(x) = 2,5z(1 — z) y 2(0) = 0,8.
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Figura 6.6: Diagrama de Cobweb para f(z) = 3,3z(1 — z) y z(0) =
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Figura 6.7: Diagrama de Cobweb para f(z) = 3,52(1 —x) y x(0) = 0,8.
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Figura 6.8: Diagrama de Cobweb para f(x) = 4z(1 —z) y x(0) = 0,8.

Se obserba que si @ = 2,5 el punto de equilibrio son X (t) — 0,6, o bien, en el caso
a = 3,3 los puntos de equilibrio son X (t) — 0,823 y X (t) — 0,479.

6.1.3. Equilibrio y estabilidad de ecuaciones en diferencias de or-
den n

El estudio de modelos dinamicos en economia es importante dado que permite eliminar la
hipétesis (estética) de que el proceso de ajuste es instantaneo e inevitablemente da lugar a un
equilibrio. En un contexto dinamico, esta propiedad de estabilidad tiene que ser comprobada
y no puede ser asumida a priori.

En lo que sigue consideraremos que el tiempo k = 0,1, ... es discreto. Una funcién
X : N — R"™ dependiente del tiempo es simplemente una sucesion de vectores de n dimen-
siones

XO7 X17 X27

Si cada vector esta relacionado con el vector previo por medio de una aplicacién
f:R" — R" de la forma

X(k+1) = f(X(k), k=0,1,..

entonces estamos ante un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden. En la si-
guiente definicion se generaliza a sistemas con un mayor periodo de retraso y que pueden
incluir k£ explicitamente.
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Definicién 6.4. Un sistema de ecuaciones en diferencias de orden n es una expresion de la
forma

Xk+n)=f(X(k+n-1),...,X(k),k) k=0,1,..,
donde cada X (k) e R*y f: R" x R" x [0,00) — R™. El sistema es:
= auténomo, si f no depende de k
= lineal, si la aplicacién f es lineal en las variables X (k+n —1),..., X (k)
= de primer orden, si k = 1.

Definicién 6.5. Una sucesién Xy, X, Xy, ... obtenida mediante la recursién X (k + 1) =
f(X(k)), k=0,1,..., con valor inicial Xj es una trayectoria u érbita del sistema dindmico
con origen en Xj.

Notacién 6.6. Escribiremos z(k) en lugar de X (k) si la variable X (k) es un escalar.

Notacién 6.7. Dada una funcién f : R* — R", f*¥ denota la composicién de f con ella
misma k veces, es decir, f! = f, f2 = fo fy, en general, f¥ = fo f*! para k = 0,1, ...
También definimos f° como la funcién identidad, f(X) = X.

Definicién 6.8. La expresién f*(z), es la solucién general o flujo de los sistemas dindmicos
discretos. Permite conocer el estado del sistema en cualquier instante a partir de su posicién
inicial.

Observacion 6.9. En el caso particular de sistemas dinamicos discretos lineales o e. d. lineal
de primer orden, la funcién f es del tipo f(z) = mx + b, y estamos interesados en puntos de
equilibrio del sistema dindmico discreto. Aquellos puntos z tales que f(x) = z. Estos puntos
se llaman de equilibrio.
r=mx+b
. b
¥ = —— para m # 1
1—m

al ser este unico entonces para cuando m = 1 la ecuacion nunca alcanzard el estado de
equilibrio.

Observacién 6.10. Se considera la ecuacion en diferencias de segundo orden
z(k +2) = g(x(k + 1),z(k)). Si definimos y(1,k) = z(k + 1), y(2,k) = x(k), entonces
y(2,k+1)=xz(k+1) =y(1,k) y obtenemos el sistema de primer orden dado por:

Denotando Y (k) = (y(é’ Z;) LY (R)) = (g(Y<K))), el sistema puede reescribirse en la

forma:



Ejemplo 6.11. La ecuacién de segundo orden z(k + 2) = 4x(k + 1) + 2%(k) + 1 puede
reducirse al sistema de primer orden

Gk sn) = (")

Teorema 6.12. Sea el sistema auténomo de primer orden X (k + 1) = f(X(k)) para el que
existe un subconjunto D tal que para todo X € D, f(X, k) € D. Entonces, dada cualquier
condicién inicial Xy € D, la sucesién X (k) estd dada por

X(K) = f*(Xo)
Demostracion. La prueba es inmediata observando que
X(1) = f(Xo)

X(2) = f(X1) = f(f(Xo)) = [*(Xo)

X (k) = f*(Xo)
0

El teorema proporciona el valor actual de X, X (k), en funcién de la condicién inicial,
Xo. Aunque esto es interesante, muy a menudo la expresién X (k) = f*(X;), es meramente
formal, puesto que f* no es facilmente computable. En estos casos, nos interesa mas conocer
el comportamiento de Xt en el largo plazo, es decir, conocer el limite (si existe)

lim (f*(Xo))

k—o0

Generalmente es mds til estudiar este limite que obtener una expresién analitica de X (k).
A pesar de todo, existen casos donde la solucién puede encontrarse explicitamente y que
permiten un estudio detallado del limite anterior. si el limite existe limy_,o f¥(Xo) = X, f
es continua, entonces

X0 = f (Jim (X)) = Jim 74 (Xp) = X°

Por tanto, el limite X° resulta ser un punto fijo de la funcién f. Esta es la razén por la que
los puntos fijos de f juegan un papel muy relevante en el estudio de los sistemas dindmicos.

Definicién 6.13. Un punto X° € D es un punto fijo del sistema dindmico definido por f si
comenzando desde X°, X (k) = X, es una solucién: si Xo = X entonces

X(k)=X" k=1,2,..

teniendo en cuenta que X° es también un punto fijo de la aplicacién f.
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Comentario 6.14. Otras denominaciones para punto fijo son: equilibrio, punto estacionario,
o estado estacionario.

Observacién 6.15. En las definiciones siguientes, || X — Y| denota la distancia Euclidea
entre los vectores X = (x1,...,2,) e Y = (Y1, ..., Yn)

IX =Yl = V(21 —91)? + o+ (20— yn)?
Ejemplo 6.16. Sean X = (1,2,3) e Y = (3,6,7), entonces
IX—Y]=v/0-32+02-62+(B3-72=36=6

Definicién 6.17. » Un punto fijo X° es estable si para cualquier estado inicial X, sufi-
cientemente préximo, la trayectoria asociada X (k) existe y permanece préxima a X°,
es decir, para cualquier € > 0, existe d(e) > 0 tal que si || Xy — X°|| < d(¢), entonces
| X (k) — X°|| < € para todo k.

» Un punto fijo estable X es localmente asintoticamente estable (l.a.e.) si la trayectoria
X (k) con condicién inicial X suficientemente préxima a X converge al punto fijo, es
decir, existe § > 0 tal que si || Xy — X°|| < 4, entonces limy_,., X (k) = X°.

» Un punto fijo estable es globalmente asintoticamente estable (g.a.e.) si cualquier tra-
yectoria generada a partir de cualquier condicién inicial X° converge a dicho punto
fijo.

= Un punto fijo es inestable si no es estable o asintoticamente estable.

Observaciéon 6.18. = Sies globalmente asintoticamente estable (g.a.e.) = es localmente
asintoticamente estable (l.a.e.) = es estable

Si X es estable, pero no lLa.e., entonces X (k) no converge a X°.

Un punto fijo g.a.e. es necesariamente tinico.

Puede haber varios puntos fijos l.a.e.

Si X© es la.e., entonces perturbaciones pequeias alrededor de X decaen y la trayec-
toria generada por el sistema retorna al punto fijo en el largo plazo.

Definicién 6.19. Sea P un entero mayor que 1. Una serie de vectores Xg, X1, ..., Xp_1 es un
ciclo de periodo P (o P-ciclo simplemente) del sistema f si una trayectoria desde X, toma
los valores X, ..., Xp_1 y retorna a X, es decir

X(K+1)=f(X(K), k=0,1,...,P—1, X(P)=X,
Observar que la serie de vectores Xg, X1, ..., Xp se repite periédicamente en la trayectoria,
X(k) = {X07X17 ...,Xp,l, Xo, Xl, --'7XP71, }

Por esta razon, la trayectoria se designa también como un P-ciclo.
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Ejemplo 6.20. z(k + 1) = qx(k)

con ¢ = —1 todas las trayectorias son 2-ciclos, Notar que
la solucién es z(k) = ¢*xg, con (0) = z

o por lo tanto la solucion es

{x(]a —Zp, Lo, —ZLo, }

Ejemplo 6.21. Donde z(k + 2) = —x(k), para encontrar los posibles ciclos de la ecuacién,
primero es necesario escribirla como un sistema de orden 1, para lo que utilizamos

- (S410) - () - v
Sea Xy = (2,4). Entonces
Xy = f(Xo) = (—4,2)
Xo = f(X1) = (=2,—4)
X3 = f(Xq) = (4,-2)
Xy = f(X3) =(2,4)

Por tanto, aparece un 4-ciclo que comienza en Xy. De hecho, cualquier trayectoria es un
4-ciclo.

Definicién 6.22. Para un sistema de la forma
w(k+1) = f(a(k)), k=0,1,2,3,.. (7)

donde ahora la funcion f no es lineal, la situacién es diferente a lo estudiado en la seccién
anterior. Lo que debemos tener en cuenta, es que pueden existir muchos puntos de equilibrio.
En el caso lineal el tipo de punto de equilibrio nos lo daba el parametro m de la recta. En el
caso no lineal el cardcter de cada punto esta determinado por la pendiente de la curva f(z)
en el punto z*, y sabemos que este valor puede determinarse por la derivada de la funcion f
en el punto x*.

Teorema 6.23. Consideremos el sistema dindmico (7) siendo z* un punto de equilibrio
f(z*) = z*. Entonces

» | f/(2*) |< 1 el punto de equilibrio es atractivo, en el sentido de que si zg esta suficien-

temente cerca de z* entonces

lim z(k) = 2"
k—ro0

Algunas veces a un equilibrio de esta caracteristicas se le dice equilibrio estable, ya que
si el sistema se mueve ligeramente del punto de equilibrio, al final retorna al mismo.

Demostracion. O

Ejemplo 6.24.
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Los puntos de equilibrio se clasifican segin el comportamiento de las soluciones con con-
diciones iniciales cercanas a ellos, en puntos de equilibrio atractivos, repulsivos e indiferentes.
En lo que sigue, consideraremos el siguiente sistema dinamico unidimensional

r(k+1)= f(x(k)) f:XCR'xR"

» Puntos de equilibrio atractivos. Sea z* un punto de equilibrio de z(k + 1) = f(z(k)).
Se dice que z* es atractivo si | f/(z*) |< 1

» Puntos de equilibrio repulsivos. Sea z* un punto de equilibrio de z(k + 1) = f(z(k)).
Se dice que z* es repulsivo si | f'(z*) |> 1

» Puntos de equilibrio indiferentes. Sea 2* un punto de equilibrio de z(k + 1) = f(z(k)).
Se dice que z* es indiferente si | f'(z*) |=1

= Punto hiperbdlico. Sea z* un punto de equilibrio de x(k+ 1) = f(x(k)). Se dice que z*
es hiperbdlico si | f/(x*) |# 1

Definicién 6.25. La érbita de x bajo f se define como:

O(f()) = {z, f(x), f*(x), ... fF7 (@), fo(2), ..}

Definicién 6.26. Se dice que z° es un punto periédico o ciclico del sistema dindmico z(k +
1) = f(z(k)), si existe un n tal que f*(z") = z°. Un punto es periddico si su érbita se cierra
vuelve a comenzar por su valor inicial. El minimo entero n tal que f"(z”) = 2°, se llama
orden del punto periddico. En tal caso la érbita

O(f(@")) = {a", f(a), f2(a7), .. 1M (@), .}

recibe el nombre de periodo o ciclo de orden n. Otra forma de verlo es que 2 es punto fijo
de la aplicacion f"

Ejemplo 6.27. si f(z) = sen(x) entonces si 2~ = 0,5
O(f(x")) = {0.5, f(0) = sen(0.5) = 0,47, %(0.5) = sen(sen(0.5)) = 0.46, ..., f*(0.5) — 0, ...

cuando n tiende a infinito la sucesion tiende a 0

si f(x) = < entonces para z” = 2

O ) = {1,/ = 3. () = 1 =2

(o] 7/ .
x  es ciclico de orden 2
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u=2.41

22 @ 4 @ 2
semilla=0.5 18
O -5 ® 5 ®

f(x) =ux(1-x)
O 14

— 241 x(1-x)

Figura 6.9: Vista algebraica

6.1.4. Diagramas de bifurcacién

El modelo discreto de May
X(t+1)=pXt)(1—-X(@1), t=0,1,2,..

Recordar que es la curva logistica, utilizada para estudiar la evolucién de poblaciones en
ecologia. en el ejemplo 1.40. que al variar el valor del parametro, el sistema puede tender a
un solo punto de equilibrio, a dos, a cuatro,..., o bien presentar un comportamiento caotico.

Haciendo uso del software de GeoGebra podemos hacer la simulacién del diagrama de
bifurcacién para la curva logistica el cual se obtiene dibujando en el eje de abscisas los valores
del parametro y en el eje de ordenadas los valores a los que tiende el sistema.

Por ejemplo si p = 2,5 entonces X (t) — 0, 6,(Figura 1.5), o bien, en el caso u = 3,3
entonces X (t) — 0,823 y X (t) — 0,479, (Figura 6.9).

De esta forma al representar la grafica obtenida. Si seleccionamos cualquiera de las zonas
del diagrama de bifurcacion y la ampliamos obtenemos una imagen en la cual. Podremos
comprobar una de las propiedades que definen a un objeto fractal, como es la autosemejanza.

En GeoGebra declaramos el valor inicial, sea X (0) = 0,5, se crea un deslizador numérico
en este caso 2,2 < a < 4 se escribe la ecuacién de May f(z) = ax(l — z). Luego en la
hoja de calculo se escribe en una celda Al lo siguiente = f(X(0)) y en la celda contigua
B1 de hara el punto = («, f(A1)) luego en la celda A2 se escribe = f(Al) y en la celda
B2, = (a, f(A2)) asA sucesivamente en el siguiente ejemplo se hicieron 200 iteraciones para
obtener el diagrama de bifurcacion.
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— A B C
- 1 f(semilla)  (c,f(A1))
2 |=f(A1) (c,f(A2))

3 =f(A2) (c.f(A3))
4 =f(A3) (c.f(A3))
5 =f( Ad) (c.f(A4))
B =f(A5) (c.f(A5))
T
8
9

%
|

Figura 6.10: Hoja de calculo con 6 iteraciones

.08
0.6
04

02

2 22 24 28 23 3 32 34 36 als 4

Figura 6.11: Diagrama de bifurcaciéon para el modelo de May
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En el diagrama de bifurcacién anterior Figura (6.11) se evidencia una de las principales
caracteristicas de un fractal la cual es la autosemejanza y como cuando « se aproxima a 4
el modelo se torna cadtico.
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Conclusion

A lo largo del desarrollo de este trabajo queremos destacar lo ttil que puede resultar
como material de consulta para los estudiantes del curso de teoria de ecuaciones. En este
documento se puede encontrar variados tipos de ecuaciones en diferencia y diferenciales con
sus respectivas soluciones asi también como su comparacion. ademas, tiene como finalidad
mostrar los detalles de todos los resultados realizados por el autor donde se puede ver la
aplicacion de las definiciones y teoremas. Con el objeto de resaltar las diferencias y similitudes
entre las ecuaciones diferenciales discretas y continuas y lo 1til que son a la hora de estudiar
un sistema dindmico.

El principal rasgo en que se diferencian las ecuaciones en diferencias y diferénciales es
que las ecuaciones en diferencias tienen como entrada un nimero entero positivo, es decir
que tiene variable discreta, mientras que las ecuaciones diferenciales tienen como entrada un
nimero real positivo, es decir que tiene variable continua.

Como las ecuaciones en diferencia son ecuaciones conformadas por sucesiones, sus solu-
ciones se pueden hallar de forma iterada, es decir, mediante aproximaciones sucesivas a la
solucion, empezando desde una estimacién inicial. a diferencia de las ecuaciones diferenciales
a las cuales se les puede encontrar la soluciéon de forma directa.

Por otra parte, las soluciones de las ecuaciones en diferencias se alejan mucho de las dife-
renciales cuando los periodos de tiempo son muy grandes, es decir, a medida que las variables
tienden a infinito los resultados obtenidos en determinado periodo son muy diferentes con
ambos tipos de ecuaciones. Para recopilar los datos de iteraciones tan numerosas se puede
hacer uso de Geogebra, el cual, resulta ser una herramienta muy util para el anélisis de las
ecuaciones en diferencias.

Las caracteristicas de las ecuaciones en diferencia nos indica que son propicias para
aplicarlas en campos como la Biologia y Epidemiologia, debido que con estas se pueden
hacer andlisis de crecimiento poblacional y obtener datos mas precisos que con las ecuaciones
diferenciales, puesto que las ecuaciones en diferencia presentan el cambio luego de un periodo
determinado y la ecuaciones diferenciales presentan el cambio de forma continua lo cual
dificulta el estudio de resultados a la hora de hacer un andlisis a una poblacién determinada,
similarmente ocurre con aplicaciones de tipo financiero.

Se puede decir, que los sistemas discretos tienen la ventaja de ser modelos mas ajustados
a la realidad. por esta razén en profesiones como Economia, Ingenieria, Bacteriologa, entre
otras se hace necesario estudiar a fondo este tipo de sistemas, en cambio, los sistemas con-
tinuos son una alternativa para la soluciéon de problemas préacticos que no tienen respuesta
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en sistemas discretos, por lo tanto, se puede permitir encontrar en sistemas discretos nuevas
soluciones comunmente representadas en modelos continuos.
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