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ECUACION DE CONVECCION-DIFUSION POR EL
METODO DE CRANK-NICOLSON

Resumen

En este trabajo resolveremos la ECD, empleando el método implicito de Crank-Nicolson
para la aproximacién numérica de EDPs. Las soluciones numéricas obtenidas entraran en com-
paracion con la solucion exacta y aquellas calculadas por los métodos de Douglas y aproxi-
macion restrictiva de Taylor [3]. Asi veremos cuan eficiente puede ser el método implicito de
Crank-Nicolson para resolver EDPs, asimismo con el método explicito veremos las aproxima-
ciones numeéricas de la ECD y usaremos representaciones graficas donde analizaremos como se
comportan las aproximaciones de las soluciones de los métodos implicito de Crank-Nicolson,
explicito y la solucion exacta en el espacio x y el tiempo t. Un codigo en Octave es desarrollado
para calcular las soluciones numéricas de la ECD.

PALABRAS CLAVE: DOUGLAS, TAYLOR, OCTAVE

Abstract

In this document it will be solved ECD, using the Crank-Nicolson implicit method for
numerical approximation of EDPs. the numerical solutions obtained will have comparisons
with the exact solution and those calculated by Douglas’s method and restrictive approach
of Taylor. Thus we will see how efficient the implicit Crank-Nicolson method can be to solve
EDPs, also with the explicit method we will see the numerical approximations of the ECD
and we will use graphical representations where we will analyze how the approximations of the
solutions of the methods implicit Crank-Nicolson, explicit and the exact solution in the space
x and the time t. A code in Octave it is developed to calculate the ECD’s numerical solution.

KEY WORDS: DOUGLAS, TAYLOR, OCTAVE
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Introduccion

Las ECD son usadas con frecuencia para modelar fendmenos fisicos. Tales como transpor-
te de masa, momento, energia, neutrones, etc. Se trata sin duda de uno de los modelos mas
relevantes de las Ciencias aplicadas e ingenieria, pues intervienen de manera decisiva en la mo-
delizacién y diseno de fendmenos muy diversos como las corrientes marinas, el movimiento del
aire en meteorologia, la aeronautica, entre otros.

Para la soluciéon numérica de las ECD en este trabajo se utiliza el método de diferencias finitas.
A continuacién mencionaremos algunos métodos para resolver ECD: de Richardson presentado
por Lewis Fry Richardson en 1910, de elementos finitos expuesto por Richard Courant en 1943,
de Crank-Nicolson propuesto por John Crank y Phyllis Nicolson en 1947, méas recientemente
la aproximacion restrictiva de Taylor desarrollado por Hassan Ismail et Elsayed M. en el 2007,
entre otros. El método de Richardson hizo posible calcular facilmente una solucién numérica
para la ecuacion de calor pero era numéricamente inestable, la inestabilidad del método de Ri-
chardson no fue reconocida hasta que Crank, Nicolson y otros colaboradores efectuaron largos
calculos numéricos e idearon un esquema de diferencias finitas, que originalmente fue aplicado
a aproximar la solucion de la ecuacién de calor mediante la aproximacion de las derivadas en
el espacio z y el tiempo ¢ [2] .

En sintesis, el método implicito de Crank-Nicolson es numéricamente estable y sélo requie-
re la solucién de un sistema de ecuaciones lineales, en este caso, un sistema tridiagonal en cada
nivel de tiempo.

El propédsito de este trabajo es resolver numéricamente la ECD por el método implicito de
Crank-Nicolson y comparar los resultados numéricos obtenidos con los del método aproxima-
ciéon restrictiva de Taylor, el método de Douglas y la solucién exacta.

1. Preliminares

En esta seccion presentaremos algunos conceptos necesarios para la elaboracion de este tra-
bajo.

1.1. Ecuaciones de Conveccion-Difusion

Muchos problemas fisicos pueden ser modelados analizando los fenémenos de conveccién y
difusién. Por ejemplo, la conveccion del calor, se define como una forma de transferencia de
calor que se caracteriza porque se produce por medio de un fluido que transporta el calor entre
zonas con diferentes temperaturas, por otro lado la difusion se define como la dispersion de las
especies involucradas en el proceso a lo largo del dominio fisico del problema [1].

Las ECD son ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico que en forma 1D, son dadas
por ejemplo como:

@—f‘ @— @ (1)
ot a(?x_ or?

Donde z € (0,b), t > 0, ademas «, 5 son llamados coeficientes convectivo y difusivo, respecti-
vamente.

La estructura de esta ecuacién es de suma importancia, tanto desde el punto de vista fisico
como matematico, ya que forma la columna vertebral de todos los modelos matemaéticos de los



fenomenos de flujo de fluidos. La ECD toma su nombre de las dos contribuciones de flujo y de
sus expresiones matemadticas especificas que reflejan propiedades fisicas muy diferentes [1].

1.2. Método de Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas consiste en la resolucion de la EDP por medio de las apro-
ximaciones a las derivadas con la serie de Taylor, en donde las derivadas de las funciones son
continuas. [5]:

Sean ) .
u(z + h) = u(z) + h'(z) + §h2u”(x) + 6h3u’”(ac) + ... (2)
Y 1 1
w(x —h) = u(z) — h'(z) + §h2u"(x) — ghgu'"(x) + ... (3)
Si sumamos las expresiones (2) y (3) obtenemos,
uw(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + h*u"(x) + O(hY), (4)

donde O(h?) son los términos que tienen potencias de h de orden mayor o igual a 4. Despejando
u”(x) y dividiendo ambas partes de la igualdad por h? obtenemos la aproximacién a la u”(z)
con orden O(h?) expresada como:

~u(x 4 h) = 2u(r) +u(r — h)

u'(z) = 2 + O(h?). (5)

Ahora si restamos las expresiones (2) y (3) y despreciamos los términos de orden h? obtenemos
la aproximacion por diferencias centrales:

w(z —h) —u(x + h) ~ —2hu'(z),

oy u@+h) —ulz—h)
u'(z) 57 : (6)
La ecuacién (6) aproxima la pendiente de la tangente en el punto(z, u(z)) mediante la pendiente
de la recta que pasa por los puntos (x — h,u(x — h)) y (x + h,u(x + h)). También se puede
aproximar la pendiente de la tangente en (z,u(z)) por la pendiente de la recta que pasa por los
puntos (z,u(z)) vy (x + h,u(x + h)), asi generamos la aproximacién por diferencias regresivas.

O por la pendiente de la recta que pasa por los puntos (z,u(z)) y (x — h,u(x — h)), obteniendo
la aproximacién por diferencias progresivas.

x+h)—u(x)
)], ®)

u'(z) ~ u



f(x)lr

u(x+h) [

DIFERENCIAS /
CENTRALES N/

DIFERENCIAS PROGRESIVAS

u(x)
DIFERENCIAS REGRESIVAS

u(x-h) A {

x-h X x+h x

Figura 1: Representacion gréfica de las diferencias finitas, extraido de [5]

Ahora, tenemos la funcién u de las derivadas = y t, entonces si subdividimos el plano z —t en
iguales lados 0x = h y 6t = k mediante lineas paralelas al eje t donde x; = th, parai =0,1,2, ...,
y lineas paralelas al eje x donde y; = jk, para j = 0,1, 2, ..., notamos el valor de u en un punto
P(ih, jk) de malla como:

Up = Uih,jk = Ui

obtenemos de la ecuacién (5)

PPu _u(ih + h, jk) — 2u(ih, jk) + u(ih — h, jk)
ox? ), . h? ’

J

. h? ’

_2 Y
ox ’

<82u) u((i + 1)h, jk) — 2u(ih, jk) + u((i — 1)h, jk)

por lo tanto

Pu\ uli+1,5) — 2u(i,j) +uli —1,5)
(@) N = : (9)

J

De manera similar las aproximaciones en primer orden de la ecuacién (8)

(g_D i+ 1,j})z —u(i, )

(diferencias progresivas) (10)

1,J

. . . ou
por otro lado las aproximaciones en primer orden para — en P son:

ot
1) — s
u ~ ui,j+1) —uli, j) : (diferencias progresivas) (11)
ot ), k
N i — 1
(%) ~ u(i, ) Z(Z’] ), (diferencias  regresivas) (12)
0,3



1.3. Meétodo explicito para resolver la ECD

Para solucionar la ECD de tipo parabdlico, requiere de una formula que exprese un valor
pivotal desconocido en términos de valores pivotales conocidos, para esto usamos la técnica de

ou

diferencias finitas y sus aproximaciones a las derivadas en primer orden con respecto a En y
2

segundo orden con respecto a 922 del problema por medio de la serie de Taylor, por ejemplo
x
sea [2]
ou  0%*u
= 13
ot Ox? (13)

Entonces la aproximacion en diferencias finitas es

Ui — Ui, Uig1,j — 2U5 + Uiy

k h? ’

donde k =t y h = dx, esta ecuacién la podemos expresar como.

U1 = Wi+ 7 (im1y = 2ui5 + Uig) -
Donde r = 720 T oS el parametro de estabilidad denominado C'F'L (Courant-Friedrichs-Lewy)
necesario para la convergencia en la solucién de la EDP. En este caso particular, la estabilidad
ocurre siempre que 0 < r < 3 en [2].

Se analiz6 la forma explicita de la EDP difusiva, es decir, cuando esta no presenta parte con-
vectiva por lo tanto, la ecuacién que describe una ECD estd dada por (1) y la forma explicita
por diferencias finitas progresivas en primer y segundo orden con referencia al tiempo y espacio
respectivamente es:

Yiger = Uij | (um,j — Um) ~ 3 <Ui+1,j — 2uij + Uil,j)
- Y

k h h?

donde k = dt y h = dz, esta ecuacién se puede reescribir asi:

ka kB
Uij = Ui+ = (Uiy1j — i) = ) (Wirrj — 2uij +ui1j),
1 haciend K
uego naciendo r = — THT = —
g 2 ynm n

Ui g1 == Uiy — 1100 (Uigr — ig) + 78 (Uigr — 205 + Uio1)

W1 = Uiy — MU + 710§ + 1 BU 15 — 27 Bug 4 1B,
Wi g1 = P15+ Wi+ T — 2rPug g+ Oy — T,
finalmente obtenemos el modelo explicito por diferencias finitas progresivas para la ECD
Uj j+1 = rﬁui_Lj + (1 +ria— 2’["5) Uy 5 + (Tﬁ - 7"10() Uj41,5- (15)

De manera anéloga se construye el modelo explicito por diferencias finitas centradas, es dado
por:
Ui, j+1 = (7‘106 + Tﬁ) Ui—1,5 + (1 — 27’5) Us 5 + (T‘B — 7’106) Uit1,5- (16)

6



1.4. Meétodo de Crank-Nicolson para resolver la ECD

El método implicito de Crank Nicolson es usado para calcular soluciones numéricas de EDP
2

K . . .7 /7 u :
con mayor estabilidad. En la deiscretizacion de este método reemplazamos —— por la media
x

de sus representaciones en diferencias finitas en las filas de tiempo (j + 1) y j. Asi, de (13) el
método de Crank-Nicolson seria [2]:

k 2

Uil — Wig o L [ W1 41 — 20 541 + Uim1 511 SN 2u; + Ui
h? h? ’

de ahi
k

>~

oz Wit1ger = i + Uicggan + Uiy — 2+ Uim1g)

(i 41 — vij)
si hacemos r = k/h? obtenemos
2ui 1 — 2ui 5 Zr(UWiga e — 2Ui e + i1+ Uiy — 22U + w1 g)

Ahora si despejamos los términos en el tiempo (5 4 1) del lado izquierdo y los términos en el
tiempo j del lado derecho, representamos la ecuacion anterior como:

—TUi—1,54+1 + (2 + 27’)um+1 — TUi—1,54+1 = TUi—1,5 + (2 — 27”)’21,1,]' + TUi41,5- (17)

En la ecuacion anterior, el lado izquierdo contiene tres valores pivotales desconocidos y el
lado derecho tres conocidos. Si hay N puntos de malla interna a lo largo de cada fila de tiempo,
entonces para j =0 e i =1,2,3,..., N obtenemos N ecuaciones para los valores pivotales des-
conocidos a lo largo de los términos de la primera fila de tiempo de valores iniciales y de limites
conocidos, y j expresa [N valores conocidos de u. En una segunda fila de tiempo expresamos los
términos de j en términos de los valores calculados a lo largo del primer tiempo, este proceso
continua durante un tiempo determinado n. Este método al necesitar un calculo de valores
desconocidos de un conjunto de ecuaciones se describe como un método implicito [2]. El lado
izquierdo de valores pivotales desconocidos genera la siguiente matriz a lo largo del tiempo n.
A continuacién presentamos la forma de la matriz tridiagonal A.

2+ 2r T 0O ... ... ... 0
r 24+ 2r :
0
A= (18)
0
: 2+ 2r r
0 r 24 2r



Hemos analizado la discretizacién de la EDP difusiva por el método de Crank-Nicolson, por
lo tanto, la discretizaciéon de la ECD dada en (1) por el método de Crank-Nicolson es:

Wighd = Wi Wi T UG 51 Uit = 2igen + Wistg | Uity = 2y i
k 2h 2 h? h? ’

donde k =6t y h = éx

esta ecuacion se puede reescribir asi:

ak _ Bk
241 — 2uig + - (i1 — uij) = 5 (i1 jn = 2w jyn + Uim1jon + Wiy — 2w + w1 )
k k
luego haciendor = — v ry = —
& A

21— 2wy + ary (Ui — Wig) = BT {tis e — 2w+ Wi Uiy — 205+ wim)

Si organizamos la ecuacion tenemos.

—Brui—1 j41 42U j1+287U; jp1—Brie jo1 = Brui—y 420, jariw; i —Bru; j—20m Wit j+Bruig j,

finalmente el modelo implicito por diferencias progresivas para ECD es dado por:
—Brui—1j1+ (24287 )ui j1 — Bruic g = Brugyj+ (2+ar —267)u; -+ (Br—ar )uigyj. (19)

Nuevamente en la ecuacién anterior el lado izquierdo contiene tres valores pivétales desconocidos
y el lado derecho tres conocidos, siguiendo la ejecucion del método Crank-Nicolson obtenemos
que el lado izquierdo de valores pivotales desconocidos nos genera la siguiente matriz a lo largo
del tiempo n

2428r)  —Br 0 .o 0
—Br (2 +20r) :
0
A= (20)
0
: (2+2pr) —fBr
0 e e e s =P (24 287)

En este trabajo usaremos el método iterativo de Thomas para resolver el sistema lineal con
matriz tridiagonal de coeficientes (20), generado por la ecuacién (19).

1.5. Meétodo de Thomas para sistemas lineales tridiagonales de co-
eficientes

Este es un algoritmo iterativo del algebra lineal numérica para resolver sistemas lineales
con matrices tridiagonales de forma eficiente. A continuacién presentamos una descripcion del
método de Thomas [2].

La matriz tridiagonal corresponde a un sistema de ecuaciones de la forma:
—Q;U; 1 + bzuz — CilUjp1 = dz (21)

8



Con i =1,..,N donde a; = 0 y ¢, = 0, entonces escribimos el sistema de manera general
usando las ecuaciones generadas por la discretizacion del método implicito de Crank-Nicolson.

(
+biup — crug =d;
—a1uy + b2U2 — CU3 = d2
—Q;U; 1 + blul — CiUj11 = dz (22)
L —an_1un—2 +by_1un_1 =dy_y

Entonces de la ecuacién (21) hacemos
Qi 1Ui—1 — Ci—1U; = Sj1 (23)
donde a; = by y & = d; luego despejando u;_; en (23) tenemos.

87;7 Ci—1U;
LN (24)
Q1 Qi1

Ui—1 =

Si reemplazamos u;_; en (21) resulta la siguiente ecuacion.

Si1 Ci—1U; b .
—a; —a; + bu; — ciuip = di,
Qi1 Q1

organizando la ecuacién tenemos.

Ci— Si_
(bi - ai_l) wi — Cittiy = di + a;——,
Q1 a1
es decir
ity — Citlipy = Sj, (25)
donde S
Ci— i—
Q; = bz — Qa; ! Y Sz = dz + a; L (26)
Qi1 Qi1
con i =23, ...

Por otro lado de manera analoga de la ecuacion

—an-_1un—2 + by_1un—1 = dn_1,
hacemos

QN_9UN_2 — CN_2UN_1 = SN_2.

Despejando uy_o de la ultima ecuacién obtenemos

CN— Sn-
(le —aN-—1 al 2) uy—1 = dy-1+an_1 N2
QAN_9 aN_2
es decir
an_1un—1 = Sy_1 (27)
entonces de las ecuaciones (25) y (27) podemos calcular las soluciones de la siguiente manera:
Sn_
UunN-1 = N1 (28)
aN_1
1

cont=N-—-2,N—-3,...,1.



2. Resultados numéricos

2.1. Resultados numeéricos con el método Crank-Nicolson

Estudiaremos la solucién numérica de una ECD tomada de [3], que presenta un coeficiente
convectivo @ = 3.5 y un coeficiente difusivo § = 0.022. Si reemplazamos los coeficientes en la
ecuacion (1) obtenemos:

du ou 0%u
=Y H— =0.022—
BN +353:L‘ 0.0 92 (30)
la solucién exacta es [3]:
w(, 1) = O-02854TITN92T55320-0.0099t (31)

Las condiciones iniciales y condiciones de contorno se definen a partir de la solucion exacta asi:

Condiciones iniciales, cuando t =0y 0 < x < 1 entonces
u(, 0) = (00285479799102755320 (32)
Condiciones de contorno, cuando x =0 =1y ¢t < 0 entonces
u(0,t) = e 0-099% r=0yt<0;
(33)

U(]_, t) — 60'02854797991927553270'099% r=1 y t S 0.

Para hallar la solucién numérica del problema usamos el método de Crank-Nicolson para dis-

cretizar la ECD,como se presenta en la ecuacién (19). Entonces tomando N = 10 puntos de
1

1
malla, tenemos que h = N1 0.1, con £ = 0.0001 entonces r = 0.01 y r; = 0.001, . Ahora
si reemplazamos los valores de a y  en (19) obtenemos:

—0.0227’161'_173'4_1 + (2 + 2(0.022)7“)1,&1"]'4_1 - 0.0227'1112'4_1,]'4_1 == O.OZQTUZ'_L]‘ + ...

e+ (2 + 3.57"1 - 2(0022)7")7112’] + (00227’ - 3.5T1)Ui+17j,

sabemos que r = 0.01 y r; = 0.001, luego reemplazando en la ecuacién anterior tenemos:
—0.000221; 1 j+1 + 2.0004u; j+1 — 0.00022u;41 j41 = 0.00022u;_; ; + 2.0031u; ; — 0.00328u;41 ;,
Ahora denotamos u; j+1 como u; y obtenemos:

—0.00022u;_1 + 2.0004w; — 0.00022u;41 = 0.00022u;_1 ; + 2.0031w; ; — 0.00328u;41 5.  (34)

Del lado derecho de la ecuacion anterior podemos conocer los valores de u usando las condicio-
nes iniciales, que son deducidas de la solucion exacta de la ECD asi:
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Cuando t =0y 0 < x <1 de la ecuacién (32), tenemos que:

Tabla 1: condiciones iniciales para t = 0

T condiciones iniciales
0 1.0000
0.1 1.0029
0.2 1.0057
0.3 1.0086
0.4 1.0115
0.5 1.0144
0.6 1.0173
0.7 1.0202
0.8 1.0231
0.9 1.0260
1 0.0000

De manera similar presentamos las condiciones de contorno, cuando x =0 =1y t <0 de
la ecuacién (33) obtenemos:

Tabla 2: condiciones de contorno para x = 0

ot condiciones de contorno
0.0000 1.00000
0.0001 0.99999
0.0002 0.99998
0.0003 0.99997
0.0004 0.99996
0.0005 0.99995
0.0006 0.99994
0.0007 0.99993
0.0008 0.99992
0.0009 0.99991

Tabla 3: condiciones de contorno para x =1

ot condiciones de contorno
0.0000 1.0290
0.0001 1.0289
0.0002 1.0289
0.0003 1.0289
0.0004 1.0289
0.0005 1.0289
0.0006 1.0289
0.0007 1.0289
0.0008 1.0289
0.0009 1.0289

11



Para j =0ei=(1,2,3,...,10) los valores de la condicién inicial en (36) son reemplazados

en el lado derecho de la ecuacién (34) asi:

0.0000) + 2.0031(1.0000) — 0.00328
1.0000) + 2.0031(1.0029) — 0.00328
1.0029) + 2.0031(1.0057) — 0.00328
1.0057) + 2.0031(1.0086) — 0.00328

) ( ) 1.0029
) ( )
) ( )
) ( )
1.0086) + 2.0031(1.0115) — 0.00328
) ( )
) ( )
) ( )
) ( )
) ( )

1.0057
1.0086
1.0115

0.00022(0)+2.00311ug1,0 — 0.00328ug2,0 = 0.00022 )
)
)
)
1.0144)
)
)
)
)
)

0.00022ug1,0 + 2.0031ug2,0 — 0.00328up3,0 = 0.00022
0.00022ug2,0 + 2.0031u03,0 — 0.00328ug4,0 = 0.00022
0.00022110370 + 2.0031’1104’0 — 0.003281“)570 = 0.00022
0.00022u04,0 4 2.0031u05,0 — 0.00328ug6,0 = 0.00022

' 0.000221105,0 + 20031“06,0 — 0.003281«)7,0 = 0.00022
0.00022ug6,0 + 2.0031ug7,0 — 0.00328upg,o = 0.00022
0.000221107,0 + 20031“08,0 — 0.003281109,0 = 0.00022
0.00022ugg,0 + 2.0031ugg o — 0.00328u19,0 = 0.00022

\ 0.000221109,0 + 2.0031’1110’0 — 0.00328’&11,0 = 0.00022

1.0173
1.0202
1.0231
1.0260
1.0290

1.0115) + 2.0031(1.0144) — 0.00328
1.0144) + 2.0031(1.0173) — 0.00328
1.0173) + 2.0031(1.0202) — 0.00328
1.0202) + 2.0031(1.0231) — 0.00328
1.0231) + 2.0031(1.0260) — 0.00328

e R e R N N N T
e R R R N N N N

= 1.9998
= 2.0057
=2.0114
= 2.0172
= 2.0230
= 2.0287
=2.0345
= 2.0404
= 2.0462
= 2.0520

Donde u11,0 = 1.0290, luego los valores en cada paso de tiempo generados por el lado derecho de

la ecuacién (34) son dados por:

d = (1.9998,2.0057,2.0114,2.0172, 2.0230, 2.0287, 2.0345, 2.0404, 2.0462, 2.0520) (35)

Entonces en el primer tiempo, es decir j = 0 los valores de u en cada paso de tiempo, (i = 1,2, ..., 10)

del lado derecho de la ecuacién (34) satisfacen el sistema que presentamos a continuacién, donde los

valores del lado izquierdo de la ecuacién (34) son los que se encuentran en (39).

2.0004u; — 0.00022u2 = 1.9998
—0.00022u; + 2.0004u2 — 0.00022u3 = 2.0057
—0.00022ug + 2.0004u3 — 0.00022u4 = 2.0114
—0.00022u3 + 2.0004u4 — 0.00022us = 2.0172
—0.00022u4 + 2.0004u5 — 0.00022u¢ = 2.0230

" —0.00022u5 + 2.0004ug — 0.00022u7 = 2.0287
—0.00022ug + 2.0004u7 — 0.00022ug = 2.0345
—0.00022u7 + 2.0004ug — 0.00022ug = 2.0404
—0.00022ug + 2.0004ug — 0.00022u19 = 2.0462
—0.00022ug + 2.0004u19 = 2.0520

La solucién de este sistema se realiza por medio del método de Thomas para matrices tridiagonales,

cuando hay N — 1 puntos de malla internos a través del tiempo n, las ecuaciones de Crank-Nicolson

presentadas en el sistema anterior generan en cada paso de tiempo de ¢ la siguiente matriz tridiagonal:

2.0004 —0.00022 0 0 0 0 0 0 0 0
—0.00022 2.0004 —0.00022 0 0 0 0 0 0 0
0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0 0 0 0 0 0
0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0 0 0 0 0
A= 0 0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0 0 0 0
0 0 0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0 0 0
0 0 0 0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0 0
0 0 0 0 0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022 0
0 0 0 0 0 0 0 —0.00022 2.0004 —0.00022
Entonces haciendo
as = a3 = a4 = a; = ag = a7 = ag = —0.00022
by = by = b3 = by = bs = bg = by = bg = bg = 2.0004
Cl=Cy=cC3=c4=0C5=cg=cCy=cg=cg=—0.00022

Por el método de Thomas y de las ecuaciones en (26) tenemos que los valores para a y S con i =

(2,3,4,5,...,9), a1 = by y 81 = d; estan dados por:
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o1 = 2.0004

o = by — %q = 2.0004 — % — 0.00022 = 2.0004
ag = by — Z—Zas = 2.0004 — % — 0.00022 = 2.0004
Si tomamos los valores d; de los valores obtenidos en (39) tenemos los siguientes valores para S
Sy = 1.9998
Sy =dy+ 2—2181 = 2.0057 + %(1.9998) = 2.0055
Sy =ds+ Z—zsz = 2.0114 + %(2.0055) — 2.0112
Si=di+ 3—283 = 2.0172 + %(2.@112) = 2.0170
Ss = ds + ZTiS‘* = 2.0230 + %(2017{)) = 2.0227
S = dg + Z—i& — 2.0287 + %(2.0227) — 2.0285
Sr=dr + 2—256 — 2.0345 + %(2.0285) — 2.0343
Sy = ds + Z—ié} = 2.0404 + %(2.0343) = 2.0401
S = do + Z—ZSS = 2.0462 + %(2.0401) — 2.0460
aro —0.00022

.0460) = 2.
5004 (2-0460) = 2.0518

Ahora sabemos que las soluciones son calculadas mediante las ecuaciones (28) y (29) en el tiempo
i=(N—-1,N —2,..,1), por lo tanto las soluciones de u en el tiempo j = 0 estdn dadas por:

S0 = dig + —Sg = 2.0520 +
Q9

So 2.0518
M0 g T 2.0004
1
ug = 7(89 + 09u10) = 1.0229
Qg
1
usg (58 + CgUg) = 1.0200

_a8

1
Uy = 7(87 + 07u8) = 1.0170
ay

1
ug = 7(56 + CGU7) =1.0141
o7

1
Us = 7(6‘5 + 05u6) =1.0113
Qs

1
Uy = 7(84 + C4U5) = 1.0084
Oy

1
us = 7(53 + 03U4) = 1.0055
ag

1
Ug = 7(82 + C2U3) = 1.0026
e5)]
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la representacion grafica de las soluciones numéricas con N = 10 puntos de malla, y £ = 0.0001 en
t=0es:

18

—+— Crank-Micolsan /‘_

1B

14 F

10F

ulx b

|:| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
a 10 20 a0 A0 al &l 70 &l S0 100

Figura 2: Representacion grafica de las soluciones numéricas por el método Crank-Nicolson con
N =10

En la siguiente grafica presentamos las soluciones numéricas calculadas por el método Crank-Nicolson
y la solucién exacta, para N = 10 puntos de malla con k = 0.0001 en ¢t = 0.
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Figura 3: Comparacion de las soluciones numéricas calculadas por el método Crank-Nicolson y
la solucién exacta

en la tabla (4) se muestran las soluciones numéricas de la ECD (30) con N = 10 puntos de malla
y k = 0.0001 para valores de x = 0.1, x =0.5 y x = 0.9

Tabla 4: Soluciones de u; con el método Crank-Nicolson

t

z=20.1

z=0.5

z=20.9

0.0001

1.0024 x 10V

1.0139 x 10Y

1.0253 x 10°

| 0.0002 | 1.0022 x 10°

1.0137 x 10° | 1.0250 x 10° |

| 0.0003 | 1.0020 x 10°

1.0135 x 109 | 1.0247 x 10Y ‘

| 0.0004 | 1.0017 x 10°

1.0132 x 10° | 1.0243 x 10° |

| 0.0005 | 1.0015 x 10°

1.0130 x 10° | 1.0240 x 10° |

|
|
|
|
|
|
|
|
|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

[ 0.001 [ 1.0004 x 10° | 1.0119 x 10° | 1.0222 x 10° |
[0.002 ]9.9815 x 10~F [ 1.0096 x 10° [ 1.0187 x 10° |
[0.003 9.9591 x 10~ [ 1.0073 x 10° [ 1.0152 x 10° |
[0.004 [9.9368 x 10T [ 1.0051 x 10° [ 1.0116 x 10° |
1 0.005 [9.9145 x 10~' | 1.0028 x 10° | 1.0080 x 10° |




2.2.

En la tabla 5 presentamos los resultados numéricos de la ECD (30) obtenidos por el método
explicito con N = 10 puntos de malla y £ = 0.0001.

Resultados numéricos con el método explicito

Tabla 5: Soluciones de u con el método Explicito

t x=0.1 x=0.5 x=10.9
0.0001 | 1.0028 x 10° [ 1.0143 x 10° | 1.0260 x 10°
[ 0.0002 | 1.0028 x 10° | 1.0143 x 10° | 1.0260 x 10° |
 0.0003 | 1.0028 x 10° | 1.0143 x 10° | 1.0259 x 10° |
[ 0.0004 | 1.0028 x 10" [ 1.0143 x 10° | 1.0259 x 10° |
[0.0005 [ 1.0027 x 10° | 1.0143 x 10° | 1.0259 x 10° |

| | |
| | |
SEESARET Ty
1 0.001 | \ | 1.0258 x 10° |
| | |
| | |
| | |
| | |

1.0026 x 10° [ 1.0142 x 10°
[0.002 [1.0024 x 10° | 1.0140 x 10° | 1.0256 x 10° |
[ 0.003 | 1.0023 x 10° | 1.0137 x 10° | 1.0254 x 10° |
1 0.004 |1.0021 x 10° | 1.0135 x 10° | 1.0252 x 10° |
[ 0.005 | 1.0019 x 10° | 1.0133 x 10° | 1.0249 x 10° |

A continuacién presentamos la grafica de las soluciones empleando el método explicito y la solucién
exacta en cada paso de tiempo es:

El:l 1 I I I I I 1

—+— Explicita

EI:I 1 I I I I I 1

15 .

=
—
=

Figura 4: Representacion grafica de las soluciones de u; por el método explicito con N = 10
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2.3.
de Taylor

En la tabla 6 presentamos los resultados numéricos de la ecuacién (30) obtenidos con el método

aproximacién de Taylor extraidos de [3].

Tabla 6: Soluciones de u con el método restrictiva de Taylor

Resultados numéricos con el método aproximacion restrictiva

t r=0.1 z=0.5 r=0.9
0.01 | 7.7554 x 10~ | 8.5955 x 10~ 11 | 9.2868 x 10~
0.02 | 1.3912 x 10710 | 1.7174 x 10710 | 1.9820 x 10~1°
0.03 | 1.8603 x 10710 | 2.5734 x 10710 | 3.1494 x 10710
0.04 | 2.1993 x 10710 | 3.4272 x 10710 | 4.4178 x 10710
0.05 | 2.4268 x 10719 [ 4.2781 x 1010 | 5.7721 x 10~10
1.00 | 2.5631 x 10710 [ 8.3924 x 10710 | 1.3298 x 10~?
2.00 | 2.3789 x 10719 [ 1.3776 x 1072 | 2.8282 x 107?
3.00 | 2.8002 x 10710 | 1.5634 x 1079 | 3.9102 x 10~?
4.00 | 4.1327 x 10710 | 1.7879 x 1077 | 4.0704 x 10~
5.00 | 5.64275 x 10719 | 1.9079 x 10~? | 3.9660 x 10~

2.4.

En la tabla 7 presentamos los resultados numéricos de la ecuacién (30) obtenidos con el método

Douglass extraidos de [3].

Resultados numéricos con el método de Douglas

Tabla 7: Soluciones de u con el método Douglas

t

z=20.1

=05

x=0.9

0.01

7.7826 x 1078

8.5661 x 107

9.213 x 1078

0.02

1.3963 x 1077

1.7115 x 10~7

1.9675 x 10~ 7

0.03

1.8671 x 107

2.5647 x 107

3.1284 x 107

0.04

2.2067 x 107

3.4158 x 1077

4.391 x 1077

0.05

2.4338 x 1077

4.2641 x 1077

5.7404 x 1077

1.00

2.5569 x 1077

8.3734 x 1077

1.3251 x 107°

2.00

2.3685 x 10~ 7

1.3758 x 107°

2.8206 x 107°

3.00

2.7782 x 10~ 7

1.5566 x 10~°

3.9074 x 107

4.00

4.1178 x 1077

1.7838 x 107°

4.0586 x 107°

5.00

5.6325 x 107

1.9026 x 1076

3.9493 x 107
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2.5. Solucion exacta

La solucién exacta de la ECD (30) esta dada por la ecuacién (31), tomamos valores para 0 < z <1
y t > 0. En la tabla 8 presentamos las soluciones de la ECD (30), con N = 10 puntos de malla y

k = 0.0001.

Tabla &: Soluciones exactas de u

t z=0.1 x=0.5 x=0.9
0.0001 | 1.0028 x 10° [ 1.0144 x 10° [ 1.0260 x 10°
[ 0.0002 | 1.0028 x 10° | 1.0144 x 10° | 1.0260 x 10° |
[ 0.0003 | 1.0028 x 10° | 1.0143 x 10° | 1.0260 x 10° |
[ 0.0004 | 1.0028 x 10° | 1.0143 x 10° | 1.0260 x 10° |
[ 0.0005 | 1.0028 x 10" [ 1.0143 x 10° | 1.0260 x 10° |
1 0.001 | 1.0028 x 10" [ 1.0143 x 10° | 1.0259 x 10° |

| | |
| | |
| | |
| | |

1 0.002 | 1.0027 x 10" [ 1.0142 x 10° | 1.0258 x 10° |
[0.003 [1.0026 x 10° | 1.0141 x 10° | 1.0257 x 10° |
[ 0.004 |1.0025 x 10° | 1.0140 x 10° | 1.0256 x 10° |
1 0.005 | 1.0024 x 10° [ 1.0139 x 10° | 1.0255 x 10° |

En la siguiente gréfica representamos las soluciones exactas de la ECD (30) cuando N = 10
puntos de malla y £ = 0.0001:

uix t)

18

1B

14

12

10

—=— solucion exacta

Figura 5: Representacion grafica de la solucion exacta
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2.6.

Estudio comparativo de los resultados numéricos

En las tablas (9-11) presentamos los resultados numéricos que obtenemos de la ecuacién
(30) con los métodos Crank-Nicolson, Explicito, Restrictiva de Taylor, Douglas y la solucién

exacta cuando r = 0.1 2 =0.5 2 =0.9, N = 10 con k£ = 0.001.

Tabla 9: Soluciones de u cuando z = 0.1

t z=0.1
Crank-Nicolson | Explicito Restrictiva de Taylor | Douglas Exacta
0.01 |9.7846 x 10! 1.0018 x 10° | 7.7554 x 10~ 7.7826 x 1078 | 1.0019 x 10°
0.02 | 9.5679 x 10~} 1.0008 x 10° | 1.3912 x 10710 1.3963 x 10~7 | 1.0009 x 10°
0.03 |9.3560 x 107! 9.9975 x 1071 | 1.8603 x 1010 1.8671 x 10=7 | 9.9986 x 1071
0.04 |9.1487 x 101 9.9875 x 1071 | 2.1993 x 1019 2.2067 x 1077 | 9.9886 x 107!
0.05 |8.9460 x 107! 9.9776 x 1071 | 2.4268 x 10719 2.4338 x 1077 | 9.9786 x 107!

En el punto x = 0.1 la norma de los errores absolutos presentados por los métodos son: para
Crank-Nicolson ||e]| = 0.3221, para el Explicito ||¢|| = 0.0005, Restrictiva de Taylor presenta
le|l = 8.6531x 19 y para Douglas ||e|| = 9.6822x 7.

Tabla 10: Soluciones de v cuando z = 0.5

t x = 0.5
Crank-Nicolson | Explicito Restrictiva de Taylor | Douglas Exacta
0.01 |9.8970 x 107! 1.0133 x 10° | 8.5955 x 10~ 8.5661 x 107% | 1.0134 x 10V
0.02 |9.6779 x 107! 1.0122 x 10° | 1.7174 x 10710 1.7115 x 10~° 1.0124 x 10°
0.03 |9.4634 x 101 1.0112 x 10° | 2.5734 x 10~ 2.5647 x 10~° 1.0113 x 10°
0.04 |9.2533 x 101 1.0102 x 10V | 3.4272 x 10~ 3.4272 x 1071% | 1.0103 x 10Y
0.05 |9.0464 x 101 1.0092 x 10V | 4.2781 x 10~ 4.2641 x 10~° 1.0093 x 10°

En el punto x = 0.5 la norma de los errores absolutos presentados por los métodos son: para
Crank-Nicolson ||¢|| = 0.3211, para el Explicito ||e|| = 0.0005, Restrictiva de Taylor presenta
le|l = 2.5711x = y para Douglas ||¢|| = 9.4003x 7.

Tabla 11: Soluciones de v cuando z = 0.9

t x=0.9
Crank-Nicolson | Explicito Restrictiva de Taylor | Douglas Exacta
0.01 |9.8593 x 107! 1.0249 x 10° | 9.2868 x 10~ 9.213 x 107% | 1.0250 x 10°
0.02 |9.4433 x 101 1.0239 x 10° | 1.9820 x 1010 1.9675 x 1077 | 1.0240 x 10°
0.03 | 8.9714 x 101 1.0228 x 10V | 3.1494 x 10~ 10 3.1284 x 10~ | 1.0230 x 10"
0.04 | 8.4358 x 1071 1.0218 x 10V | 4.4178 x 10~ 4.391 x 10=7 | 1.0219 x 10°
0.05 | 7.8276 x 107! 1.0208 x 10Y | 5.7721 x 1010 5.7404 x 10~ | 1.0209 x 10"

De las tablas 9-11 vemos que, los resultados del método implicito de Crank-Nicolson compar-
dos con los de aproximacién restrictiva de Taylor y Douglas son mas aproximados a la solucién
exacta pues el error para Crank-Nicolson es de 0.0235, mientras que el error para los métodos
aproximacién restrictiva de Taylor y Douglas son de orden 1071 y 107, cuando = = 0.9 en
la tabla 11 vemos que Crank-Nicolson presenta un error de 0.0391, y en cada paso de tiempo
t las soluciones del método Crank-Nicolson se van alejando de la solucion exacta, El método
explicito presenta resultados muy aproximados a la exacta pues tiene una malla de 6t = 0.001
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y 6x = 0.1. Tambien en cada paso de tiempo t presenta soluciones con valores cercanos a los
de la solucion exacta.

A continuacion presentamos un cuadro que compara los erreores en la aproximacion de las solu-
ciones numéricas presentados por métodos Crank-Nicolson, aproximacion restrictiva de Taylor

y Douglas.

100%
0%
BO%
70%
B0%
50%
40%
0%
20%
10%

0%

COMPARACION ENTRE ERRORES

6,61E-01 5,00E-04 1,61E-06 1,6250E-09

5,00E-04 2 57E-08

3,21E-01

5,00E-04
3,22E-01
B,65E-10

CRANK-MICOLSON EXPLICITO DOUGLAS RESESTRICTIVA DE
TAYLOR
——¥=01 —W—X¥=05 —d—¥=09

Figura 6: Representacién grafica de los errores de los diferentes métodos
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En la siguiente grafica podemos observar la comparaciéon de los resultados a través de tiempo
j =01y en el espacio 0 < z < 100, donde 6t = 0.01

18 -
—=— Crank-Micolson jB
16 Explicta
—+—Euxacta

a 10 20 30 40 A0 B0 70 80 80 100
Figura 7: Representacién grafica de los diferentes métodos

3. Conclusion

Resolviendo numéricamente la ECD (30), en las tablas (9-11) mostramos la comparacién
entre las soluciones de los métodos Explicito, Crank-Nicolson , aproximacion restrictiva de
Taylor y Douglas. Reflejando que el método Crank-Nicolosn es més preciso que los métodos
aproximacién restrictiva de Taylor y Douglas. Pues el error para para los métodos restrictiva
de Taylor y Douglass son de orden 1071 y 1077 respectivamente, mientra que para el método
Crank-Nicoloson el error es més pequeno. El método explicito al tener un 6t = 0.001 y dx = 0.1
hace que los resultados numéricos sean muy aproximados a la solucién exacta.

3.1. Cdbdigo fuente empleado en el desarrollo del trabajo

En el desarrollo de este trabajo utilizamos el programa Octave para realizar los calculos
numeéricos correspondientes al método explicito, Crank-Nicolson y las solucién exacta. A con-
tinuacion presentamos los codigos fuente empleados en los célculos de los respectivos métodos.

cédigo fuente para el método implicito Crank-Nicolson

cle
clear all
close all
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N=input ('Puntos de malla N=")

n=input (’N mero de intervalos de tiempos n=’) %n tiempos
k=input (’dt = ') % dt

alphl1=3.5; % coeficiente convectivo

beta=0.022; % coeficiente difusivo

h=1/N % dx

r=k/(h"2) % %condici n r=k/h"2 entre 0 y 1/2

r2=k/(h);

A=zeros (1,N—1); % matriz del sistema terminos de u (lado izquierdo)
d=zeros (1 ,N+1)’; % vector derecho del sistema

uold=zeros (1,N+1); % matriz condicione iniciales

AA=zeros (1 ,N+1);

B=zeros (1 ,N+1); % vector B de Thomas

u=zeros (1 ,N+1);

x=linspace (0,1 ,N+1)

% % % % % % condiciones iniciales %% % %% % %
%% %% cuando t=0 %% %% eA((0.028547979919275532*}{)—0.0999*1:)

for t=0:n

for i=1:N
if t==0
uold (1)=exp ((0.028547979919275532x*x(1))—0.0999xt);
end

end

end

uold

% plot(x,uold)
% %% matriz A del sistema terminos de u (lado izquierdo)

for i=1:N-1
A(i,i)=(2+2xbetaxr);

if (i=1)
A(i,i—1)=—betaxr;
end
if (i7=N)
A(i,i+l)=—betasxr;
end
end
A
for t=0n %% %% soluciones a traves del tiempo
1=t
j=txk

% vector b del sistema Ax=b (lado derecho del sistema)
for i=2:N
d(1)=(2+alphl*r2—2«betaxr)sxuold (1) —(alphlsr2—betaxr)xuold (2);
d(i)=betaxr*uold (i—1)+(2+alphl*r2—2«betaxr)suold(i)+...
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+ (betaxr—alphlxr2)xuold(i+1);
end
d’;
% %% condiciones de contorno x=0
uold (1)=exp(—0.0999x%t );
% %% condiciones de contorno x=1
wold (N+1)=exp ((0.028547979919275532) —0.0999% t ) ;

% % % % % % % %% %% %%  metodo de Thomas % % % % % % % % % % % % %
for 1=1:N-1

bb(1)=A(i,1);
if (i7=1)
a(i)=A(i,i—-1);
end
if (i"=N)
c(i)=A(i,i+1);
end
end
b
alph (1)=bb (1):
s(1)=d(1);
for 1=2:N-1
alph (1)=bb(i)—(a(i)/alph (i—1))xe(i—1);
m(i)=a(i)/alph(i-1);
s(1)=d(i)4m(i)xs(i—1);
end
alph;
% u(l)=uold (1):
%  u(N+1)=uold (N+1);
u(N)=s (N—1)/alph (N-1);

for i=N—-1:-1:1
w(i)=(1/alph (i))x(s(i)=(c(i)su(i+1)));

end
u

uold=u;

hold on

plot (x,u,” —%")

fprintf ("= % f\n’,t)
%  pause ();

end

codigo fuente para el método explicito

cle
clear all
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close all
N=input (’Puntos de malla N=")
n=input (’N mero de intervalos de tiempos n=’) % n tiempos
k=input (’dt = ") % dt
alphl1=3.5; % coeficiente convectivo
beta=0.022; % coeficiente difusivo
h=1/N % dx
r=k/(h"2) % condicion r=k/h"2 entre 0 y 1/2
r2=k/(h)
uold=zeros (1,N+1); % matriz condicione iniciales
u=zeros (1 ,N+1);
x=linspace (0,1 ,N+1)

% % %0 % % % condiciones iniciales %% % % % %%
for i=1:N

uold (i)=exp(0.028547979919275532xx(1));

end
uold
plot (x,uold)

% % % % % % metodo explicito %% % % %% %

for t=0:n
1=t
j=txk
for i=1:N % %% condiciones de contorno
uold(1)=exp(—0.0999%t );
uold (N+1)=exp ((0.028547979919275532) —0.0999xt );
end
for i=2:N
u(l)=uold (1)
% u(i)=((alphl*r2)+(betaxr))*uold(i—1)+(1—betaxr*2)*xuold(i)+...
...+ (betaxr—r2xalphl)xuold(i+1); % centradas
u(i)=(betaxr)xuold (i—1)+(1+r2xalphl—betaxr*2)xuold(i)+...
...+ (betaxr—r2xalphl)*xuold (i+1); % progresivas

end
u
plot (x,u)
uold=u;
end
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codigo fuente para la soluciéon exacta

cle

clear all

close all

n=input (’tiempo t=")

N=input (’Puntos de malla N=")
f=zeros (1 ,N+1);
x=linspace (0,1 ,N+1)

for t=0:n

j=t

for i=1:N

x(1);

f(1)=exp((0.028547979919275532%x(1))—0.0999%¢t );

end

f
hold on

plot (x,f)
% pause|()
end
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