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Resumen

En este trabajo, se utilizan las colecciones de los conjuntos regular abiertos y
semi-abiertos de un espacio topolodgico para introducir y estudiar una nueva clase
de espacios, llamados espacios nearly S-paracompactos, los cuales generalizan los
espacios nearly paracompactos introducidos por M. K. Singal y S. P. Arya [20] y
los espacios S-paracompactos definidos por K. Y. Al-Zoubi [1]. Se establecen las
relaciones entre estos nuevos espacios y otros conocidos en la literatura, tales co-
mo espacios paracompactos, almost paracompactos, almost regulares, S-cerrados,
contablemente S-cerrados, nearly compactos, entre otros. También, se introduce la
nocion de subconjuntos a-nearly S-paracompactos y se obtienen algunas propiedades
de estos subconjuntos utilizando las nociones de conjuntos &g-cerrados, sg-cerrados,
Us-cerrados y clopen. Finalmente, se estudia la invarianza bajo imagenes directas e
inversas de funciones abiertas y perfectas, y el comportamiento de la sumay el pro-
ducto, de los espacios nearly S-paracompactos. Cabe destacar que estos resultados
son originales y estan contenidos en los articulos de investigacion [18] y [4], los cuales
se han sometido a un proceso de arbitraje en revistas indexadas en la base de datos

Publindex.
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Introduccion

La paracompacidad es una de las nociones mas Qtiles en la topologia general, pues
muchos de los espacios estudiados en esta rama de la matematica son paracompactos.
Esta nocion fue introducida en 1944 por J. Dieudonné [5], logrando demostrar que los
espacios metrizables localmente compactos son paracompactos. Posteriormente, en
1948, A. H. Stone[24] demostrd que cualquier espacio metrizable arbitrario es para-
compacto, y luego usando este resultado, R. H. Bing [3], J. Nagata [17] y Y. Smirnov
[22] dieron soluciones del problema general de metrizacion. Estos resultados motiva-
ron el estudio de diversas generalizaciones de paracompacidad a través del tiempo,
entre las cuales destaca el concepto de espacio nearly paracompacto introducido por
M. K. Singal y S. P. Arya [20] en 1968. Esta clase de espacios fue definida empleando
los conjuntos regular abiertos debidos a M. H, Stone [25] y esta caracterizada por la
condicion de que cada cubrimiento del espacio formado por conjuntos regular abier-

tos tiene un refinamiento abierto localmente finito que cubre al espacio.

En 1969, M. K. Singal y S. P. Arya [21] introdujeron otra generalizacion de para-
compacidad que denominaron espacios almost paracompactos. Un espacio es almost
paracompacto si para cada cubrimiento abierto del espacio, existe un refinamiento
abierto localmente finito tal que la familia de las clausuras de sus miembros cubre
al espacio. Existen espacios almost paracompactos que no son paracompactos, pero
ambas nociones coinciden cuando el espacio en estudio es regular. Con respecto a los

productos, los espacios almost paracompactos se comportan como los espacios para-
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compactos, pues el producto de dos copias de R dotado de la topologia de Sorgenfrey
es un espacio regular que no es almost paracompacto, mientras que cada uno de los

factores es almost paracompacto.

La nocion de conjunto semi-abierto introducida por N. Levine [11], en 1963, ha
sido ampliamente estudiada y utilizada en numerosas investigaciones de la topologia
general para estudiar espacios generados por cubrimientos como, por ejemplo, los
espacios S-cerrados y los espacios contablemente S-cerrados, introducidos por T.
Thompson [26] y K. Dlaska et al. [6], respectivamente. Motivado por lo anterior, en
el 2006, K. Y. Al-Zoubi [1] introdujo la clase de los espacios S-paracompactos, los
cuales fueron definidos como aquellos espacios donde cada cubrimiento abierto del

espacio tiene un refinamiento semi-abierto localmente finito.

Siguiendo esta linea de investigacion, recientemente, J. Sanabria et al. [18] in-
trodujeron e investigaron una nueva clase de espacios, llamados espacios nearly S-
paracompactos, los cuales contienen a la clase de los espacios nearly paracompactos y
la clase de los espacios S-paracompactos. Un espacio se dice nearly S-paracompacto
si cada cubrimiento regular abierto del espacio admite un refinamiento semi-abierto
localmente finito que también es un cubrimiento del espacio. En este trabajo, se
investiga el comportamiento de los espacios nearly S-paracompactos bajo algunas
hipotesis adicionales tales como que el espacio sea semiregular, almost regular y ex-
tremadamente disconexo; se establece la relacion precisa entre los espacios nearly
S-paracompactos y los espacios nearly paracompactos, S-paracompactos y almost
paracompactos. También, se introduce y estudia la nocién de subconjuntos a-nearly
S-paracompactos de manera similar a los subconjuntos aS-paracompactos propues-
tos en [1], reemplazando los conjuntos abiertos por los regular abiertos. Adicional-
mente, se estudia la invarianza bajo imagenes directas e inversas de funciones abiertas
y perfectas de los espacios nearly S-paracompactos y se analiza el comportamiento

de tales espacios a través de la suma y producto topologico, los cuales son resultados



recientemente obtenidos por C. Blanco et al. [4].



Capitulo 1

Preliminares topologicos

1.1. Conjuntos abiertos generalizados

En esta seccion, se presentan nociones generalizadas de conjuntos abiertos y sus
respectivas clases de conjuntos cerrados en un espacio topologico. Ademas, se des-
criben algunas de las propiedades mas conocidas de estas clases de conjuntos. A lo
largo del trabajo se considera que el par (X, T) es un espacio topologico (que sim-
plemente serad llamado espacio) en el cual no se asumen los axiomas de separacion,

a menos que explicitamente se diga lo contrario. Ademas, Int(A) y CI(A) denotaran
el interior de A y la clausura de A C X, respectivamente.

Definicion 1.1.1. Un subconjunto A de un espacio (X, T) se dice regular abierto,
si A = Int(CI(A)).

Observacion 1.1.1. Cada conjunto regular abierto es abierto.

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la observacion 1.1, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.1.1. Considere el conjunto X ={a, b, ¢, d} con la topolog’ia t = {, X, {b}, {a, b}, {b, c}, {b, d}, {
La coleccién de los conjuntos cerrados es {&J, X, {a}, {c} {d}, {a, ¢}, {a, d} {c d} {a,c d}}
El conjunto {a, b} es un conjunto abierto en (X, T), pero no es un conjunto regular

abierto, pues {a, b} = X = Int(X) = Int(Cl({a, b})).
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La coleccion de los conjuntos regular abiertos en un espacio (X, T ) se denota por

RO(X, t). De la observacion , se sigue que RO(X,t) C t.

Proposicion 1.1.1. Para cada subconjunto A de un espacio (X, t), Int(CI(A)) es

regular abierto.

Demostracién. Sea B = Int(Cl(A)). Se demostrard que B = Int(Cl(B)). En efecto,

Int(Cl(B)) = Int(CI(Int(CI(A)))) C Int(CI(CI(A))) = Int(CI(A)) = Int(Int(CI(A)))
Int(B) C Int(CI(B)). As’1, B = Int(CI(A)) = Int(CI(B)). O
Definicion 1.1.2. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice regular cerrado
si A = Cl(Int(A)).

Observacion 1.1.2. Cada conjunto regular cerrado es cerrado.

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la observaciéon 1.1.2, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.1.2. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia

cofinita. El conjunto B = {0} es cerrado, pero no es regular cerrado pues B = {0} £

0 = Cl(?) = Cl(Int({0})) = Cl(Int({B})). a
La coleccion de todos los conjuntos regular cerrados en un espacio (X, ) se denota

por RC(X, t). En el siguiente teorema se establece la relacion entre los conjuntos

regular abiertos y los conjuntos regular cerrados.

Proposicion 1.1.2. Un subconjunto A de un espacio (X, T) es reqgular abierto si y

solo si X — A es regular cerrado.

Demostracién. Claramente se tiene que:

A €E€ROX, 1) <= A=Int(Cl(A)) == X — A =X — Int(Cl(A))
== X —-—A=Cl(X —Cl(A)) «= X — A =CI(X — CI(A))

<= X —-—A=Cl(Int(X —A)) = X — A € RC(X, 1).
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Lema 1.1.1. Si A es un subconjunto abierto de un espacio (X, T )y V es un sub-

conjunto regular abierto de (X, t), entonces Int(Cl(V N A) N A) = Int(CI(V) N A).

Demostracién. Suponga que A es un subconjunto abierto de (X, t) y V es un sub-
conjunto regular abierto de (X, t). Sea B = CI(V NA)y G = CI(V ). Entonces B C G

y se debe mostrar que Int(B N A) = Int(G N A). Puesto que V N A es un conjunto

abierto en (X, t), se tiene que

Int(G N A) Int(CI(V) N A) = Int(CI(V)) N Int(A)

= VNA=Int(V NA)
C Int(CI(V N A) N A) = Int(B N A)

C Int(G N A).

As’1, Int(G N A) = Int(B N A); que es Int(CI(V N A) N A) = Int(CI(V) N A). [

Proposicion 1.1.3. La interseccién de dos conjuntos regular abiertos es un conjunto

regular-abierto.

Demostracién. Sean A y B conjuntos regular abiertos. Entonces A = Int(CI(A)) y
B = Int(CI(B)). Luego, ANB = Int(ANB) = Int(CI(ANB)) C Int(CI(A)NCI(B)) =
Int(CI(A)) N Int(CI(B)) = A N B. [

Ejemplo 1.1.3. La unién de dos conjuntos regular abiertos no es un conjunto regular
abierto. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia usual y los
subconjuntos A = (0, 1) y B = (1, 2) de R. Entonces (0, 1) = Int(CI((0, 1))) y (1, 2) =
Int(CI((1, 2))), por lo que A y B son conjuntos regular-abiertos, pero C = AU B =
(0, 1) U (1, 2) no es un conjunto regular abierto, ya que C = (0, 1) U (1, 2) /= (0, 2)
Int([O, 2]) = Int(CI((0, 1) U (1, 2))) = Int(CI(C)). O

Lema 1.1.2. Sea (X, ) un espacio. La coleccién RO(X, t) es una base para una to-
pologia T sobre X, mds gruesa que T, denotada por ts y llamada la semiregularizacion

de t.
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Demostracién. Inicialmente se verifica que RO(X, t) satisface las condiciones para

ser una base.

(1) Sea x € X. Entonces x € U para algn U € t. Luego, x € U = Int(U) C
Int(CI(U)) vy, por la proposicionl.1.1 se tiene que V = Int(CI(U)) € RO(X, t).

De esta manera, para cada x € X existe un V € RO(X, t) tal que x € V.

(2) Sean U,V € RO(X,t) y x € V. n W. Por la proposicién 1.1.3, el conjunto
W=UnNnV €RO(X,t)y,ademasx e W CUNYV.

En segundo lugar, se probara que ts es mas gruesa que T. Sea U  Ts. Entonces

U= V, donde B C RO(X, ). Como RO(X, t) C 1, se tiene que U = V para
VeB VeB
una cierta coleccion B C 1, por lo que U es la union arbitraria de miembros de T v,

as’l, U € 1. De acuerdo a los dos pasos mostrados, se concluye que ciertamente ;s es

una topologia sobre X que es mas gruesa que T. O

Definicion 1.1.3. Un espacio (X, T) se dice semiregular, si la topologia ts coincide

con la topolog’ia .

Sea (X, T) un espacio y Y un subconjunto de X. Se denomina la topologia
relativa o topologia inducida por v sobre Y ala coleccibn ty ={UNY : U €t}

El interior y la clausura de un subconjunto A C Y en el espacio (Y, Ty ) se denotaran

por Inty (A) y Cly (A), respectivamente.

Lema 1.1.3. Sea (X, T) un espacio topolégico. Si Y € t, entonces Inty (B) = Int(B)

para cada B C Y.

Demostracién. Suponga que Y € 1. Entonces Y NInt(B) €Etv vy Y NnInt(B) C B,
por lo que Y N Int(B) C Inty(B) y Int(B) = Int(Y N B) = Int(Y) N Int(B) =
Y N Int(B) C Inty (B). Por otra parte, como Y € T se tiene que Inty (B) €E T vy se
sigue que Inty (B) = Int(Inty (B)) C Int(B). Por lo tanto, Inty (B) = Int(B). O

Lema 1.1.4. Sea (X, T ) un espacio. Si Y es un subconjunto abierto o denso de X,

entonces:
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(1) RO(Y, tv) ={V NY : V € RO(X, 1)}
(2) (tv)s = (Ts)v.

Demostracién. En primer término, suponga que Y es abierto y sea W € RO(Y, tv).
Entonces Cly (W)=Y N C(W )y, por el lema 1.1.3, se tiene que Inty (Cly (W)) =
Int(Y N Cl(W)) = Int(Y) N Int(CI(W )) = Y N Int(C(W )) = YN V, donde V =
Int(CI(W)) € RO(X, t). Recicprocamente, sea V € RO(X,T) y haga W =V NnY.
Entonces por los lemas 1.1.3 y 1.1.1, se obtiene que Inty (Cly (W )) = Int(Cly (W)) =
Int(CI(W) NY)=Intf(CKVNY)NY)=Int(CHV)NY)=Int(CI(V)) NInt(V) =
V NY=W. Por lo tanto, W & RO(Y, tv).

En segundo término, suponga que Y es denso en X. Se demostrard que para
cada B C Y se cumple que Inty (Cly (B)) = Int(CI(B)) N Y. Sea x € Inty (Cly (B)).
Entonces existe U € ttal que x e U NY C Cly(B) = CI(B) N Y. Se afirma que
U C CI(B). En caso contrario, se tiene que U N(X—CI(B)) /=D y U N(X—CI(B)) € T .
Puesto que Y es denso en X, existe un punto a € Y tal que a € U N (X —
CI(B)). Asi,aceUnY yaZCl(B)NY, pues a € X — CI(B). Pero esto contradice
el hecho que U N Y C CI(B) N Y. Por lo tanto, U C CI(B) y se sigue que x € U =
Int(U ) C Int(Cl(B)), lo cual demuestra que Inty (Cly (B)) C Int(CI(B)) N Y . Para
demostrar que Int(Cl(B)) N Y C Inty (Cly (B)), se supone que x € Int(CI(B)) N Y.
Segln esto, existe U € T talquex € U C CI(B) vy, por lo tanto, x € UNY C CI(B)NY
= Cly (B). Como U NY € 1y, se sigue que x € Inty (Cly (B)) y se concluye que
Int(CI(B))NY C Inty(Cly(B)).

(2) B € (tv)s siy solosi B = G), donde Gy € RO(Y, 1v) para cada A € A o,
AEA
equivalentemente, por el inciso (1), B = (VaNnY), donde Vi € RO(X, T) para cada
AEN !
L

A € A. Pero, esto Gltimo equivale a tener que B = Va NnY =VnNnY €(t)y,

[ AEA
donde V = Vi € 1s. Con lo cual queda demostrado que (tv)s = (Ts)y. O
AEA
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Teorema 1.1.1. Sea (X, t) un espacioy U C Y C X donde Y & RO(X, t). Si
U € RO(Y, ty), entonces U € RO(X, T).

Demostracién. Suponga que Y € RO(X,t) y U € RO(Y, ty). Por el lema 1.1.4,
se tiene que U = V NnY, donde V € RO(X, t). Puesto que la interseccion de dos
conjuntos regular abiertos es un conjunto regular abierto, se concluye que V NY €

RO(X, T). Por lo tanto, U € RO(X, 7). L
Definicion 1.1.4. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice semi-abierto, si

existe un conjunto abierto U tal que U C A C CI(U).

La coleccion de los conjuntos semi-abiertos en un espacio (X, t) se denota por

SO(X, T).
Proposicion 1.1.4. Cada conjunto abierto es semi-abierto.

Demostracién. Sea A un subconjunto abierto de un espacio (X, t). Puesto que A C

Cl(A), se tiene que U = A es un conjunto abierto tal que U C A C CI(U), por lo

que A es un conjunto semi-abierto. ]

En el siguiente ejemplo se mostrara que el reciproco de la proposicion 1.1.4, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.1.4. Considere el conjunto X = {a, b, ¢, d}, con la topolog’ia del punto
excluido t = {0, X, {a}, {c}, {d} {a,c}} {o d} {c d} {a, c d}} La coleccién de
conjuntos cerrados es {, X, {b}, {a, b}, {c, b}, {b, d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {b, ¢, d}}. EI
conjunto {a, b, c} es semi-abierto, pues {a, c} C {a, b, c} = Cl({a, c}), pero no es un

conjunto abierto, ya que no estd en T. O

Teorema 1.1.2. Sea A un subconjunto de un espacio (X, T ). Las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(1) A es un conjunto semi-abierto.

(2) A C CI(Int(A)).
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(3) CI(A) = CI(Int(A)).

Demostracién. (1)=>(2) Sea A un conjunto semi-abierto. Entonces existe un conjunto
abierto U tal que U C A C CI(U ). Puesto que U es abierto, se tiene que U = Int(U ) C
Int(A) y as’i, CI(U) = CI(Int(U)) C Cl(Int(A)). Por lo tanto, A C Cl(Int(A)).
(2)=(3) Si A C Cl(Int(A)), entonces CI(A) C Cl(Int(A)). Ademas, como Int(A) C
A, se sigue que Cl(Int(A)) C CI(A). As’1, CI(A) = CI(Int(A)).
(3)=(1) Si ClI(A) = Cl(Int(A)), entonces Int(A) C A C CI(A) = Cl(Int(A)).

Luego, U = Int(A) es un conjunto abierto tal que U C A C CI(U). Por lo tanto, A

es un conjunto semi-abierto. O]

Proposicion 1.1.5. Para cada subconjunto A de un espacio (X, t), Cl(Int(A)) es

un conjunto semi-abierto.

Demostracién. Sea U = Int(A). Entonces U es un conjunto abierto tal que U =

Int(A) C Cl(Int(A)) = CI(U), por lo que Cl(Int(A)) es un conjunto semi-abierto. U

Teorema 1.1.3. Si A es un subconjunto semi-abierto de un espacio (X, t) y B es

un subconjunto abierto de (X, T), entonces A N B es un subconjunto semi-abierto de

(X, 7).

Demostracién. Puesto que A es un conjunto semi-abierto, existe un conjunto abierto
U talque U CA CCI(U). Porlo tanto, UNnB C AnB C CI(U) NnB. Se demostrara
que ClU) N B C C(UN B).Six € Cl(U) N B y V es cualquier conjunto abierto
gue contiene a x, Entonces B N V es un conjunto abierto que contiene a x. Como
x € CI(U), se tiene que (UNB)NV =UnNn(BNYV) @, lo cual implica que
x € CI(U N B). De esta manera, U N B es un conjunto abierto tal que U N B C

ANB C Cl(U)N B C CI(U NB). Por lo tanto, AN B es un conjunto semi-abierto. [

En el siguiente ejemplo se muestra que la interseccion de dos conjuntos semi-
abiertos, en general, no es un conjunto semi-abierto, por lo que SO(X, T ) no es una

topologia.



1.1. Conjuntos abiertos generalizados 11

Ejemplo 1.1.5. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia
usual. Los conjuntos A=(0,1] y B =[1, 2) son semi-abiertos, pues A = (0, 1] C
[0, 1] = CI((0, 1)) = CI(Int((0, 1])) = Cl(Int(A)) y B = [1, 2) C [1, 2] = CI((1, 2)) =
Cl(Int([1, 2))) = Cl(Int(B)). Pero AN B = (0,11 N [1,2) = {1} no es semi-abierto,
pues AN B ={1} /C @ = Cl(Int({1}). O

Teorema 1.1.4. Si {Ax : A € N} es lL_ma coleccién arbitraria de conjuntos semi-

abiertos en un espacio (X, T), entonces Aj es un conjunto semi-abierto en (X, T).

AEA
Demostracién. Puesto que Ax C Cl(Int(Ax)) C Cl Int Al para cada A €
red !
N\, se tiene que Ax C Cl(Int(Ax)) C CI Int Ax , porlo que Ax
AEA AEA AEA AEA
es un conjunto semi-abierto. O

Definicion 1.1.5. Un subconjunto A en un espacio (X, T) se dice semi-cerrado, si

X — A es un conjunto semi-abierto. La coleccién de todos los conjuntos semi-cerrados

en (X, t) se denota por SC(X, T).

Observacion 1.1.3. Sea (X, T) un espacio. Entonces:

(1) Cada conjunto cerrado es semi-cerrado.

(2) Cada conjunto regular cerrado es semi-abierto; esto sigue de la proposicién 1.1.5.

(3) Cada conjunto regular abierto es semi-cerrado; esto sigue del inciso (2) conside-

rando complementos.

Los siguientes dos ejemplos muestran que los reciprocos de las implicaciones en

la observacién 1.1.3, en general, no se cumplen.

Ejemplo 1.1.6. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia
cofinita. El conjunto A = (—o0, 1) U (1, o0) es abierto y, por lo tanto, semi-abierto,
pero A no es regular cerrado, pues A =(—o0, 1) U (1, o0) /= @ = Cl(Int((— o0, 1) U
(1, 0))) = Cl(Int(A)). O



12 Capitulo 1. Preliminares topologicos

Ejemplo 1.1.7. Considere el conjunto de los niimeros reales R con la topologia usual.
El conjunto B = R — (=1, 1] es semi-cerrado, pero no es cerrado. De igual manera,

B es un conjunto semi-cerrado que no es regular abierto, ya que B = (—1,1] #

[—1,1] = CI((—1, 1)) = CI(Int((—1, 1])) = CI(Int(B)). O

Proposicion 1.1.6. Un subconjunto A en un espacio (X, ) es regular cerrado si y

solo si A es cerrado y semi-abierto.

Demostracién. De las observaciones 1.1.2 y 1.1.3, se tiene que cada conjunto regular
cerrado es cerrado y semi-abierto. En forma reciproca, suponga que A es cerrado
y semi-abierto. Entonces A = CI(A) C Cl(Int(A)) C CI(A) = A. Por lo tanto,

A = Cl(Int(A)) y, as’1, A es regular cerrado. O]

Definicion 1.1.6. Para cada subconjunto A de un espacio (X, t) se definen los

siguientes conjuntos:

(1) La semi-clausura de A, denotada por sCI(A), es la interseccion de todos los
conjuntos semi-cerrados que contienen a A. Esto es, sCI(A) ={F: A CF, F €

Sc(X, 7)}.

(2) El semi-interior de A, denotado por sInt(A), es la unién de todos los con-
juntos semi-abiertos contenidos en A. En decir, sint(A) = {G : G C A, G €

SO(X, )}

Por el teorema 1.1.4 se sabe que la unidon arbitraria de conjuntos semi-abiertos
es un conjunto semi-abierto, por lo que la interseccion arbitraria de conjuntos semi-
cerrados es un conjunto semi-cerrado. Asi, sCI(A) es el conjunto semi-cerrado mas
pequefio (en el sentido de inclusion) que contiene a A y sInt(A) es el conjunto semi-

abierto mas grande contenido en A.

Teorema 1.1.5. Para cada subconjunto A de un espacio (X, t), se satisface que

Int(A) C sIlnt(A) C A C sCI(A) C CI(A).
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Demostracién. Puesto que Int(A) es un conjunto abierto, se sigue que Int(A) €
SO(X, T ) y como Int(A) C A, se obtiene que Int(A) C sInt(A). Por otro parte, dado
gue CI(A) es un conjunto cerrado, se tiene que CI(A) € SC(X, t) vy, as’i, sCl(A) C
CI(A). Finalmente, de la definicion 1.1.6, se tiene que sInt(A) C A C sCI(A), por lo
que Int(A) C sInt(A) C A C sCl(A) C CI(A). L

A continuacion, se presenta un ejemplo que muestra que la semi-clausura de un
conjunto no coincide con su clausura y que el semi-interior tampoco coincide con el

interior.

Ejemplo 1.1.8. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia usual

y sea A = (—1, 1]. Entonces:

(1) Cl(A) = CI((-1, —1]) = [-1 1] # (=1, 1] = sCI((—1, 1]) = sCI(A).

(2) Int(A) = Int((—12,1]) =(—1,1) /=(—1, 1] = sInt((—1, 1]) = sInt(A). O
Teorema 1.1.6. Sea A un subconjunto de un espacio (X, t). Entonces:

(1) A es semi-abierto siy solo si A =slInt(A).

(2) A es semi-cerrado siy solo si A =sCIl(A)).

Demostracién. (1) La inclusion sint(A) C A es cierta para cada subconjunto A
de (X, t). Para la inclusibn opuesta, suponga que A es un conjunto semi-abierto.
Puesto que sInt(A) es el conjunto semi-abierto mas grande contenido en A, se sigue
A C siInt(A), por lo que A = sInt(A). En forma reciproca, si A = sInt(A), es
inmediato que A es semi-abierto.

(2) La inclusion A C sCI(A) es cierta para cada subconjunto A de (X, t). Para
la inclusion opuesta, suponga que A es un conjunto semi-cerrado. Dado que sCI(A)
es el conjunto semi-cerrado mas pequeino que contiene a A, se tiene que sClI(A) C A,
de donde, A = sCI(A). En forma reciproca, si A = sCIl(A), es obvio que A es semi-

cerrado. OJ
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Teorema 1.1.7. Sea A un subconjunto abierto de un espacio (X, t). Entonces:

(1) x € sInt(A) si y solo si existe un U € SO(X, 1) tal que x € U y U C A.
(2) x € sCl(A)siysolosiAN U /=@ para todo U € SO(X, t) tal que x € U.

Demostracién. (1) Suponga que x € sInt(A). Tomando U = sInt(A), se tiene que
U €SO(X,t) estal que x € Uy U C A. En forma reciproca, suponga que existe
UeSO(X,t)talquex € Uy U C A, porlo que U C sInt(A) y, as’1, x € sint(A).
(2) Sea x € sCl(A). Suponga que existe un U € SO(X, t) tal que x € U vy
UNA = {, porloque A C X —U vy, como X —U € SC(X, 1), se sigue que
sCI(A) C X — U . Porlo tanto, x € U C X — sCl(A), lo cual contradice el hecho que
x € sCI(A). En forma reciproca, asuma que AN U /= 0 para todo U € SO(X,t) d
que x € U. Si x £ sCI(A), entonces existe F € SC(X,t) talquex £ Fy A C F.
Luego, X — F es un conjunto semi-abierto tal que xE X —Fy ANn(X —F) =10,

contradiciendo el supuesto que x € sCI(A). Esto prueba que x € sCI(A). O

Proposicion 1.1.7. Sean A y B subconjuntos de un espacio (X, t). Entonces:

(1) Si A C B, entonces sInt(A) C slInt(B).

(2) sint(sint(A)) =sInt(A).

(3) Si A C B, entonces sCI(A) C sCI(B).

(4) sCI(sCI(A)) = sCI(A).

Demostracién. (1) Sea x € sInt(A). Entonces existe U € SO(X, t) tal que x € U y
U C A.Como A C B, se tiene que x € Uy U C B. Por lo tanto, x € sInt(B) y as’l,
sint(A) C sint(B).

(2) Por aplicacién del inciso (1), se tiene que sInt(sInt(A)) C sInt(A). Por otra
parte, sint(A) C sInt(A), sInt(A) € SO(X, T ) vy, puesto que sInt(sint(A)) es el semi-

abierto mas grande contenido en sInt(A), se obtiene que sIint(A) C sint(sint(A)).
Por lo tanto, sint(sInt(A)) = sInt(A).
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(3) Suponga que x Z sCI(B). Entonces existe V € SO(X, t) tal que x € V vy
BNV ={. Puesto que A C B, se tieneque ANV C BNV ={, porloque ANV =70
y, asi, x Z sCI(A). En consecuencia, sCI(A) C sCI(B).

(4) Por el inciso (3), se tiene que sCI(A) C sCI(sCl(A)). Por otra parte, sCl(A) C

sCl(A) y sCI(A) es un conjunto semi-cerrado, luego, como sCI(sCI(A)) es el semi-

cerrado mas pequeiio que contiene a sCI(A), se obtiene que sCl(sCI(A)) C sCI(A).
Por lo tanto, sCl(sCl(A)) = sCI(A). O

Teorema 1.1.8. Sea A un subconjunto de un espacio (X,t) y U € SO(X, t). En-

tonces U NsCI(A) /=0 siy solosi UNA [=10.

Demostracién. Suponga que U N sCI(A) /= (0. Entonces existe x € U N sCI(A), por
lo que x € U y x € sCI(A). Puesto que U € SO(X, t), se conluye que UNA Q.

En forma reciproca, si U N A /= 0, entonces UNA CUnsCI)y, por lo tanto,
0= O
U NnsCl(A) /= 0.

Teorema 1.1.9. Sea (X, t) un espacio y A C Y C X. Si A € SO(X, t), entonces
A € SO(Y, Tv).

Demostracién. Suponga que A € SO(X, t). Entonces existe U €T talque U CA C
Ci(U), porloque UNYCANYCCI(U)NYy, puesto que U C A C Y, se tiene
queA=ANY,U=UNnY yU €ty . Ademas, como Cly(U) =CI(U)NY, se sigue
que U CACCly(U)y U € 1y, lo cual demuestra que A € SO(Y, tv). L

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco del teorema 1.1.9, en general,

no es cierto.

Ejemplo 1.1.9. Sea (R, t) el conjunto de los niimeros reales con la topologia usual.
Considere el subespacio Y = {0} y el conjunto A = {0}. Entonces A € SO(Y, tv) y
A ZSO(X, 1). O

Corolario 1.1.1. Sea (X, t) un espacio. SiY € t y U € SO(X, t), entonces Y NU &
SO(Y, tv).
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Demostracién. SiY € t y U € SO(X, 1), entonces por el teorema 1.1.3, se tiene que

YNU € SO(X 1)y, por el teorema 1.1.9, se conluye que Y N U &€ SO(Y, tv). O

Teorema 1.1.10. Sea (X, t) un espacio y A C Y C X, donde Y € 1. Si A €
SO(Y, tv), entonces A € SO(X, T).

Demostracién. Suponga que A € SO(Y, ty)y Y € t. Entonces existe U € ty tal que
UCACCly(U). Como Y es abierto, se tieneque U tyCly(U)=Cl(U)NYC
Cl(U). Asl, U C A C Cl(U), lo cual demuestra que A € SO(X, T). O

Observacion 1.1.4. E/ ejemplo 1.1.9 muestra que en el teorema 1.1.10 no se puede

omitir la condicién de que Y sea abierto.

Proposicion 1.1.8. Para cada subconjunto semi-abierto A de un espacio (X, T),

CI(A) es regular cerrado.

Demostracién. Sea A un subconjunto semi-abierto de un espacio (X, ). Por el
teorema 1.1.2, se tiene que CI(A) = Cl(Int(A)) C Cl(Int(CI(A))). Por otro lado,
Cl(Int(ClI(A))) C CI(CI(A)) = CI(A) vy, as’1, CI(Int(CI(A))) C CI(A). Por lo tanto,

CI(A) es un conjunto regular cerrado. O

Corolario 1.1.2. Para cada subconjunto A de un espacio (X, t), Cl(Int(A)) es re-

gular cerrado.

Demostracién. Sea A un subconjunto de (X, t). Entonces Int(A) es un conjunto
semi-abierto y, por la proposicion 1.1.8, se concluye que Cl(Int(A)) es regular cerrado.

]

Proposicion 1.1.9. Para cada subconjunto semi-abierto A de un espacio (X, T),

Cl(sCI(A)) es regular cerrado.

Demostracién. Sea A un subconjunto semi-abierto de un espacio (X, 1) y B =

ClI(sCI(A)). Entonces se demostrara que B = Cl(Int(B)). En efecto, aplicando el
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teorema 1.1.2, se obtiene que

Cl(Int(B)) C CI(B) = B = CI(sCI(A)) C CI(CI(A)) = CI(CI(Int(A)))

C  Cl(Int(sCI(A))) C CI(Int(Cl(sCI(A)))) = CI(Int(B)).

As’1, B = CI(sCI(A)) = ClI(Int(B)) y, por lo tanto, CI(sCI(A)) es un conjunto regular

cerrado. ]

Definicion 1.1.7. Un subconjunto A de un espacio (X, T) se dice a-abierto, si
A C Int(CI(Int(A))).

La coleccién de todos los conjuntos a-abiertos de un espacio (X, t) es denotada
por t¢.
Proposicion 1.1.10. Cada conjunto abierto en un espacio (X, T) es a-abierto; esto
es, T C 1™
Demostracién. Suponga que A es un subconjunto abierto de un espacio (X, T).
Entonces A = Int(A) y A C CI(A) = ClI(Int(A)), por lo que A = Int(A) C

Int(Cl(Int(A))). Por lo tanto, A es a-abierto. ]

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la proposicion 1.1.10, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.1.10. Considere el conjunto de los nimeros reales R, con la topologia
usual. Sea A= %:né¢€ N}. Entonces CI(A) = i:n¢€ N} U{0} y Int(CI(A)) =0,
por lo que A es un subconjunto no cerrado nunca denso de Ry, as’, R — A no
es un conjunto abierto. Por otra parte, R — A es un conjunto a-abierto, ya que
Int(CI(Int(R — A))) = Int(C(R — CIA)) = Int(R—0) = Int(R) = R y de esta
manera, R — A C R = Int(Cl(Int(R — A))). O

Proposicion 1.1.11. Cada conjunto a-abierto es semi-abierto.

Demostracién. Suponga que A es un subconjunto a-abierto de un espacio (X, T).

Entonces A C Int(Cl(Int(A))) C Cl(Int(A)) y, por lo tanto, A es semi-abierto. O
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En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la proposicion 1.1.11, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.1.11. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia
usual. Sea A = [1, 2). Entonces A es un conjunto semi-abierto que no es a-abierto,
pues Int(Cl(Int(A))) = Int(Cl(Int([1, 2)))) = Int(Cl((1, 2))) = Int([1,2]) = (1,2) y

asi, A = [1, 2) no estd contenido en Int(Cl(Int(A))) = (1, 2). a

Lema 1.1.5. Si U es un subconjunto abierto no vac’io de un espacio (X, t) tal que

U C CI(A), entonces UNA 1.

Demostracién. Suponga que § /= U € t y U C CI(A). Entonces U N CI(A) /=1
Luego, existe y € U N CI(A), por lo que y € U y y € CI(A). Puesto que y € CI(A),
se tiene que W N A /= J paracada W €t tal que y € W . En particular, como U
€T

yy€EU,setieneque UNA 0. O

Teorema 1.1.11. Sea A un subconjunto de un espacio (X, T). Entonces A € 1@ si

y solo si AN B € SO(X, t) para cada B € SO(X, ).

Demostracién. Suponga que A € Ty B € SO(X, t). Si ANB = {), entonces es obvio
gue A N B € SO(X, T ). Asuma que existe x € A N By sea V un conjunto abierto que
contiene a x. Dado que, x € A C Int(Cl(Int(A))), se tiene que V N Int(Cl(Int(A)))
es un conjunto abierto que contiene a x y, como x € B C Cl(Int(B)), se concluye
que V N Int(Cl(Int(A))) N Int(B) /= (. Observe que Int(A) C Int(Cl(Int(A))), pxr
lo cual V N Int(Cl(Int(A))) N Int(B) N Int(A) = V N Int(A) N Int(B). Puesto que
V N Int(Cl(Int(A))) N Int(B) C Cl(Int(A)) vy V N Int(Cl(Int(A))) N Int(B) es un
conjunto abierto y no vac’io; as’i, por el lema 1.1.5, se obtiene que V Nint(Cl(Int(A)))N
Int(B) N Int(A) /= 0 vy, por lo tanto, V N Int(A) N Int(B) /= 0. De esta maner,
V N iInt(A N B) @ vy, en consecuencia, x € Cl(Int(A N B)). Esto demuestra que
ANB CCl(Int(ANnB)) y, asi, AN B € SO(X, t). En forma reciproca, sea A C X
tal que A N B € SO(X, ) para cada B € SO(X, t ). Observe que A € SO(X, T ), pues

A=ANXyX € SO(X, t). Para lograr la prueba, se procedera por reduccion al
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absurdo. Suponga que x € A N (X — Int(Cl(Int(A)))). Como X — Int(Cl(Int(A))) =
Cl(X — ClI(Int(A))). Entonces x € Cl(V), donde V = X — Cl(Int(A)). Dado que
x € CI(V), se tiene que Cl({x}) CcCl(V)y Vv C{xtuVv C Cl{x}uVv)=Cl({x}) u
CI(V) = CI(V) v, puesto que V € T, se tiene que {x} UV € SO(X, t). Por hipétesis,
se obtiene que AN ({x} UV) €SO(X, t) y, como A €SO(X, ), se deduce que
A CCl(Int(A)) y V = X —CI(Int(A)) C X —A. Asi, ANV CAN(X—A) =0,
porloque ANV=0yAn{x}uVv)=An{x}) UANV)={x}u@ = {x},
lo cual implica que {x} € SO(X, t) y el Gnico subconjunto no vacio de {x} es {x}
mismo; por lo tanto, {x} € T . Ahora, como x € A C Cl(Int(A)), se tiene que
x € Cl(Int(A)) vy {x} = Int({x}) C Int(CI(Int(A))), lo cual contradice el hecho que
x Z Int(Cl(Int(A))). Asi, x € A implica que x € Int(CI((A))), lo cual demuestra que
A€t [

Teorema 1.1.12. Sea (X, t) un espacio. La coleccion t* es una topologia sobre X.

Demostracién. Se verificaran las tres condiciones para que la coleccion T sea una

topologia sobre X:

(1) Dado que @ y X pertenecenartyTt C 1% se tEne que @ y X pertenecen a t°.

(2) Sea {Ax : A € A} C t°. Se demostrara que A € t% Por el teorema 1.1.11
AEA

Ax N B € SO(X, 1) ;ifara cada B € SO(X, t) y cada A € A. Luego, por el teorema

1.1.4, se tiene que (Ax N B) € SO(X, t) para cada B € SO(X, t). Por lo tanto,
1 AEN
L

Ayr N B € SO(X, t) para cada B € SO(X, t) y nuevamente, por el teorema

AEN [
1.1.11, se concluye que A €1’
AEn

(3) Sean A, B € t° Entonces por el teorema 1.1.11, B N C € SO(X, ) para cada
C €SO(X, t) y también AN (B N C) € SO(X, t) para cada C € SO(X, t). De esta
manera, (A N B) N C € SO(X, t ) para cada C € SO(X, T ) y nuevamente, por el

teorema 1.1.11, se obtiene que AN B € 1%, L

Observacion 1.1.5. De acuerdo con el lema 1.1.2, las proposiciones 1.1.10y 1.1.11
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y el teorema 1.1.12, se tiene que si T es una topolog’ia sobre X, entonces ts y ™

también son topologias sobre X tales que ts C T C @ C SO(X, 1).

Lema 1.1.6. Sea A un subconjunto de un espacio (X, T)y U €t . Entonces U N
Cl(A) = 0 si y solo si U NA = (. Equivalentemente, U N CI(A) /= 0 si y solo §
UNA /=1.

Demostracién. Suponga que UNCI(A) £ 0. Entonces existe un punto x € U NCI(A),
porloque x € U, x € CI(A) y U €t . Porlo tanto, UNA (. En forma reciproca,
suponga que U N CI(A) = 0. Entonces UNACUNCIA)=0yasiuUnA=0. U

En lo que sigue denotaremos por Int* y CI* al interior y a la clausura en la

topologia ¢, respectivamente.

Teorema 1.1.13. SO(X, t) = SO(X, t%).

Demostracién. Suponga que B € SO(X, T) y sea x € B. Dado cualquier conjun-
to U € t* tal que x € U, se tiene que x € U C Int(Cl(Int(U))), por lo que
x € Int(Cl(Int(U))) y Int(Cl(Int(U))) € t. Puesto que x € B C Cl(Int(B)), se
sigue Int(B) N Int(Cl(Int(V))) /= O; luego, & Int(B) N Int(Cl(Int(U))) C Int(B) N
Cl(Int(U)) vy, asi, Int(B) N Cl(Int(U)) /= 0. Como Int(B) € t, por el lema 1.1.6, &
obtiene que Int(B) NInt(U) /= @ vy, como t C 14, se deduce que Int(B) C Int*B)
yInt(U) CInt¥(U ) = U . As"t, D /=1Int(B) NInt(U ) C Int%B) N U, por lo que
Int*(B) N U /= @y por lo tanto, x € CI*(Int*(B)). Esto demuestra que B C
Cl¥(Int*(B)) y B € SO(X, t%). En forma reciproca, suponga que B € SO(X, t%) y
X €E€B.SeaVertalque x € V. Puestoque Vet Ct@yxeB C Cl*nt%B)),
se sigue que V NInt*(B) # (. Sea U =V NInt%(B) y observe que U € t%, por lo qe
necesariamente Int(U) y Int(U) € t. Ademas, como Int(U) C U = V N Int%(B),
se tiene que Int(U) C V y Int(U) C Int*(B) C B. Asi,0 /[=Int(U) CVNBY
por lo tanto, @ /= Int(U ) C Int(V N B) = Int(V ) N Int(B) = V N Int(B), lo cual
implica que V N Int(B) /= @ vy, en consecuencia, x € Cl(Int(B)). Esto demuestra que

B C Cl(Int(B)) y B € SO(X, 1). ]
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En el siguiente teorema se denoterad por Int* y CI° al interior y a la clausura en

la topologia ts, respectivamente.

Teorema 1.1.14. Sea (X, T ) un espacio. Si A & SO(X, t ), entonces CI*A) =
CI(A) = CI5(A).

Demostracién. Puesto que s C T C 1%, se tiene que CI*(A) C CI(A) C CI5(A)
para cada subconjunto A de X. Para demostrar las inclusiones opuestas, basta con
demostrar que CIS(A) C CI*(A) para A € SO(X, t). Sea x £ CI*(A). Entonces existe
Uet®talquex €U yUNA = (. Puesto que Int(U) NInt(A) C UNA =, se tiene
que Int(U) N Int(A) = 0 vy, por el lema 1.1.6, se sigue que Cl(Int(U)) N Int(A) = 0.
Consecuentemente, Int(Cl(Int(U ))) N Int(A) = & y nuevamente por el lema 1.1.6,
Int(Cl(Int(U))) N Cl(Int(A)) = 0. Como A € SO(X, t), se tiene que A C Cl(Int(A))
y, por lo tanto, Int(Cl(Int(U))) N A = 0. Como U € t%, x € Int(Cl(Int(U))). Puesto

que Int(Cl(Int(U))) € ts, se concluye que x & CI*(A), lo cual finaliza la prueba. [J
Corolario 1.1.3. Sea (X, t) un espacio. Entonces:

(1) RC(X, T) = RC(X, T%).

(2) RO(X, T) = RO(X, T%).

(3) Ts = (t%)s.

Demostracién. (1) Por la proposicion 1.1.6 y los teoremas 1.1.13 y 1.1.14, se tiene

que:

AERC(X,T) €= AESO(X t)yCl(A)=A
== Acsox,T)ycfa)=A

== AERCX 1.

(2) Sigue del inciso (1) considerando complementos.

(3) Es consecuencia inmediata del inciso (2). O
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Teorema 1.1.15. Sea (X, T) un espacio. Entonces SO(X, T) es una topolog’ia sobre
X si y solo si SO(X, t) = t™

Demostracién. Por la proposicion 1.1.11, se tiene que t® C SO(X, ). Suponga que
SO(X, t) es una topologia sobre X y sea A € SO(X, t). Entonces ANB € SO(X, 1)
para cada B € SO(X, t ). Por el teorema 1.1.11, se concluye que A € t® vy, as’l,
SO(X, t) C 1. En forma reciproca, suponga que SO(X, t) = t%. Por el teorema
1.1.12, se tiene que T% es una topologia sobre X vy, por lo tanto, SO(X, t) es una

topologia sobre X. O

Definicion 1.1.8. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice pre-abierto, si
A C Int(CI(A)). El complemento de un conjunto pre-abierto se denomina conjunto

pre-cerrado.

La coleccion de todos los conjuntos pre-abiertos de un espacio (X, t) se denota
por PO(X, T).
Proposicion 1.1.12. Cada subconjunto ai-abierto de un espacio (X, T) es pre-abierto;
esto es, T C PO(X, T).
Demostracién. Suponga que A es un subconjunto a-abierto de un espacio (X, T).

Entonces A C Int(Cl(Int(A))) C Int(CI(A)) y por lo tanto, A es un conjunto pre-
abierto. O]

En los siguientes dos ejemplos se muestra que, en general, las nociones de conjunto

semi-abierto y conjunto pre-abierto son independientes.

Ejemplo 1.1.12. Considere el conjunto de los ndmeros reales R con la topologia

usual. El conjunto de los nimeros racionales Q es un conjunto pre-abierto, pues
Q C R = Int(R) = Int(C(Q)), pero Q no es semi-abierto, ya que Q |C § = CI(0) =
Cl(Int(Q)). O
Ejemplo 1.1.13. Sea R el conjunto de los nimeros reales con la topologia usual.
El conjunto [1,2) es semi-abierto, pero no es pre-abierto, pues [1,2) /C (1,2) =

Int([1, 2]) = Int(CI([1, 2))). O
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Teorema 1.1.16. Un subconjunto A de un espacio (X, T) es pre-abierto si y solo si

sCI(A) = Int(CI(A)).

Demostracién. Suponga que A € PO(X, t). Usando el hecho que sCI(A) es un con-
junto semi-cerrado, se tiene que Int(CI(A)) C Int(Cl(sCl(A))) C sCI(A). Para de-

mostrar la inclusion sCI(A) C Int(ClI(A)), suponga que x £ Int(CI(A)). Entonces
x € X — Int(ClI(A)) = CI(X — CI(A)) = Cl(Int(X — A)) vy, por la proposicién
1.1.5, se tiene que Cl(Int(X — A)) es un conjunto semi-abierto que contiene a x.
Como A € PO(X, Tt ), A C Int(ClI(A)) y as’;, A N Cl(Int(X — A)) = A N [X —
Int(CI(A))] C Int(CI(A)) N[X — Int(CI(A))] = 7, por lo que ANCI(Int(X — A)) =0,
x € Cl(Int(X — A)) y Cl(Int(X — A)) € SO(X, t). Por lo tanto, x £ sCI(A) y,
en consecuencia, sClI(A) C Int(CI(A)). En forma reciproca, si sCI(A) = Int(CI(A)),
entonces A C sCI(A) = Int(CI(A)) y, por lo tanto, A € PO(X, T). O

Corolario 1.1.4. Si A es un subconjunto abierto de un espacio (X, t), entonces

sCI(A) = Int(CI(A)).

Demostracién. Suponga que A es un conjunto abierto en un espacio (X, t). Enton-

ces A€t C 1t CPOWX t)y por el teorema 1.1.16, concluimos que sCI(A) =
Int(Cl(A)). O

De manera natural no es posible definir un tipo de clausura que involucre a
la coleccidon de los conjuntos regular cerrados, ya que éstos no son estables bajo
intersecciones arbitrarias. Debido a esto, en 1968, Veli¢ko [27] introdujo |la nocion de
6-clausura con el proposito de estudiar los espacios H-cerrados en términos de filtros

arbitrarios.

Definicion 1.1.9. La 6-clausura de un subconjunto A de un espacio (X, t), de-

notada por Cls(A), se define como el conjunto de todos los puntos x € X tales que

ANInt(CI(U)) # @ para cada conjunto abierto U que contiene a x.

Definicion 1.1.10. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice:
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(1) 6-cerrado, si A = Cls(A).

(2) 6-abierto, si X — A es 6-cerrado.

La familia de todos los conjuntos 6-abiertos en un espacio (X, t) se denota por

T5.

Proposicion 1.1.13. Para cada conjunto A de un espacio (X, T), se satisface que

A C CI(A) C Cls(A).

Demostracién. Se demostrara que CI(A) C Cls(A). Suponga que x € CI(A) y sea
U un conjunto abierto que contiene a x. Entonces AN U /= (. Puesto que ANU =
ANInt(U) C AN Int(CI(U)), se tiene que A N Int(CI(U)) /= 0. Asi, x € Cls(A)
y por lo tanto, CI(A) C Cls(A). Dado que siempre A C Cl(A), se concluye que
A C Cl(A) C Cls(A). u

Corolario 1.1.5. Cada conjunto 6-cerrado es cerrado y por lo tanto, cada conjunto

&-abierto es abierto.

Demostracién. Si A es un conjunto §-cerrado, entonces A C CI(A) C Cls(A) = A,
por lo que A = CI(A) y A es cerrado. Aplicando complementos, se obtiene que cada

conjunto 6-abierto es abierto. O]
Definicion 1.1.11. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice:

(1) clopen, si A es un conjunto abierto y cerrado.

(2) 6-clopen, si A es un conjunto 6-cerrado y 6-abierto.

(3) g-cerrado, si CI(A) C U siempre que AC U yU €.

(4) sg-cerrado, si sCl(A) C U siempre que A C U y U € SO(X, T).

(5) Us-abierto, si para cada x € A existe U € t tal que x € U C sCl(U) C A.

(6) Os-cerrado, si X — A es Us-abierto.
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(7) é6g-cerrado, si Cls(A) C U siempre que AC U y U € t.
Proposicion 1.1.14. Sea (X, t) un espacio. Entonces:

(1) Cada conjunto Us-abierto es abierto.

(2) Cada conjunto Us-cerrado es cerrado.

(3) Cada conjunto cerrado es g-cerrado.

(4) Cada conjunto &-cerrado es 6g-cerrado.

(5) Un conjunto es clopen si y solo si es regular abierto y regular cerrado.

Demostracién. (1) Sigue inmediatamente de la definicion de conjunto ¥s-abierto.

(2) Sigue del inciso (1) aplicando complementos.

(3) Suponga que A un conjunto cerrado y sea U un conjunto abierto tal que A C U.
Entonces CI(A) = A C U y as’1, A es un conjunto g-cerrado.

(4) Suponga que A es un conjunto 6-cerrado y sea U un conjunto abierto tal que
A C U. Entonces Cls(A) = A C U y por lo tanto, A es un conjunto &g-cerrado.

(5) Suponga que A un conjunto clopen. Entonces CI(A) = A = Int(A) y por lo
tanto, Int(CI(A)) = Int(A) = A = CI(A) = Cl(Int(A)). De esta manera, A es un
conjunto regular abierto y regular cerrado. El reciproco sigue de las observaciones

1.1y 1.1.2. O

Proposicion 1.1.15. Cada conjunto clopen es 6-cerrado.

Demostracién. Se demostrara que Cls(A) C CI(A). Sea x € Cls(A) y suponga que U
es un conjunto abierto tal que x € U. Entonces ANInt(CI(U) /= @ y como A es clopen,
se tiene que @ = ANInt(CI(U)) = Int(A) NInt(CI(V)) = Int(ANCI(U)) C ANCI(U),
por lo que AN CI(U) /= 0. Puesto que A es abierto, por el lema 1.1.6, se tiene qe
ANU /= 0. Luego, por definicion de clausura, x € CI(A). Por lo tanto, Cls(A) C C(A)

y como CI(A) C Cls(A), se concluye que A = CI(A) = Cls(A) y as’1, A es un conjunto 6-

cerrado. O
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1.2. Propiedades de separacion

Recuerde que un espacio (X, T ) es regular, si para cada conjunto cerrado F y cada
punto x £ F, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V talesquex € U y F C V.
También, (X, T) es regular si y solo si para cada punto x € X y cada conjunto abierto
U que contiene a x, existe un conjunto abierto V tal que x € V C CI(V) C U (véase
[28]). Utilizando los conjuntos regular cerrados, Singal y Arya [19] introdujeron un
nuevo axioma de separacion débil (denominado almost regularidad) que generaliza
el concepto de espacio regular. En esta seccion, se mostraran algunos resultados que

involucran a este axioma de separacion y su relacion con la nocién de regularidad.

Definicion 1.2.1. Un espacio (X, t) se dice almost regular, si para cada conjunto
regular cerrado E y cualquier punto x & E, existen conjuntos abiertos disjuntos U y

Vtalesque EC UyxegV.

Teorema 1.2.1. En un espacio (X, T), los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) (X, t) es almost regular.

(2) Para cada punto x € X y cada conjunto regular abierto V que contiene a x,

existe un conjunto regular abierto G tal que x € G C Cl(G) C V.

(3) Para cada punto x € X y cada conjunto abierto W que contiene a x, existe un

conjunto regular abierto V tal que x € V C CI(V) C Int(CI(W)).

Demostracién. (1)=(2): Sean x € X y V un conjunto regular abierto tal que x € V.
Entonces F = X — V es un conjunto regular cerrado tal que x ¢ F y como (X, 1)
es almost regular, existen conjuntos abiertos disjuntos U y W talesquex € Uy
F C W. Por el lema 1.1.6, se tiene que C(U)NW = vy, as’i, CI(U) C (X — W) C
(X —F)=V, porloque x € UC CI(U) C V. Dado que U es abierto, se sigue
que U C Int(Cl(U)) C CI(U), por lo que Cl(Int(CI(U))) = CI(U) C V. Por lo tnto,
G = Int(Cl(U)) es un conjunto regular abierto tal que x&€ G C CI(G) C V.

(2)=(3): Sean x € X y W un conjunto abierto tal que x € W. Por la proposicion
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1.1.1, Int(CI(W)) es un conjunto regular abierto que contiene a x y, por el inciso (2),

existe un conjunto regular abierto V tal que x € V C Cl(V) C Int(Cl(W)).
(3)=(1): Sean x € X y F un conjunto regular cerrado tal que x ¢ F. Entonces

X — F es un conjunto regular abierto que contiene a x. Puesto que todo conjunto

regular abierto es abierto, por el inciso (3), existe un conjunto regular abierto V tal
quex € VC CI(V) C Int(CI(X — F)) =X — F . Por lo tanto, Vy X — CI(V) son

conjuntos abiertos disjuntos tales que x € Vy F C X — Cl(V ). Esto demuestra que

(X, T) es un espacio almost regular. O

Lema 1.2.1. Si un espacio (X, T ) es almost regular y semiregular, entonces es re-

gular.

Demostracién. Suponga que (X, T) es un espacio almost regular y semiregular. Sean
X € Xy W un conjunto abierto tal que x € W . Puesto que (X, T ) es un espacio
semiregular, existe un conjunto abierto U tal que x € U C Int(C{U )) C W . Como
(X, T) es un espacio almost regular, por el teorema 1.2.1, existe un conjunto regular
abierto Vtalquex € VC CI(V) C Int(C(U )) yas', x e VC CI(V) C W. Porlo

tanto, (X, ) es un espacio regular. ]

A comtinuacion, se muestran algunos resultados importantes que involucran un

tipo de espacios, denominados espacios extremadamente disconexos.

Definicion 1.2.2. Un espacio (X, t) se dice extremadamente disconexo, si

Cl(U) € tpara cada U € 1.

Ejemplo 1.2.1. Considere el conjunto X = {a,b,c, d, e} con la topolog’ia T =
{@,X,{a}, {a,c} {a,bd} {a, b c d}}. La coleccién de los conjuntos cerrados es
{D,X,{b,c, d e} {b d e} {c e} {e}}. Por otra parte, se tiene que Cl({a}) = X,
Cl({a, c}) = X, Cl{a, b, d}) = X, Cl({a, b, c, d}) = X, CI(X) =X, CI(0) = 0. Asi,
la clausura de cada conjunto abierto es un conjunto abierto y por lo tanto, (X, T) es

un espacio extremadamente disconexo. O
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Teorema 1.2.2. Sea (X, T ) un espacio extremadamente disconexo. Para cada par

de conjuntos abiertos Ay B, AN B ={ si y solo si CI(A) N CI(B) = 0.

Demostracién. Suponga que A N B = () para cada par de conjuntos abiertos A y B.
Entonces por el lema 1.1.6, se tiene que CI(A) N B = @y como (X, T ) es extrema-
damente disconexo, CI(A) también es un conjunto abierto. Aplicando nuevamente
el lema 1.1.6, se obtiene que CI(A) N CI(B) = (. En forma reciproca, suponga que

CI(A)NCI(B) = (. Entonces ANB C CI(A)NCI(B) =0, porlocual AnNB =0. O

Corolario 1.2.1. Suponga que (X, T) es un espacio extremadamente disconexo, V es
un subconjunto de X y existe un conjunto abierto A tal que A C V C Cl(A). Entonces

V N CI(H) # 0 para cada conjunto abierto H si y solo si CI(A) N CI(H) /= 0.

Demostracién. Suponga que V NCI(H) /= (0 para cada conjunto abierto H. Entonces
=V NCI(H) C CI(A)NCI(H), por lo que CI(A)NCI(H) /= 0. En forma reciproca,
suponga que CI(A) NCI(H)  para cada conjunto abierto H. Por el teorema 1.2.2,
se tieneque =V NH CV NnCI(H) vy, por lo tanto, V N CI(H) @. [

Lema 1.2.2. Si (X, T ) es un espacio extremadamente disconexo, entonces Cl(U ) =

sC(U) para cada U € SO(X, T).

Demostracién. Del teorema 1.1.5, se tiene que CI(U) C sCI(U) para cada subcon-
junto U de X. Sea U € SO(X, t). Entonces se demostrara que sCl(U) C CI(U). Si
x & sCI(U), entonces existe V € SO(X,t) talque x €V y V. nU = 0, por lo que
Int(V) NniInt(U) = 0. Por el teorema 1.2.2, se tiene que Cl(Int(V)) N Cl(Int(U)) =0
y como U € SO(X, t ), se sigue que Cl(Int(U )) = C(U ). Puesto que x € V C
Cl(Int(V)), entonces x £ Cl(Int(U)) = CI(U) v, por lo tanto, sCI(U) C CI(U). O

Teorema 1.2.3. Un espacio (X, T) es extremadamente disconexo si y solo si SO(X, t)

es una topolog’ia sobre X.

Demostracién. Sea (X, T) un espacio extremadamente disconexo y suponga que

SO(X, t) no es una topologia sobre X. En virtud del teorema 1.1.15, existe B &€



1.2. Propiedades de separacion 29

SO(X, t) tal que B Z t°. Siendo (X, t) extremadamente disconexo, CI(Int(B)) € T
y as’t, B C Cl(Int(B)) = Int(CI(Int(B))), por lo que B € 1*, contradiciendo el hecho

que B Z t2. Por lo tanto, SO(X, t) es una topologia sobre X. En forma reciproca,
suponga que SO(X, t) es una topologia sobre X y (X, T) no es extremadamente dis-

conexo. Entonces existe A € t tal que CI(A) € t. Sea x € CI(A) — Int(CI(A)).
Considere B = {x} U Int(CI(A)) y C = Cl(Int(X — A)). Observe que {x} C
ClI(A) = Cl(Int(A)) C CIl(Int(CI(A))). Luego, Int(ClI(A)) C {x} U Int(CI(A)) C
Cl(Int(Cl(A))); es decir, Int(ClI(A)) C B C Cl(Int(CI(A))), por lo que B € SO(X, T ).
Ahora, por el corolario 1.1.2, C es regular cerrado y por lo tanto, C € SO(X, T ), luego
como SO(X, t) es una topologia sobre X, se sigue que B N C = ({x} U Int(CI(A))) N
Cl(Int(X — A)) = ({x} U Int(CI(A))) N (X — Int(CI(A))) = {x} es un conjunto semi-
abierto. Por lo tanto, Int({x}) @ vy as’i x € Int({x}). Puesto que {x} C CI(A),

entonces x € Int({x}) C Int(Cl(A)), contradiciendo el hecho que x /€ Int(CI(A)). En

consecuencia, (X, T) es un espacio extremadamente disconexo. O

Teorema 1.2.4. Si (X,t) es un espacio extremadamente disconexo, entonces

SO(X, t) C PO(X, T).

Demostracién. Sea A € SO(X, t). Entonces A C Cl(Int(A)) y, como (X, T) es un

espacio extremadamente disconexo, se tiene que Cl(Int(A)) = Int(Cl(Int(A))). Por

lo tanto, A C Int(Cl(Int(A))) C Int(Cl(A)) vy, as’1, A € PO(X, 1). O

Recuerde que si S es una coleccidon de subconjuntos de un conjunto dado X,
entonces S es una subbase para una topologia sobre X. En un espacio (X, t), se
denota por tso a la topologia sobre X que tiene a la coleccion SO(X, t) de los

conjuntos semi-abiertos como una subbase.
Corolario 1.2.2. Si (X, T) es un espacio extremadamente disconexo, entonces
T = SO(X, T) N PO(X, T) = SO(X, T) = Tso.

Demostracién. Suponga que (X, T) es un espacio extremadamente disconexo. Por la

proposiciéon 1.1.11, T C SO(X, 1) vy, por la proposicion 1.1.12, T C PO(X, ). Lue-
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go, T C SO(X, T ) N PO(X, t). Ahora, por el teorema 1.2.4, se tiene que SO(X, T) C
PO(X, t)y, as’l, T C SO(X, t)NPO(X, t) = SO(X, t). Por otra parte, siendo (X, t)
extremadamente disconexo, el teorema 1.2.3, garantiza que SO(X, t) es una topo-

log’ia sobre X vy, por el teorema 1.1.15, se obtiene que SO(X, ) = . Por lo tanto,

@ = SO(X, T) N PO(X, T) = SO(X, T) = Tso. O

1.3. Colecciones especiales de conjuntos

Definicion 1.3.1. Sea (X, t) un espacio. Una coleccién de subconjuntos de X se
denomina abierta (resp. cerrada, semi-abierta, semi-cerrada, regular abier-
ta, regular cerrada) si estd formada por conjuntos abiertos (resp. cerrados, semi-

abiertos, semi-cerrados, regular abiertos, regular cerrados).

Definicion 1.3.2. Sea (X, t) un espacio y A un subconjunto de X. Se dice que una
coleccién {LIJ:\ : A € N} de subconjuntos de X cubre a A o es un cubrimiento de

A, si A C U). Un cubrimiento abierto (resp. semi-abierto, semi-cerrado,
AEN
regular abierto, regular cerrado) de A, es un cubrimiento que estd formado

por conjuntos abiertos (resp. semi-abiertos, semi-cerrados, regular abiertos, regular

cerrados).

Definicion 1.3.3. Sea U una coleccién de subconjuntos de un espacio (X, t). Si V
es una coleccién de subconjuntos de X y para cada V €V existe un U € U tal que
V C U, se dice que V refina U o que V es un refinamiento de U . Si los elementos
de V son conjuntos abiertos (resp. semi-abiertos, semi-cerrados, reqular abiertos,
regular cerrados), se dice que V es un refinamiento abierto (resp. semi-abierto,

semi-cerrado, regular abierto, regular cerrado) de U.
Definicion 1.3.4. Una coleccién V' de subconjuntos de (X, t) se dice:

(1) localmente finita, si para cada punto x € X existe un conjunto abierto U tal

que x € U y U interseca a lo mds un ndmero finito de elementos de V.
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(2) s-localmente finita, si para cada x € X existe un conjunto semi-abierto U tal

que x € U y U interseca a lo mds un ndmero finito de elementos de V.

Observacion 1.3.1. Cada coleccién localmente finita es s-localmente finita. Esto

sigue del hecho que cada conjunto abierto es semi-abierto.

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la observacién , en general,

no es cierto.

Ejemplo 1.3.1. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la topologia

usual. Sea U = {{1}: n € N}. Observe que U es una coleccién de subconjuntos de R

que no es localmente finita, pues cada vecindad de 0 interseca un ndmero infinito de

elementos de U. Para demostrar que la coleccién U es s-localmente finita, se analizan

los siguientes casos:

1. Si x > 1, entonces U = [x,x+ 1) es un conjunto semi-abierto que contiene a

X y no interseca ningin elemento de U.

2. Si x <0, entonces U= (x — 1, x] es un conjunto semi-abierto que contiene a

X y no interseca ningtn elemento de U.

3. Si0<x <1, se tiene que:

« Parax=1,U = (,, 1Res un conjunto semi-abierto que contiene a x e

interseca un solo elemento de U.
1 1

*x=,, U=(,,, X], es un conjunto semi-abierto que contiene a x e interseca

nl
un solo elemento de U.

* Para x |, conn € Z_, el punto y =

n X

,estalquey>1yy ZZ . Porlo

tanto, existe m € Z* tal que m <y <m+1, por lo que ,}, < x <. De

esta manera, U = (wi,lx] es un conjunto semi-abierto que contiene a x y no

interseca algin elemento de U.

De los casos anteriores, se deduce que la coleccién U es s-localmente finita. O
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Teorema 1.3.1. Sea V = {Va : A € A} una coleccién localmente finita de subcon-

juntos de un espacio (X, t). Entonces:

(1) Cualquier subcoleccién de V es localmente finita.
(2) La coleccion W = {CI(Va) : A € A} es localmente finita.

(3) La coleccién U = {sCI(Va) : A € A} es localmente finita.

L L
(4) CI( W) = ClI(Va).

AEA AEA
Demostracién. (1) Suponga que A es una subcoleccion de V y sea x € X. Puesto que
V es localmente finita, existe un conjunto abierto Ux tal que x € Ux y Ux interseca
a lo mas un namero finito de elementos de V. Como A C V, se concluye que Ux
interseca a lo mas un nimero finito de elementos de A. Por lo tanto, A es localmente
finita.

(2) Suponga que la coleccion W = {CI(Va) : A € A} no es localmente finita.
Para cada punto x € X, cualquier conjunto abierto que contiene a x interseca a un
ndmero infinito de elementos de W. Por el lema 1.1.5, se tiene que Ux N CI(Va) /=0
si y solo si Ux N Vi @, por lo que cualquier conjunto abierto Ux que contiene a
X, interseca a un nimero infinito de elementos de V, contradiciendo el hecho que la
coleccion V es localmente finita.

(3) Puesto que la coleccion V = {Va : A € A} es localmente finita, para cada
X € X existe un conjunto abierto Ux tal que x € Ux y Ux interseca a lo mas un
namero finito de elementos de V. Esto es, Ux N Va = {, excepto para un ndmero

finito de elementos A € A. Dado que

Ume/\=®=:> V/\CX_UX
== sCI(Va) C sCl(X — Ux) C C(X — Ux) = X — Ux

== UxNsCl(Va) =7,



1.3. Colecciones especiales de conjuntos 33

se concluye que U N sCl(Va) = 0, excepto para este mismo nimero finito de A € A.
Por lo tanto, la coleccion U = {sCI(Va) : A € A} es localmente finita.

(4) En general, VA C Vi paracada A € A, por lo que CI(VA) C CI( W) vy
AEA AEN

consecuentemente, Cl(Va) C CI(  Va). Utilizando la hipo6tesis de finitud local se
AEA AEA

probara que CI( Vi) C Cl(Va).Seax € CI(  Va). Entonces existe un conjunto
abierto U tal quéSk € U y tFinterseca a un nimertfinito de elementos de la coleccidon

V, digamos Vj, Vi, ..., Vi. Se afirma que x € Cl(Vy,), pues en caso contrario,
k k i=1

sixZ Cl(Va;), entonces U —  Cl(Va;) es un conjunto abierto que contiene a x y
j=

1 i=1 k
no interseca a ningln elemento de V, porlo que U —  CI(Va;) no interseca a Va,
i=1 AEN

lo cual contradice el hecho que x € Cl Va . Por lo tanto, x € Cl(Va) y en
| AEA AEA o

consecuencia, Cl(Va) =ClI Va
AEA AEA . B .
Para las colecciones s-localmente finitas también se tienen algunos resultados

analogos a los del teorema 1.3.1.

Lema 1.3.1. Sea V = {Va : A € A} una coleccién s-localmente finita de subconjuntos

de un espacio (X, T). Entonces:

(1) Cualquier subcoleccion de V es s-localmente finita.
(2) La coleccién U = {sCI(Va) : A € A} es s-localmente finita.

L L
(3) sCI(~ Va)=  sCI(Va).
AEN AEA

Demostracién. (1) Suponga que A es una subcoleccion de V y sea x € X. Puesto
que V es s-localmente finita, existe un conjunto semi-abierto Ux tal que x € Ux y Ux

interseca a lo mas un nimero finito de elementos de V. Como A C V, se concluye
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que Uy interseca a lo mas un namero finito de elementos de A. Por lo tanto, A es

s-localmente finita.

(2) Suponga que la coleccion U = {sCI(Va) : A € A} no es s-localmente finita.
Para cualquier x € X, cada conjunto semi-abierto Ux que contiene a x interseca a un
nimero infinito de elementos de la coleccion U = {sCI(Va) : A € A}. Por el teorema
1.1.8, se tiene que UxNsCl(Va) @ siysolosi U«NVa 0, porlo que cada conjunto
semi-abierto Ux que contiene a x interseca a un namero infinito de elementos de la

coleccion V = {Vi : A € A}, contradiciendo el hecho que V es s-localmente finita.

(3) Puesto que Vi C Vi para cada A € A, se tiene que sCI(Va) C sCI( Vi),
AEN AEN

y asi, sCl(Va) C sCI(  Va). Usando el hecho que V es s-localmente finita se
AEA AEA

demostrara que sCI( Vi) C sCl(Va). Sea x € sCI(  Va). Entonces existe un

conjunto semi-abiertdV tal qdé*x € U y U interseca &b mas un nGmero finito

de elementos de la coleccion V, los cuales se escriben Vi, Va,, ++, Va,. Si x &
k

sCI(Va), entonces U — sClI(Vy,) es un conjunto semi-abierto que contiene a x y

AEA i=1 P
. o . L
no interseca a ningln elemento de V, por lo que U—  sCI(V4,) no interseca a Va,
i=1 AEN
lo cual contradice el hecho que x € sCI(  Va). Por lo tanto, x € sCI(Va). ]
AEN AEA

El siguiente resultado debido a M. K. Singal y S. P Arya [20] sera de utilidad en

el desarrollo de este trabajo.

Lema 1.3.2. Sea (X, T ) un espacio. Si {Fx : A € A} es un cubrimiento cerrado

localmente finito de X, entonces {Cl(Int(Fx)) : A € A} es un cubrimiento regular

cerrado localmemte finito de X.

Lema 1.3.3. Sea A un subconjunto de un espacio (X, T). Si cada cubrimiento abierto
U de A tiene un refinamiento cerrado localmente finito que es un cubrimiento de A,

entonces U tiene un refinamiento abierto localmente finito V que es un cubrimiento
de A.
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Demostracién. Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento abierto de A. Por hipétefs, U

tiene refinamiento cerrado localmente finito F ={F1 : A € A} tal que A C Fa.
AEA

Para cada x € A, existe un conjunto abierto Gx tal que x € Gx y Gx interseca a lo
mas un namero finito de elementos de F. Observe que la coleccion G = {Gx : x € A}
es un cubrimiento abierto de A vy, por hipotesis, G tile:ne un refinamiento cerrado

localmente finito H = {Hg : 6 € A} tal que A C Hg. Sea Ao = {8 € A :
gea

He N Fa = @}. Como {Hs : B € Ao} C H, por el teorema 1.3.1, se tiene que la
coleccion {Hs : 8 € Ao} C H es localmente finita y S{Hg 18 € N} = S‘{CI(HB) :
B8 € No} = C|(?H3 : 8 € NAo}), por lo que Wi = X —S{Hg : 8 € Ao} es un
conjunto abierto tal que Fo C W), paracada A € A. Ahora, paracada 8 € A y cada

A € A, se tiene que
HsNWy [=0 <= Hg N Fx [=10. (%)

Puesto que F es un refinamiento de U, para cada A € A existe U (A) € U tal que
Far C U(A). Sea Va = Wan U(A). Entonces la coleccion V = {Va : A € A} es un
refinamiento abierto del cubrimiento U de A. Ademas, si x € A entonces existe un
conjunto abierto Ox tal que x € Ox y Ox interseca a lo mas un nimero finito de
eIemeEos de H, luego de (%), se obtiene que la coleccion V es localmente finita y

A C Vy O
AEA

Lema 1.3.4. Si un cubrimiento U = {Ux : A € A} de un espacio (X, t) tiene
un refinamiento semi-abierto localmente finito que cubre a X, entonces existe un
refinamiento semi-abierto preciso localmente finito V = {Vi : A € A} de U que es un
cubrimiento de X (”preciso”significa que U y V tienen el mismo conjunto de ‘indices

ANy Vi C Ux para cada A € N).

Demostracién. Suponga que U = {Ux : A € A} es un cubrimiento del espacio (X, T)
ysea W = {Ws : 8 € A} un refinamiento semi-abierto localmente finito que cubre

a X. Luego, existe una funcién ¢ : A — A tal que Ws C Uys) siempre que 8 € A.
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Sea V) = We. Observe que la coleccion V = {Va : A € A} es un cubrimiento
Y(6)=A
semi-abierto de X y Vi C U, para cada A € A. Falta demostrar que V es localmente

finita. Sea x € X. Entonces existe un conjunto abierto G tal que x € G y el conjunto
No={8EN:GN W /=}es finito. Pero GN Vi @ siysolosiA=(B) para
alglin 8 € Ao . Asi, el conjunto {A € A : GN Va # I} es finito y por lo tanto, la

coleccibn V = {Va : A € A} es localmente finita. O

Proposicion 1.3.1. SiV = {Va : A € A} es una coleccién localmente finita, entonces

la coleccién {Int(CI(Va)) : A € A} es localmente finita.

Demostracién. Suponga que V es una coleccion localmente finita y sea x € X. Enton-
ces existe un conjunto abierto U tal que ax € U y el conjuntofA eA:VanU /=&
es finito. Puesto que {A € A : Int(Cl(Va)) N U ycfren: vinu 1,
se tiene que {A € A : Int(Cl(VQ)) N U @} es un conjunto finito y, por lo tanto,

{Int(CI(Va)) : A € A} es una coleccidn localmente finita. O

Definicion 1.3.5. Un espacio (X, t) se dice S-cerrado, si cada cubrimiento semi-

abierto U de X contiene una subcoleccién finita {U, ..., Un} tal que la coleccién

{CI(U1), ..., Cl(Un)} es un cubrimiento de X.

Un resultado debido a Thompson [26] establece que cada espacio extremadamen-
te disconexo compacto es S-cerrado. Seguidamente, se presenta un ejemplo de un

espacio S-cerrado.

Ejemplo 1.3.2. Considere el conjunto de los nimeros naturales N, con la topo-
logia discreta y sea BN la compactificacion de Stone-Cech de N. El espacio BN es

extremadamente disconexo compacto y, por lo tanto, S-cerrado.

Definicion 1.3.6. Un espacio (X, t) se dice contablemente S-cerrado, si cada
cubrimiento semi-abierto contable U de X contiene una subcoleccién finita {Us, ..., Un}

tal que la coleccién {CI(U1), ..., Cl(Un)} es un cubrimiento de X.
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Observacion 1.3.2. Puesto que cada cubrimiento semi-abierto contable es un cubri-

miento semi-abierto, se tiene que cada espacio S-cerrado es contablemente S-cerrado.

En el siguiente ejemplo, debido a Dlaska, Ergun y Ganster en [6], se muestra que

el reciproco de la observacion 1.3.2, en general, no es cierto.

Ejemplo 1.3.3. Considere el conjunto de los nimeros naturales N, con la topologia
discreta y sea BN la compactificacion de Stone-Cech de N. Si X = 6N — {p}, donde

p € BN — N, entonces X es contablemente S-cerrado, pero no es S-cerrado.

La siguiente caracterizacion de los espacios contablemente S-cerrados fue esta-

blecida por Dlaska, Ergun y Ganster en [6].

Lema 1.3.5. Un espacio (X, t) es contablemente S-cerrado si y solo si para cualquier

sucesién decreciente de conjuntos regular cerrados no vacios {Fn : n € N} se tiene

\
que  {Int(Fn):n e N} =10.
Teorema 1.3.2. Sea (X, T) un espacio. Si existe una coleccion s-localmente finita
de conjuntos semi-abiertos de X que es infinita, entonces (X, T ) no es un espacio

contablemente S-cerrado.

Demostracién. Supongamos que existe una coleccidn s-localmente finita A = {A; :

i € N} de subconjuntos semi-abiertos de X que es infinita. Para cada n € N, sea

Fn = sCI(A;). Puesto que la coleccion A es s-localmente finita, por el lema 1.3.1,
j=n '
oo [ -

se obtiene que F, = sCl j A A, es un conjunto semi-
Jj=n Jj=n
1. A a a oo ! !

abierto. Entonces por la proposicion 1.1.9, se sigue que CI(F,) = Cl sCl A

J

Jj=n

es un conjunto regular cerradgl_tal qgue Cl(F1) D CI(F2) D Cl(F3) D Para finalizar

la prueba, se demostrard que {Int(CI(Fn)) : n € N} = 0 vy, por el lema 1.3.5, se

concluird que (X, T) no es contablemente S-cerrado. Suponga lo contrario. Entonces
existe un t E-{“"]t(CKFn)) :n € N}y as’l, para cada n € N existe un conjunto

abierto Uny tal que t € Unr) C CI(Fs). Puesto que A es s-localmente finita, existe
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O: € SO(X, t) tal que t € O+ y O interseca a lo sumo un nimero finito de elementos
de A. Luego, existe un conjunto abierto V; tal que V: C O: C Cl(V). Como t € O: C
Cl(Vt) y Un@ es un conjunto abierto que contiene a t, se tiene que V: N Un) %)
y, como Unppy N Vi C CI(Fn) N V4, se sigue que CI(Fn) N Vi (0 para cada n € N.
Por lo tanto, Fn NV: £ () para cada n € Ny, asi, Fn N O: /= {, por lo que ©

es un conjunto semi-abierto que interseca a un namero infinito de miembros de

A, pero esto es imposible ya que A es una coleccion s-localmente finita. Puesto
T
que _I|9 anterior surge de haber supuesto {Int(CI(Fn)) : n € N} /= 0, se

concluye
que {Int(CI(Fn)) : n € N} = 0. Por el lema 1.3.5, se deduce que (X, T) no es
contablemente S-cerrado. [l

Observacion 1.3.3. De acuerdo con el teorema 1.3.2, si un espacio es contablemente
S-cerrado, entonces cada coleccién s-localmente finita de conjuntos semi-abiertos es

finita.

Definicion 1.3.7. Un espacio (X, t) se dice nearly compacto, si cada cubrimiento

regular abierto tiene un subcubrimiento finito.

Observacion 1.3.4. Del hecho que cada cubrimiento regular abierto es un cubri-

miento abierto, se sigue que cada espacio compacto es nearly compacto.

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la observacion 1.3.4, en

general, no es cierto.

Ejemplo 1.3.4. Sea X un conjunto infinito y p € X un elemento fijo. Se dota
a X de la topolog’ia punto incluido t = {&J} U {U C X : p € U }. Entonces cada
subconjunto abierto no vac’io de X es denso en X. Por lo tanto, (X, Tt ) es nearly
compacto y obviamente (X, T) no es compacto, pues el cubrimiento abierto {{x, p} :

X € X, x /= p} de X no admite un subcubrimiento finito. O
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1.4. Generalizacion de espacios paracompactos

El concepto de espacio paracompacto fue introducido en 1944 por Dieudonné [5],
como una generalizacion de los espacios compactos. Un espacio (X, T) es paracom-
pacto, si cada cubrimiento abierto tiene un refinamiento abierto localmente finito
que cubre a X. Los espacios paracompactos han sido generalizados utilizando los
conjuntos abiertos generalizados descritos al inicio de este capitulo. En esta seccibn,
se presentan algunas de estas generalizaciones y algunas propiedades que seran de
utilidad en el desarrollo del trabajo.

El siguiente resultado es una caracterizacion de un espacio paracompacto bajo la

hipotesis de que el espacio sea regular, la cual fue establecida por E. Michael [15].

Teorema 1.4.1. Sea (X, T) un espacio reqular. Entonces (X, T) es paracompacto si
y solo si cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento cerrado localmente

finito que cubre a X.

Definicion 1.4.1. Un espacio (X, t) se dice nearly paracompacto [20], si cada
cubrimiento regular abierto de X tiene un refinamiento abierto localmete finito que

cubre a X.
Observacion 1.4.1. Cada espacio paracompacto es nearly paracompacto.

Teorema 1.4.2. Un espacio (X, t) es nearly paracompacto si y solo si cada cubri-
miento abierto U de X tiene un refinamiento abierto localmente finito G tal que la

coleccién {Int(CI(G)) : G € G} es un cubrimiento de X.

Demostracién. Primero, se probara la necesidad. Sea U = {Ux : A € A} un cubri-
miento abierto de X. Puesto que U = {Int(CI(Ux)) : A € A} es un cubrimiento
regular abierto de X vy (X, T) es un espacio nearly paracompacto, entonces exis-
te un refinamiento abierto localmente finito V = {Vs : 8 € Alde U ' que cubre
a X. Luego, para cada 8 € A existe un A(B) € A tal que Vs C Int(Cl(Uxeg)))-

Sea Gg = Vg — [Cl(Uai)) — Uai)]. Entonces Gg = Vg N Uag) C Uas) Y, por
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lo tanto, la coleccibn G = {Gs : 8 € A} es un refinamiento abierto localmen-
te finito de U. Se afirma que G = {Int(CI(Gg)) : 8 € A} es un cubrimiento
de X. Sea x € X. Entonces x € Vg C Uap) para algin 8 € A. Puesto que
Int(CI(Gs)) = Int[Cl(Ve N Uxg)] = Int(Cl(Ve N CI(Uﬁs)))) = Int(Cl(Uxg)), se

tiene que x € Int(Cl(Uxeg)) = Int(Cl(Gs)) y as’1, X = Int(Cl(Gg)). Por lo tanto,
8en

G ={Gs : 8 € A} es un refinamiento abierto localmente finito tal que la colec-
cion G = {Int(Cl(Gg)) : 8 € A} es un cubrimiento de X. Ahora, se probara la
suficiencia. Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento regular abierto de X. Enton-
ces U Eene un refinamiento abierto localmente finito G = {Gg : 8 € A} tal que

X = Int(Cl(Gg)). Se mostrara que la coleccién G’ = {Int(Cl(Gsg)) : 8 € A} es
gen

un refinamiento abierto localmente finito de U. Para cada 8 € A, existe un A(8) € A
tal que Int(Cl(Gg)) C Int(Cl(Ux)) = Uxg y as’1, G' = {Int(Cl(Gg)) : 8 € A} es un

refinamiento de U que de acuerdo con la proposicion 1.3.1 es localmente finito. Por

lo tanto, (X, T) es un espacio nearly paracompacto. ]

Teorema 1.4.3. E/ espacio (X, T ) es nearly paracompacto si (X, ts) es paracompac-

to.

Demostracién. Suponga que (X, Ts) es un espacio paracompacto y sea U un cubri-
miento T -regularmente abierto de X. Entonces U es un cubrimiento basico ts-abierto
de X. Como (X, 1) es paracompacto, existe una coleccion V de conjuntos ts-abiertos
tal que V es un refinamiento localmente fintode Uy X= {V :V & V}. Puesto
gue cada conjunto Ts-abierto es t -abierto, se concluye que (X, T ) es un espacio nearly

paracompacto. O]
Teorema 1.4.4. Cada espacio Hausdorff nearly paracompacto es almost-regular.

Demostracién. Suponga que (X, T) es un espacio Hausdorff nearly paracompacto.
Sea F un subconjunto regular cerrado de X y asuma que y es un punto en X tal que
y € F. Puesto que (X, t) es Hausdorff, para cada x € F existen conjuntos abiertos

disjuntos Gx y Gxy tales que x € Gx y y € Gxy. Como Gx N Gxy = , por el lema
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1.1.6, se tiene que c|(G§) N Gxy, = 0y, asi, y Z Cl(Gx). Observe que la coleccion
{Int(CI(Gx)) : x € F} {X — F} es un cubrimiento regular abierto de X, por lo
que tiene un refinamiento abierto localmente finito V que es un cubrimiento de X.

Sea U = {Ux I':A € N} la coleccion formada por los miembros de V que intersecan a

F. Sea U = U,. Entonces U es un conjunto abierto que contiene a F. Sea V =

I: AEN
X — Cl(Ua). Por el teorema 1.3.1, se tiene que la coleccion U = {Ux : A € A} es
AEN 1

localmente finitay Cl(Ua) = Cl Uy , porlo que V es un conjunto abierto tal

AEA AEA S
que UNV = (. Puesto que U es un refinamiento de {Int(Cl(Gx)) : x € F} {X—F}

y cada U, interseca a F, para cada A € A, existe un x € F tal que Ux C Int(Cl(Gyx)).
Ahora, dado que Cl(Ux) C (Cl(Int(Cl(Gx))) C CI(Gx) C X — Gxy C X — {y}, se

S
tiene que y & Cl(Ua) para cada A € A. Asi, y € ,cA Cl(Ua) y en consecuencia,

ye X — Cl(Ua) = V. De esta manera, U y V son conjuntos abiertos disjuntos
AEN

tales que y € Vy F C U. Por lo tanto, (X, T) es un espacio almost regular. L
Definicion 1.4.2. Un espacio (X, T) se dice almost paracompacto [21], si cada
cubrimiento abierto U de X tiene un refinamiento abierto localmente finito V tal que

la coleccién {CI(V) : V € V} es un cubrimiento de X.

Observacion 1.4.2. Cada espacio nearly paracompacto es almost paracompacto.

Teorema 1.4.5. Sea (X, T ) un espacio regular. Entonces (X, T ) es un espacio almost

paracompacto si y solo si es paracompacto.

Demostracién. Suponga que (X, T) es un espacio almost paracompacto y sea U un
cubrimiento abierto de X. Puesto que (X, T ) es un espacio regular, para cada x € X
existe un conjunto abierto Vi tal que x € Vx C CI(Vx) C Ux para algin Ux € U.
Observe que la coleccidon V = {Vx : x € X} es un cubrimiento abierto de (X, T).
Como (X, T) es un espacio almost paracompacto, V tiene un refinamiento localmente
finito W = {Wx : A € A} tal que la colecidn {CI(Wa) : A € A} cubre a X. Se

verd que{ClI(Wa) : A € A} es un refinamiento localmente finito de U. Como W
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es un refinamiento de V, para cada Wiy € W existe un Vx € V tal que Wiy C Vi
y asi Cl(Wx) C CI(Vx) C Ux para algin Ux € U. Esto prueba que la coleccion
{Cl(W}) : A € A} es un refinamiento de U. Ahora, dado que W es localmente finito,
por el teorema 1.3.1, se obtiene que {CI(W)) : A € A} es un refinamiento cerrado

localmente finito de U que cubre a X. As’i, por el teorema 1.4.1, se concluye que

(X, t) es un espacio paracompacto. En forma reciproca, suponga que (X, T) es un
espacio paracompacto y sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento de X. Entonces U
t'Ene un rle:finamiento abierto localmente finito V = {Vs : 8 € A} tal que X =

Vs C Cl(Vg). Por lo tanto, (X, T) es un espacio almost paracompacto. O
8en 8en

Corolario 1.4.1. Si (X, T ) es un espacio regular, entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) (X, t) es paracompacto.

(2) (X, t) es nearly paracompacto.
(3) (X, t) es almost paracompacto.

Teorema 1.4.6. Sea (X, T) un espacio almost regular. Si (X, T) es un espacio al-
most paracompacto, entonces cada cubrimiento regular abierto de (X, T ) tiene un

refinamiento regular cerrado localmente finito que cubre a X.

Demostracién. Sea U un cubrimiento regular abierto de X. Para cada x € X existe
un Ux € U y x € Ux. Por el teorema 1.2.1, la almost regularidad de (X, t) asegura
la existencia de un conjunto regular abierto Vi tal que x € Vx C Cl(Vx) C Ux.
Por lo tanto, la coleccidn V = {Vx : x € X} es un refinamiento regular abierto de
U que cubre a X. Puesto que (X, T ) es almost paracompacto, entonces existe un
refinamiento abierto localmente finito W = {W;g : 8 € A} de V, tal que {Cl(Ws) :
B8 € A} es un cubrimiento de X. Ademas, por el teorema 1.3.1, la coleccion {CI(Ws) :
B8 € A} es localmente finita. Por el lema 1.3.2, la coleccion W* = {CI(Int(CI(Ws))) :

8 € A} es un cubrimiento regular cerrado de X que es localmente finito. Finalmente,
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se vera que {CI(Int(Cl(Wg))) : 8 € A} es un refinamiento U. Como W refinamiento
de V, para cada Ws € W existe un Vyxsg € V tal que Wg C Vyas), por lo que
Cl(Int(Cl(Ws))) C CI(Int(Cl(Vx@s)))) C Cl(Vx(8)) C Ux@) para algin Uxi) € U. De

esta manera, se ha probado que W* es un refinamiento regular cerrado de U el cual

es localmente finito y cubre a X. ]

El siguiente lema muestra que el reciproco de la observacién 1.4.2 se cumple si se

considera un espacio almost-regular.

Lema 1.4.1. Sea (X, T ) un espacio almost-regular. Si (X, T ) es un espacio almost

paracompacto, entonces es un espacio nearly paracompacto.

Demostracién. Sea U un cubrimiento regular abierto de (X, t). Por el teorema 1.4.6,
existe un refinamiento regular cerrado localmente finito F de U que es un cubrimiento
de X. Para cada x € X, existe un conjunto abierto Oy tal que x € Ox y Ox interseca
a lo mas un ndmero finito de elementos de F. Ahora, se verd que Int(Cl(Ox)) es un
conjunto regular abierto que contiene a x e interseca a lo mas un namero finito de
elementos de F. Observe que dado F € F, si @ = F N Ox, entonces @ = Int(F) N Ox
y, esto implica, por el lema 1.1.6, que Int(F) N Int(CI(Ox)) C Int(F) N CI(Ox) =
0. Nuevamente, por el lema 1.1.6, se obtiene que F N Int(Cl(Ox)) = Cl(Int(F)) N
Int(Cl(Ox)) = 0. Asi, el nimero de elementos de F que interseca Int(Cl(Ox)) es a lo
mas el nimero de elementos de F que interseca Ox. Por lo tanto, para cada x € X,
Int(Cl(Ox)) interseca un namero finito de elementos de F. Considere el cubrimiento
O = {Int(CI(Ox)) : x € X} de X. Por la proposicién 1.1.1, se tiene que los elementos
de la coleccion O son conjuntos regular abiertos y, por el teorema 1.4.6, exiéte un
refinamiento O’ regular cerrado de OSque es localmente finito. Sea V =X — {0 :
O €0,0 NF=(})Esclaro que {0 : 00 € O, O n F = J}es un conjunto
cerrado, por lo que V es un conjunto abierto. Ahora, sea W = {V N Ur: F € F}. Se
probard que W es un refinamiento abierto localmente finito que cubre a X. Como
O’ es un refinamiento de O, cada O’ € O’ interseca a lo mas un ndmero finito de

elementos de F. Ademas, por la forma en que esta definida V, se tiene que V N0’ = 0
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siysolosi FNO =0y, asi, cada O € O’ interseca a lo mas un nimero finito de
elementos de W, es decir, la coleccion {Ur NV €W : (UF NV)NO /= 0} tiene in
nimero finito de elementos para cada O € O’. Como O’ es localmemte finita, para
cada x € X existe un abierto Gtalquex € Gy lﬁ coleccion I ={0' e O’ : GnO =
@} tiene un namero finito de elementos. Luego, {UFNV eW : (UENV)NO £ @}

O'el
tiene un ndmero finito de elementos, por ser union finita de conjuntos finitos y

{UrnV € W (UrnV)N(GN O) @}={UrNV €W : (Urn V)N, (GNO)) /=

} C [{Upmv eEW : (UFNV)NO /= DB} ={UrnNV €W : (U-NV)N : o 9}

O'el [ O'el
por lo tanto, {Ur NV EW : (UFNV)N(GN O') @} tiene un ndmero finito
O'el [
de elementos. Puesto que O’ es un cubrimiento de X, se tiene que G C (0]

oO'el
vasi, fUrnNV e W : (UFNV)NG @} tiene un nimero finito de elementos.
Dado que F es un refinamiento de U, para cada F € F existe un Ur € F tal que
V NUE C Ur. Porﬁo tanto, la coleccion W es un refinamiento abierto localmente

C

fintode U y X = F C V N Ur. Esto prueba que (X, T) es un espacio nearly

FEF FEF
paracompacto. O

Definicion 1.4.3. Un espacio (X, ) se dice S-paracompacto [1], si cada cubri-
miento abierto de X tiene un refinamiento semi-abierto localmente finito que cubre

a X
Observacion 1.4.3. Cada espacio paracompacto es S-paracompacto.

Teorema 1.4.7. Si (X, T ) es un espacio S-paracompacto, entonces es almost para-

compacto.

Demostracién. Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento abierto de X. Puesto que
(X, T) es un espacio S-paracompacto, entonces U tiene un refinamiento semi-abierto
localmente finito V = {Vs : 8 € A} que cubre X. Para cada 8 € A, existe un
conjunto abierto Os tal que, Og C Vs C Cl(Og). Defina O = {Os : 86 € A} y

observe que O es una coleccion localmente finita, pues de lo contrario existiria un
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x € X tal que para para cada conjunto abierto G que lo contenga, el conjunto
{8 €A:08NG /= @} es un conjunto infinitoy como {8 € A: 06 NG /= T} C
{BeA:VenNG /= D} setieneque{B € A:VsNG /= D} es un conjunto infinito,

lo cual es una contradiccion. Ademas, para cada 8 < A existe un A ¢ A tal que

Os C Vs C Ua. Por Gltimo, X = ,_ Ve C ,_, Cl(Og). Esto prueba que (X, T) es
almost paracompacto. O]
Lema 1.4.2. Si (X, T) es un espacio de Hausdorff, A es un subconjunto de X y x es
un punto de X tal que x € A, entonces para cada y € A existe un conjunto abierto

Uy tal que y € Uy, y x £ CI(U)).

Demostracién. Suponga que (X, T) es un espacio de Hausdorff y sea x € X. Si A es
un subconjunto de X tal que x £ A, entonces para cada y € A existen conjuntos

abiertos disjuntos V y U, tales que x € V y y € Uy, esto es x € CI(Uy). L

Teorema 1.4.8. Sea (X, t) un espacio y considere los siguientes enunciados:

(1) (X, t) es Hausdorff S-paracompacto.

(2) Para cada subconjunto cerrado A de X y cada x € A, existen conjuntos U € T y

V €SO(X,t) talesque xe U, ACV yUnV =1{.

(3) Para cada subconjunto abierto G de X y cada x € G, existe U € 1 tal que
x € U C sCl(U) C G.

Entonces las siguientes implicaciones se satisfacen: (1)=(2)<>(3).

Demostracién. (1)=(2): Sea x cualquier punto de X y A un subconjunto cerrado
de X tal que x £ A. Puesto que (X, T) es un espacio de Hausdorff, del lema 1.4.2,
se obtiene que para cada y € é existe un conjunto abierto W, tal quey € W, y

x Z Cl(W,). Observe que A C W, vy la coleccion W = {W, : y € A} U {X — A}
yeyYy
es un cubrimiento abierto de X. Como (X, T ) es un espacio S-paracompacto, la

coleccion W tiene un refinamiento semi-abierto H que es localmente finito y cubre
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a X. Considere la coleccion H ={H e H: HnA /= O} ?;l y € A, entonces existe

H, € Htalquey € H,yas'i, ANH, (. Porlotanto, A C H y en consecuencia,
HeH’

]
H es un cubrimiento semi-abierto de A. Ahora, como H es un refinamiento de
W, se tiene que si H € H’, entonces H esta contenido en algin W, € W, por lo

que CI%—I) C Cl(W,) y dado que x £ CI(W,), se obtiene que x g CI(H). Defina

V= H. Por el teorema 1.1.4, V es un conjunto semi-abierto que contiene al
HEH' ]
conjunto A vy, por elgteorema 1.3.1, la coleccion H es localmente finita. Ademas,
L
Ci(v) =l H = CI(H). Por lo tanto, si U = X — Cl(V), entonces U
HeH' HEH'’

es un conjunto abiertotalquexe Uy UNV =(X—-CI(V))nV =0.

(2)=(3): Sea G un subconjunto abierto de Xy x € G. Entonces A = X — G
es un conjunto cerrado y x £ A. Por la hipotesis (2), existen conjuntos U € T y
V € SO(X,t) talesque x e U, ACV yUNV =1, porlo que x € U C sCI(U).
Falta ver que sCl(U) C G. Siz € sC(U) y z £ G, entonces z € A C V y como
V € SO(X, 1), se obtiene que U NV /= 0, lo cual es contradictorio. Por lo tanto,
sCl(U) C G.

(3)=(2): Sea A un subconjunto cerrado de X y sea x € X tal que x # A
Entonces G = X — A es un subconjunto abierto de X tal que x € G. Por la hipotesis
(3), existe U € ttal que x € U C sC(U) C G = X — A, por lo que el conjunto
V= X—-5sCl(U) es tal que V €SO(X, ), ACX—sCl(U) = VyUnNnV =
Un(X -sCl(U))cun (X -U)=10. u

Teorema 1.4.9. Si (X, T ) es un espacio Hausdorff S-paracompacto, entonces es

semiregular.

Demostracién. Por el lema 1.1.2, s C t. Se demostrard que T C Ts. Sea U un
subconjunto abierto de X y x € U . Puesto que (X, T ) es un espacio Hausdorff S-
paracompacto, por el teorema 1.4.8, existe V € t tal que x € V C sCl(V) C U.
Luego, por el corolario 1.1.4, se tiene que sCl(V ) = Int(CI(V )) € RO(X, T ). As'i, el

conjunto W = Int(CI(V)) es un conjunto regular-abierto tal que x € W C U. Segln
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esto, U se puede expresar como una unién de conjuntos regular abiertos, por lo que

U €t yas’, T C 1. Esto demuestra que (X, T) es semi-regular. L



Capitulo 2

Nearly S-paracompacidad

2.1. Espacios nearly S-paracompactos

En esta seccion, se utilizan las clases de los conjuntos regular abiertos y semi-
abiertos para introducir la nocién de espacio nearly S-paracompacto [18], la cual es
una generalizacion natural de las nociones de espacio nearly paracompacto y espacio

S-paracompacto.

Definicion 2.1.1. Un espacio (X, t) se dice nearly S-paracompacto [18), si cada
cubrimiento regular abierto U de X tiene un refinamiento semi-abierto localmente
finito V que cubre a X.

Claramente, cada espacio S-paracompacto es nearly S-paracompacto y cada es-
pacio nearly paracompacto es nearly S-paracompacto, pero los reciprocos no son
ciertos, en general, como se puede ver en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. Existe un espacio nearly S-paracompacto que no es nearly para-

compacto. Sea X = R* U {p}, donde R* = [0, +x) y p £ R*. Se dota a X de la

siguiente topolog‘ia: R* tiene la topolog’ia usual y es un subespacio abierto de X; una

vecindad bdsica de p Z X tiene la forma

E
Onlp) ={p} U  (2i,2i+1), donde n € N.

=n
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op) ———~F—F——F— (>

oW >

0 2n 2n+1 2n+2 2n+3

Vecindades bdsicas del punto p Z R™.

El espacio X tiene las siguientes propiedades:

(1)

(2)

X es Hausdorff. En primer lugar, considere el punto p y un punto arbitrario
x € R". Entonces existe n € Z" tal que x < n. Luego, las vecindades [0, n) y
On(p) son tales que x € [0, n), p € On(p) y [0, n) N On(p) = 0. En segundo lugar,
como R* es un espacio de Hausdorff, claramente sia € R*, b € R*ya /= b
entonces existen vecindades U y V tales que a € U, beV y UNV =10. Por lo
tanto, X es Hausdorff.

X no es regular. Para ver esto, observe que Cl(On(p)) = On(p) Uik € N: k >
2n}. En efecto, siempre se satisface que On(p) C Cl(On(p)) para cada n € N.
Ademds, si k € N es tal que k > 2n para cada n € N, entonces (k — €, k+¢€) N
On(p) /= @ para cada € > 0. As’i, k € Cl(On(p)) vy, por lo tanto, On(p) U{k € N:
k > 2n} C Cl(Onfp)). Por otra parte, si x € On(p) U{k € N : k = 2n}, entonces
xX€eEU=1[0,2)U (2i—1,2i), U es un conjunto abierto en X y U N On(p) = 0.

Luego, x & CI(OIn_(zp)) y, en consecuencia, Cl(On(p)) = On(p)U{k € N: k > 2n}.

Ahora, siendo que Cl(On(p)) = On(p) U {k € N : k = 2n}, entonces no existe

una vecindad V de p tal que CI(V) C On(p). As’i, por el lema 31.1 de [16], se
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concluye que X no es regular.

(3) X es S-paracompacto. Sea U = {Us : 8 € A} un cubrimiento abierto de X.
Entonces existe Us, € U tal que p € Us,. Luego, existe algin no € N tal que
On,(p) C Us,. Por la definicién de la topologia sobre X, se tiene que X — On(p)
es un subconjunto cerrado de X y es un subespacio paracompacto de X (note que
X — On(p) C Ry R*es paracompacto, pues es un subespacio cerrado de R).
Por lo tanto, el cubrimiento abierto {Us — On(p) : 8 € A} de X — On(p) tiene
un refinamiento abierto V que es localmente finito y cubre a X — On(p). Por la
proposicion 1.1.4, se tiene que cada V € V es un subconjunto semi-abierto de X.
As’l, {On(p)} U V es un refinamiento semi-abierto de U que es localmente finito

y es un cubrimiento de X. Esto demuestra que X es S-paracompacto.

Ahora, por el lema 1.4.9, se sigue que X es semiregular y puesto que X no es regular,

por el lema 1.2.1, se tiene que él no es almost regular. Consecuentemente, por el

teorema 1.4.4, se concluye que X no es nearly paracompacto. O

Ejemplo 2.1.2. Existe un espacio nearly S-paracompacto que no es S-paracompacto.
SeaX=PU L, donde P ={(x, y): x, y € R, y >0} el semi-plano superior abierto
con la topologia euclidiana t y L es el eje real. Se genera una topolog’ia t * sobre X por
la agregacién a T de todos los conjuntos de la forma {x}U (P NU), donde x € L y U
es una vecindad euclidiana de x en el plano. La topologia T* es llamada la topologia
de semi-disco. Puesto que los discos abiertos forman una base conveniente para
la topolog’ia euclidiana en el plano, se obtiene que la topolog’ia T * es originalmente
generada por una base que consiste de dos tipos de vecindades: si x € P, un elemento
bdsico que contiene a x es un disco abierto contenido en P, mientras que los conjuntos
bdsicos alrededor de un punto y € L son de la forma {y} U (P N D), donde D es
un disco abierto alrededor de y. Es decir, un conjunto bdsico que contiene a y € L

consiste de un semi-disco abierto centrado en {y}.
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Vecindad bdsica del punto y € L.

Es conocido por el ejemplo 78 de [23], que (X, T *) es Hausdorff, pero no es semiregular
ni paracompacto, y como su semiregularizaciéon es el semi-plano superior abierto con
la topolog’ia euclidiana que es paracompacto, entonces por el teorema 1.4.3, se sigue

que (X, T *) es nearly paracompacto y, por lo tanto, nearly S-paracompacto. Por otra

parte, por el lema 1.4.9, se concluye que (X, T*) no es S-paracompacto. O

Observacion 2.1.1. Note que los ejemplos 2.1.1 y 2.1.2 muestran la independencia
entre las nociones de espacio nearly paracompacto y espacio S-paracompacto. De

acuerdo a lo anterior, se tiene el siguiente diagrama:

paracompacto ===== nearlyparacompacto

O O

S-paracompacto == nearly S-paracompacto

Se ha visto que cada espacio nearly paracompacto (resp. S-paracompacto) es
almost-paracompacto. As’l, es natural que se haga la siguiente pregunta: ¢Existe
alguna relacién entre las nociones de espacio nearly S-paracompacto y espacio almost

paracompacto?. En el siguiente teorema se da una respuesta positiva a esta pregunta.

Teorema 2.1.1. Si (X, T ) es un espacio nearly S-paracompact, entonces es almost

paracompacto.

Demofracio’n. IEea U = {Ux : A € A} un cubrimiento abierto de X. Entonces,

X = Ur C Int(CI(Ua)) v, asi, por la proposicion 1.1.1, se tiene que la coleccion
AEN AEN
{Int(CI(Ux)) : A € A} es un cubrimiento regular abierto de X. Puesto que (X, t)
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es nearly S-paracompacto, se sigue que {Int(Cl(Ux)) : A € A} tiene un refinamiento
semi-abierto localmente finito que cubre a X'y, por el lema 1.3.4, se obtiene que
{Int(CI(U3)) : A € A} tiene un refinamiento semi-abierto preciso localmente finito
V = {Va: A € A} que es un cubrimiento de X. Ahora, para cada A € A existe un
subconjunto abierto Ox de X tal que Oy C Vi C CI(0O,), por ser Vi un conjunto semi-
abierto. As’i, para cada A € A se tiene que Ox C Vi C Int(Cl(Ua)) C CI(U»). Para
cada A € A, definamos Hxy = Oy — [CI(Ux) — Ux]. Como Ox C Int(Cl(Ua)) C Cl(Ua),
se tiene que Ha = Oy N Ux C Vi Puesto V es localmente finitay Hx C Ux para
cada A € A, se concluye que {H : A € A} es un refinamiento abierto localmente
finito de U. Se afirma que la coleccién {CI(HA) : A € A} es un cubrimiento de X.
En efecto, sea x € X. Entonces x € Va C Cl(Oa) para algn A € A. Puesto que
Cl(Hx) = Cl(Ox N Uy) = E(OA N ClI(Ua)) = CI(O,), se tiene que x € CI(0O)) =

Cl(Ha), por lo cual X = Cl(Ha). Esto demuestra que (X, T) es un espacio almost
AEA

paracompacto. O

El reciproco del teorema 2.1.1 no es necesariamente cierto, como se vera en el
siguiente ejemplo y, para ello, se utilizan las nociones de espacio minimal Hausdorff
y espacio H-cerrado, asi como también algunas propiedades relacionadas con tales
espacios. Un espacio de Hausdorff (X, t ) se dice minimal Hausdorff, si no existe
una topologia Hausdorff mas gruesa que t. Es decir, T es el elemento minimal en
el conjunto de todas las topologias Hausdorff sobre X, con el orden parcial de la

inclusion conjuntista. Por otra parte, un espacio (X, t) se dice H-cerrado, si (X, T)

es Hausdorff y para cada cubrimiento abierto U = {Us : 6 € A} de X existe un

subconjunto finito Ao S A tal que la coleccidn {Cl(Us) : 8 € Mo} cubre a X.

Obviamente, cada espacio H-cerrado es almost paracompacto. Katétov [7] demostrd
gue cada espacio minimal Hausdorff es H-cerrado y semiregular. Por lo tanto, cada

espacio minimal Hausdorff es almost paracompacto.

Ejemplo 2.1.3. Existe un espacio almost paracompacto que no es nearly S-paracompacto.

Sea X = R*U{p}uU{q} donde R* = [0, +x), pZR*, g ZR* yp /=q. Se dota a
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X de la siguiente topologia: R* tiene la topologia usual y es un subespacio abierto

de X; una vecindad basica de p € X tiene la forma

P
Onlp) ={p} U (2i,2i+1), donde n € N;

=n

una vecindad basica de g € X tiene la forma

i
Om(q) = {q} U (2i — 1, 2i), donde m € N.

=m

El espacio X tiene las siguientes propiedades:
(1) X es Hausdorff.

(2) X es minimal Hausdorff y por lo tanto, X es casi-paracompacto. Suponga que
T/ es una topologia Hausdorff sobre X que es mas gruesa que t. Se afirma que
cada intervalo (¢, d) de R* es abierto en t/J, y que cada vecindad basica de p en
T es una vecindad de p en tJ; luego por simetria esto también es cierto para g,
y de esta manera U/ = t. Observe que el intervalo cerrado [m, n] es compacto en
T, y por lo tanto, &l es compacto en la topologia mas gruesa tJ; ademas, cada
cubrimiento abierto de [m, n] en T/ es un cubrimiento abierto de [m, n] en T. Pero
T/ induce una topologia Hausdorff sobre [m, n] mas gruesa que la inducida por
T; y cada topologia Hausdorff compacta es minimal Hausdorff, por lo que t y ©J
inducen la misma topologia sobre [m, n]. Entonces, si x € (¢, d), existen conjuntos
abiertos y disjuntos U, Vy W en tJ, que contienen a x, p, y g, respectivamente.
Luego, para algln entero positivo N, los (nicos puntos de U mayores que N son
nlmeros enteros positivos. Pero U es un conjunto abierto en T vy, por lo tanto, no
puede contener puntos aislados. De esta manera, U esta contenido en un intervalo
acotado [m, n] que tiene la topologia usual, en consecuencia, U N (c, d) es abierto
en [m, n], por lo que U N (c, d) es abierto en U, y asi, también es abierto en X

bajo 1. Entonces (c, d) contiene una t-vecindad de cada uno de sus puntos, as’i
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(c, d) es abierto en t!. Por otra parte, sea H la vecindad basica de p que contiene
a p y a todos los intervalos de la forma (2r, 2r +1) para r mayor que alglin entero
positivo N. Entonces, existen conjuntos abiertos disjuntos U, V en tJ con p € U,

g € V, por lo que U no contiene puntos de (2r — 1, 2r) para r mayor que algiln

entero positivo M. Como U es un abierto en t, U no puede contener nimeros
enteros positivos arbitrariamente grandes sin que contenga vecindades de ellos,
se concluye que U no intercepta a [2r — 1, 2r] para r mayor que algln entero
M suficientemente grande. Por lo tanto, U — H es acotado, por lo que se puede
suponer que U — H C [c, d]. Como [c, d] es compacto en t/, que es Hausdorff,

se obtiene que [c, d] es cerrado. Luego, U N (X — [c, d]) es abierto en 1) y esta

contenido en H, as’t H es una t/-vecindad de p.

(3) X no es nearly S-paracompacto. Para ver esto, considere el cubrimiento regular

abierto

8

W ={[0, 1)} U i—4i+3 ¥ U {01(p)} U {O1(q)}
i=1

de X. Entonces, por la definicion de la topologia sobre X, cada refinamiento
semi-abierto de W no es localmente finito en los puntos p o g. Esto demuestra
que X no es nearly S-paracompacto. O
Las siguientes implicaciones siguen inmediatamente del teorema 2.1.1 y la obser-

vacion 2.1.1.

paracempact =====> nearly paracompact

O O
S-paracompact == nearly S-paracompact == almost paracompact

Teorema 2.1.2. Un espacio semiregular (X, T) es nearly S-paracompacto si y solo

si es S-paracompacto.

Demostracién. Claramente, si (X, T) es S-paracompacto, entonces él es nearly S-

paracompacto. En forma reciproca, suponga que (X, T) es un espacio nearly S-

paracompacto y sea U un cubrimiento abierto de X. Para cada x € X, existe un
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Ux € U tal que x € Uxy, puesto que (X, T ) es semiregular, existe un conjunto re-
gular abierto Vx tal que x € Vix C Ux. Ahora, la coleccion V = {Vx : x € X} es un
cubrimiento regular abierto de X vy, por lo tanto, tiene un refinamiento semi-abierto
localmente finito W que cubre a X. Luego, W es un refinamiento semi-abierto local-

mente finito de U que cubre a X, por lo que (X, T) es un espacio S-paracompacto. [

Teorema 2.1.3. Sea (X, t) un espacio almost regular. Entonces, (X, T) es nearly
S-paracompacto si y solo si cada cubrimiento regular abierto U de X tiene un refi-

namiento regular cerrado localmente finito V que cubre a X.

Demostracién. La suficiencia sigue directamente del hecho que cada conjunto regular
cerrado es semi-abierto. Para demostrar la necesidad, sea U un cubrimiento regular
abierto de X. Para cada x € X, existe Ux € U tal que x € Uy. Puesto que (X, T) es un
espacio almost regular, por el teorema 1.2.1, existe un conjunto regular abierto W tal
que X € Wx C Cl(Wx) C Ux. Asi, la coleccion W = {Wx : x € X'} es un cubrimiento
regular abierto de X'y, como (X, T) es un espacio nearly S-paracompacto, se sigue
que W tiene un refinamiento semi-abierto localmente finito G = {Gx : A € A} que
cubre a X. Por la proposicion 1.1.8, se tiene que Cl(Ga) es un conjunto regular
cerrado para cada A € A, por lo que V = {CI(Ga) : A € A} es una coleccién
localmente finita de conjuntos regular cerrados. Puesto que G es un refinamiento de
W, para cada A € A existe Wxp) € W tal que Gy S W), y as’l, paracada A € A,
se tiene que Ga C Wi C Cl(Wx)) C Uxa) para algin Uxx) € U. Por lo tanto,
para cada A € A, CI(Ga) C Cl(Wx1)) C Ux) para algln Ux) € U. De esta manera,
la coleccion V = {Ci__(GA) : A € A} es un un refinamiento de U. Finalmente, observe

que X = Gy C Cl(Ga), por lo que la coleccion V es un cubrimiento de X. [
AEA AEA

Corolario 2.1.1. Sea (X, T) un espacio almost regular. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:
(1) (X, t) es nearly S-paracompacto.

(2) (X, t) es nearly paracompacto.
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(3) (X, t) es almost paracompacto.

(4) Cada cubrimiento regular abierto U de X tiene un refinamiento regular cerrado

localmente finito V que cubre a X.

Demostracién. Esto es una consecuencia inmediata del lema 1.4.1 y los teoremas

146,211y 2.1.3. [

Corolario 2.1.2. Sea (X, T ) un espacio regular. Entonces, los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) (X, t) es nearly S-paracompacto.

(2) (X, t) es paracompacto.

(3) (X, t) es nearly paracompacto.

(4) (X, t) es almost paracompacto.

(5) (X, t) es S-paracompacto.

(6) Cada cubrimiento regular abierto U de X tiene un refinamiento regular cerrado

localmente finito V que cubre a X.

Demostracién. Puesto que cada espacio regular es almost regular, las equivalencias
entre (1), (3), (4) y (6) siguen del corolario 2.1.1. La implicacién (2) = (5) sigue del

hecho que cada conjunto abierto es semi-abierto. La implicacion (5) = (4) sigue del

teorema 1.4.7. La equivalencia entre (4) y (2) sigue del teorema 1.4.5. O

Teorema 2.1.4. Sea (X, T) un espacio y considere los siguientes enunciados:

(1) (X, t) es Hausdorff nearly S-paracompacto.

(2) Para cada subconjunto regular cerrado A de X y cada x & A, existen conjuntos

disjuntos U € RO(X, ) y V€ SO(X, t) tales quex € U y A C V.
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(3) Para cada G € RO(X,t) y cada x € G, existe U € RO(X, t) tal que x € U C
sCl(U) C G.

Entonces, las siguientes implicaciones se satisfacen: (1) = (2) < (3).

Demostracién. (1)=(2): Sea x cualquier punto en X y A un subconjunto regular
cerrado de X tal que x £ A. Puesto que (X, T) es un espacio Hausdorff, por el lema
1.4.2, se tiene que para cada y € A existe un conjunto abierto W, tal quey € W,
S S
y x £ Cl(W,). Observe que A < {W, :y € A} < {Int(CI(W,)) : y € A} y la
coleccion W = {Int(Cl(W,)) : y € A}U{X — A} es un cubrimiento regular abierto de
X. Dado que (X, T) es un espacio nearly S-paracompacto, por el lema 1.3.4, W tiene
un refinamiento semi-abierto preciso localmente finito M = {M, : y € A} U {G}

tal que M, < Int(CI(W,)) para caday € A, G C X — Ay M es un cubrimiento
de X. Observe que si y € A, entonces CI(M,) C CI(W,), por lo que x Z CI(M,).

Sea V = M,. Entonces V es un conjunto semi-abierto tal que A C V. Puesto
yEA
qgue M es localmente finito, se tiene que CI(V) = CI( M,) = Cl(Mm,). As’i,
yEA yEA

por la proposicion 1.1.4, CI(V) es un conjunto regular cerrado que no contiene a x
y, por lo tanto, U = X — CI(V) es un conjunto regular abierto tal que x € U y
Uunv =(X-Ccl(vV))nVv =10.

(2)=(3): Sea G € RO(X, T ) y x € G. Entonces A = X — G es un conjunto regular
cerrado tal que x & A. Por el inciso (2), existen conjuntos disjuntos U € RO(X, 1)
yVeSOX, t)talesquex e UyA C V, porloque x € U C sCl(U). Se
demostrara que sCI(U) C G. Puesto que U NV = {, por el teorema 1.1.8, se sigue
que sCl(U)NV =0, porloquesCl(U) C X —V vy, asi, ANsCI(U) CAN(X—-V) =70.
Consecuentemente, A N sCl(U) = @ y esto implica que sCl(U) C X— A. Por lo tanto,
sCl(U) C G.

(3) = (2): Sea A un subconjunto regular cerrado de X y sea x € X tal que x £ A.
Entonces G = X — A es un subconjunto regular abierto de X con x € G. Por
el inciso (3), existe U € RO(X, t) tal que x € Uy sCl(U) C G. As’i, el conjuntoV
= X-sCI(U) eSO(X, t)yUnVv =UNn(X—-sCl(U)) CUN(X—-U) = 0. Ademas,
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A—-V =A—-(X—-5sCl(U)) =ANnsCl(U) = (X —G)nsCl(U) =sCI(U) -G =70,
por lo que A C V. O]

Corolario 2.1.3. Si (X, T ) es un espacio de Hausdorff extremadamente disconexo
nearly S-paracompacto, entonces él es almost regular. Consecuentemente, (X, T) es

nearly paracompacto.

Demostracién. Sea U € RO(X,t) y x € U. Por el teorema 2.1.4, existe V &
RO(X, T ) tal que x € Vy sCI(V) C U . Siendo (X, T ) un espacio extremadamente
disconexo, por el lema 1.2.2, se tiene que sCI(V') = CI(V ) y as’1, existe V € RO(X, T)
tal que x € V C CI(V ) C U . Ahora, por el teorema 1.2.1, se sigue que (X, T ) es un
espacio almost regular. Del corolario 2.1.1 se infiere que (X, T ) es nearly paracom-

pacto. O

Teorema 2.1.5. Si (X, T ) es un espacio nearly S-paracompacto contablemente S-

cerrado, entonces (X, t) es nearly compacto.

Demostracién. Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento regular abierto de X. Puesto
que (X, t) es nearly S-paracompacto, U tiene un refinamiento semi-abierto localmen-
te finito V = {V, : u € A} que cubre a X. Dado que V es una coleccidn s-localmente
finita y (X, T) es un espacio contablemente S-cerrado, por el teorema 1.3.2, se tiene
que V es finita. Sin pérdida de generalidad, suponga que V={V,,:i=1,2,...,n}.
Puesto que V refina U, paracadai=1, 2, ..., n, existe Uy € U tal que V,, C Ux.
AS'I,X=§VH t U E A} = fv,,i:i= 1,...,n}C ?U/\(i) :i=1,...,n} porlo

que (X, t) es nearly compacto. O]

Corolario 2.1.4. Sea (X, t) un espacio extremadamente disconexo. Los siguientes

enunciados son equivalentes:
(1) (X, t) es nearly S-paracompacto y S-cerrado.

(2) (X, t) es nearly compacto.
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Demostracién. (1) = (2): Puesto que cada espacio S-cerrado es contablemente S-
cerrado, el teorema 2.1.5 garantiza que (X, t) es nearly compacto.

(2) = (1): Sea U ={Ux : A € A} un cubrimiento semi-abierto de (X, t). Entonces,
para cada A € A existe un conjunto abierto V) tal que V) C Uy C CI(Via) y, como

(X, T) es extremadamente disconexo, se tiene que Cl(V)) < T para cada A ¢ A. Por

L L

lo tanto, X = Uxr C Cl(Va) v, asi, la coleccidon V = {CI(Va) : A € A} es un
AEA AEA

cubrimiento abierto de X. Ahora, dado que (X, T) es nearly compacto, gxiste una

[ [

subcoleccion {CI(Vy,) : i =1,2,...,n} C V tal que X = CI(Va,) = Cl(Uy,).
i=1 i=1

Esto demuestra que (X, T) es S-cerrado. Finalmente, puesto que cada espacio nearly

compacto es nearly paracompacto, se sigue que (X, t) es nearly S-paracompacto. []

Teorema 2.1.6. Un espacio (X, T ) es nearly S-paracompacto si y solo si (X, t*) es

nearly S-paracompacto.

Demostracién. Por el corolario 1.1.3 y el teorema 1.1.13, se tiene que RO(X, 1) =
RO(X, ) y SO(X, T ) = SO(X, t¥), respectivamente. Por lo tanto, la prueba sigue

inmediatamente de estos resultados. O

Corolario 2.1.5. Sea (X, t) un espacio extremadamente disconexo. Entonces, (X, t.,)

es nearly S-paracompacto si y solo si (X, t) es nearly S-paracompacto.

Demostracién. Si (X, T) es un espacio extremadamente disconexo, entonces por el
corolario 1.2.2, se tiene que 1 = SO(X, T ) = 74 El resto de la prueba sigue del

teorema 2.1.6. O

2.2. Subconjuntos a-nearly S-paracompactos

La nocién de subconjunto a-paracompacto fue introducida por C. E. Aull [2] en
1966. Se dice que un subconjunto A de un espacio (X, T ) es a-paracompacto si cada
cubrimiento abierto de A tiene un refinamiento abierto localmente finito que cubre

a A. Reemplazando el cubrimiento abierto por un cubrimiento regular abierto en la
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definicién de subconjunto a-paracompacto, en 1979, I. Koviacevic introdujo la clase
de subconjuntos a-nearly paracompactos, como sigue: “ Un subconjunto A de un
espacio (X, T) se dice a-nearly paracompacto, si cada cubrimiento regular abierto de
A tiene un refinamiento abierto localmente finito que cubre a A”. En forma similar, en
2006, K. Y. Al-Zoubi [1] introdujo la nocién de subconjunto aS-paracompacto de la
siguiente manera: “ Un subconjunto A de un espacio (X, T) se dice aS-paracompacto,
si cada cubrimiento abierto de A tiene un refinamiento semi-abierto localmente finito
que cubre a A”. En esta seccion, se introduce la nocion de subconjunto a-nearly S-
paracompacto, cuya definicién es similar a los distintos conceptos de subconjuntos
antes mencionados, pero en este caso el cubrimiento dado esta formado por conjuntos

regular abiertos y el refinamiento estd formado por conjuntos semi-abiertos.

Definicion 2.2.1. Un subconjunto A de un espacio (X, t) se dice a-nearly S-
paracompacto, si cada cubrimiento regular abierto U de A tiene un refinamiento

semi-abierto V que es localmente finito y es un cubrimiento de A.

Observacion 2.2.1. Cada subconjunto aS-paracompacto es a-nearly S-paracompacto

y cada subconjunto a-nearly paracompacto es a-nearly S-paracompacto.

Ejemplo 2.2.1. Existe un espacio X y un subconjunto a-nearly S-paracompacto A

de X que no es aS-paracompacto en X. Sea X ={a, b, ¢, ai :i=1,2,...}. Se dota

a X de la siguiente topologia: los puntos ¢ y a; son aislados; el sistema fundamental

de vecindades del punto a es {Onx(a) : n=1,2,...}, donde

On(a) ={a,ai: i = n};

el sistema fundamental de vecindades del punto b es {On(b) : n=1,2,...}, donde

On(b) = On(a) U {b, c}.

I. Kovicevié [10] demostrd que el conjunto A = {b,a; : i = 1,2,...} es a-nearly

paracompacto en X vy, por lo tanto, es a-nearly S-paracompacto. Por otra parte, A
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no es aS-paracompacto en X, pues si se considera el cubrimiento

V ={0,b):n=1,2,...}

de A por subconjuntos abiertos de X, se tiene que cada refinamiento semi-abierto
de V que cubre a A no es localmente finito en el punto b, por lo que A no es as-
paracompacto en X. En efecto, suponga que W es un refinamiento semi-abierto de
V que cubre a A. Entonces se analizan los siguientes casos de puntos de A:

(1) Como a1 € A, existe W1 € W tal que a1 € W1 N 01(b) C O1(b).

(2) Como a; € A, existe W2, € W tal que a2 € W2 N 02(b) C Oz(b).

(3) Como a3 € A, existe W3 € W tal que a3 € W3 N Os3(b) C Os(b).

(k) Como ax € A, existe Wik € W tal que ax € Wk N Ok(b) C Ok(b).

Sean Ui = W1 N 01(b), Uz = W2 N O2(b), Us = W3 N O3(b),..., Uc = Wi N Okb),....
Como Oi(b) D 0a(b) D Os3(b) D ... D Ok(b) D , se tiene que:

a1 € U1 = Wi N 01(b) C 01(b),
c a2 € Uz = W2 N 02(b) C 0z2(b) C 04(b),

« a3 € Us = W3 N 0s3(b) C 03(b) C 0O2(b) C 01(b),

« ak € Uk = Wk N Ok(b) C Oklb) C Ok-1(b) C Ok-2(b) C ..... C Oi(p),

Luego:

+ Uk C O1(b) para cada k > 1,

+ Uk C O2(b) para cada k = 2,
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+ Uk C O3(b) para cada k = 3,

+ Uk C On(b) para cada k > n.

Por lo tanto, cada vecindad del punto b interseca un nimero infinito de conjuntos

Wi € W. As’i, W no es localmente finito en el punto p. O

Ejemplo 2.2.2. Existe un espacio X y un subconjunto a-nearly S-paracompacto A

de X que no es a-nearly paracompacto en X. Considere el espacio X dado en el

ejemplo 2.1.1. P.-Y. Li y Y.-K. Song [12] demostraron que A = {p} U £ [2n, 2n+1]
es un subconjunto aS-paracompacto de X y por lo tanto, a-nearly S-;;';?acompacto
en X. Por otra parte, A no es a-nearly paracompacto en X, pues si se considera el
cubrimiento

( )

V] E(Zi, 2i+1)U{p}
=1 i=0

de A por subconjuntos regular abiertos de X, se tiene que cada refinamiento abierto
de V que cubre a A no es localmente finito en el punto p, por lo que A no es a-nearly

paracompacto en X. En efecto, suponga que W es un refinamiento abierto de V que
cubre a A. Entonces se analizan los siguientes casos de puntos de A:
(1) x1 € A, 5<x1 <8;Existe W1 € W tal que x1 € W1 N O1(p) C O1(p).

(2) x2 € A, B <x2 < 14 Existe Wo € W tal que x, € W2 N O2(p) C Oz2(p).

(3) x3s €A Y <x3 <2, Existe Ws € W tal que x3 € W3 N Os3(p) C Os(p).
3 3

(k) xk € A, 2k +1 < xk < 2k +2. Existe Wx € W tal que xx € Wik N Ok(p) C Ok(p).
3 3

Sean U1 = W1 N O1(p), U2 = W2 N O02(p), Us = W3 N Os3(p),..., U« = Wik N Okp),....

Como Oi(p) D Oz2(p) D O3(p) D ... D O«p) D ..., se tiene que:

« x1 € U1 = W1 N O1(p) C Oi(p),
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© X2 € Ua = W2 N O2(p) C Oa(p) C Oa(p),

« X3 € Us = W3 N Os(p) C Os(p) C O2(p) C O1(p),

© Xk € Uk = Wik N Ok(p) C Oklp) C Ok-1(p) C Ok-2(p) C ... C Oi(p),
Luego:

+ Uk C Oi(p) para cada k = 1,
+ Uk C O2(p) para cada k = 2,

+ Uk C O3(p) para cada k = 3,

+ Uk C On(p) para cada k = n.

Por lo tanto, cada vecindad del punto p interseca un ndmero infinito de conjuntos

Wik € W. As’i, W no es localmente finito en el punto p. O

Teorema 2.2.1. Cada subconjunto 6g-cerrado en un espacio nearly S-paracompacto

es a-nearly S-paracompacto.

Demostracién. Suponga que A es un subconjunto 8g-cerrado de un espacio nearly

S-paracompacto ()If, ) ysea U ={Ux:A € A} un cubrimiento regtIJ:Iar abierto de A.

Puesto que A C Ux y A es 6g-cerrado, se tiene que Cls(A) C U,. Para cada
AEN AEN
x & Cls(A), existe un conjunto abierto Wx tal que x € Wx y A N Int(Cl(Wx)) = 0.

Sea U’ = {Ux : A € A} U{Int(CI(Wx)) : x £ Cls(A)}. Entonces, U’ es un cubrimiento
regular abierto del espacio nearly S-paracompacto (X, t ), por lo que U’ tiene un
refinamiento semi-abierto V = {Vs : 8 € A} que es localmente finito y cubre a

X. Para cada 8 € A, se tiene que Vs C Ux) para algin A(B8) € A o que Vg C
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Int(Cl(Wx(s))) para cada x(8) Z Cls(A). Luego, la coleccion V! = {Vs : 8 € No}
donde Ap = {8 € A : Vg S Uy} es un refinamiento serEi-abierto de U que es

localmente finito. Se afirma que A C V. Si z £ sen Vs, entonces z Z Vs
B€No ©

para cada 8 € Ao y, como V es un cubrimiento de X, existe 80 € A tal que z €
Ve, C Int(Cl(Wx(s,))), con x(B0) £ Cls(A). Puesﬁo que A N Int(Cl(Wx(s,))) = 0, se

concluye que z Z A y consecuentemente, A C Vs. Esto demuestra que A es un
B€No

subconjunto a-nearly S-paracompacto de (X, t). O]

Teorema 2.2.2. Sea (X, T) un espacio. Entonces, las siguientes propiedades se sa-

tisfacen:

(1) Si A es un subconjunto abierto a-nearly S-paracompacto de (X, t), entonces

(A, ta) es nearly S-paracompacto.

(2) Si A es un subconjunto clopen de (X, T), entonces A es a-nearly S-paracompacto

en (X, t) si y solo si (A, ta) es nearly S-paracompacto.

Demostracién. (1) Suponga que A es un subconjunto abierto nearly aS-paracompacto
de un espacio (X, t). Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento de A por conjuntos regu-
lar abiertos en (A, ta). Como A es abierto en (X, t), por el lema 1.1.4, se sigue que
Uy =VanNA, con Vi € RO(X, ), para cada A € A. Claramente, V ={V) : A € A}
es un cubrimiento de A por conjuntos regular abiertos en (X, T) y puesto que A es
a-nearly S-paracompacto, existe una coleccion W = {W;s : 8 € A} de conjuntos
semi-abiertos en (X, t) tal que W es localmente finita en (X, t) y es un refinamiento
de V que cubre a A. Ahora, se probara que Wa = {WsNA : 8 € A} es una coleccidn
localmente finita de conjuntos semi-abiertos en (A, ta) tal que Wa es un refinamiento

de U que cubre a A. En efecto:

+ Wa = {Ws NA : 8 € A} es una coleccibn de conjuntos semi-abiertos en
(A, ta). Como A es abierto en (X, t) y Ws € SO(X, T) para cada 8 € A, por

el corolario 1.1.1, se tiene que Ws N A € SO(A, ta) para cada 8 € A.
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+ W, es localmente finita en (A, ta). Sea a € A C X. Como Wa es localmente
finita en (X, ), existe U, € T tal que a € Uy y el conjunto {68 € A : We N U, #
@} es finito. Dado que a € UsNA, UsNA E Tay {8 € A : (ANWs)N(UaNA) = O}
={68 €A :WsnN(UsNA)/=0T}C{B € A: Ws N Uy #J}, se concluye que

Wi ={Ws N A : B8 € A} es localmente finita en (A, 1a).

+ W, es un refinamiento de U. Dado que W = {Ws : 8 € A} es un refinamiento
de V = {Vi : A € A}, se tiene que para cada 8 € A, existe A(8) € A tal que
Wes C Vue), por lo que Ws N A C Vi N A = Uysg). As'l, paracada 8 € A
existe A(B) € A tal que Ws N A C Uyxg) y por lo tanto, Wa es un refinamiento
de U.

+ W4 es un cubrimiento de A. Puestojque W = {Ws : 8 € A} es un cubrimiento

L L
de A, se obtiene que A C We NnA=  (WsnNA).
sen sen

De esta manera, se ha demostrado que (A, ta) es un espacio nearly S-paracompacto.
(2) Si A es un subconjunto clopen y a-nearly S-paracompacto de (X, T), entonces por
el inciso (1), se obtiene que (A, ta) es un espacio nearly S-paracompacto. En forma
reciproca, sea U = {Us : 8 € A} un cubrimiento de A por conjuntos regular abiertos
en (X, t). Por el lema 1.1.4, Ua = {Us N A : 8 € A} es una coleccién de conjuntos
regular abiertos en (A, ta) y, como (A, ta) es un espacio nearly S-paracompacto,
existe una coleccion W = {Wix : A € A} de conjuntos semi-abiertos en (A, ta) tal
que W es localmente finita en (A, ta) y es un refinamiento de U que cubre a A. Por el
teorema 1.1.10, se tiene que W € SO(X, t) para cada A € A. Ademas, como W es un
refinamiento de Ua, para cada A € A existe 8(A) € A tal que Wi C ANUsp) C Uspy,
por lo que W es una coleccion semi-abierta en (X, t) que es un refinamiento de U.
Ahora, se mostrard que W es una coleccion localmente finita en (X, T). Sea x € X.
Si x € A, entonces existe Ox € ta tal que x € Ox y Ox interseca a lo mas un nimero
finito de elementos de W. Por otro lado, si x £ A, entonces X — A es un conjunto

abierto en (X, T) que contiene a x y que no interseca a miembros de W. Por lo tanto,
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W es una coleccion localmente finita en (X, ). Esto demuestra que A es un conjunto

a-nearly S-paracompacto en (X, T). H

Corolario 2.2.1. Cada subespacio clopen de un espacio nearly S-paracompacto es

nearly S-paracompacto.

Demostracién. Suponga que A es un subespacio clopen de un espacio nearly S-
paracompacto (X, ). Puesto que A es clopen, por la proposicion 1.1.15, se tiene que
A es 6-cerrado y por lo tanto, 6g-cerrado. As’i, por el teorema 2.2.1, se sigue que A
es a-nearly S-paracompacto. Finalmente, por el teorema 2.2.2, se concluye que A es

nearly S-paracompacto. O]

Teorema 2.2.3. Si (X, T) es un espacio Hausdorff y A es un subconjunto a-nearly

S-paracompacto de (X, t), entonces A es un conjunto Us-cerrado.

Demostracién. Sea x £ A. Puesto que (X, t) es Hausdorff, por el lema 1.4.2, para
cada y € A existe un conjunto abierto U, tal que y € U, y x £ CI(Uy). Como U, C

Int(CI(Uy), se sigue que la coleccion U = {Int(CI(Uy)) : y € A} es un cubrimiento de

A por subconjuntos regular abiertos de X y, dado que A es a-nearly S-paracompacto,

existe una coleccion V de conjuntos semi-abiertos en X tﬁ que V es localmente finita

y es un refinamiento de U que cubre a A. Sea W = Vy W =X—Cl(W).

Vev
Observe que AC W, W € SO(X,t), W ety W CsCI(W) C sCl(X — CI(W)) C

sCIIX — W)=X—- WC X — A, porloque WI C sCI(X — A). Se afirma que x € W,
pues en caso contrario tendr'iamos que x € CI(W ) vy, por lo tanto, x € CI(V ) para
algn Vv €V, por lo que existiria y € A tal que V C Int(Cl(Uy)) C CI(Uy) v, asi, se
concluiria que x € CI(Uy), contradiciendo el hecho que x Z CI(Uy). Esto demuestra

que X —A es un conjunto Js-abierto vy, por lo tanto, A es un conjunto 9s-cerrado. U

Teorema 2.2.4. Sea (X, t) un espacio regular y A un subconjunto de X. Entonces,

A es aS-paracompacto en (X, T) si y solo si A es a-nearly S-paracompacto en (X, T).

Demostracién. Si A es un subconjunto aS-paracompacto de (X, ), entonces A es

a-nearly S-paracompacto en (X, ), ya que cada conjunto regular abierto es abierto.
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Para el reciproco, sea U = {Us : 8 € A} un cubrimiento de A por subconjuntos
abiertos de (X, t). Paracada x € A, existe un B(x) € A tal que x € Usy VY,
como (X, T ) es un espacio regular, existe un subconjunto abierto Vi de (X, t) tal
que x € Vx C CI(Vx) C Us. Segln esto, V = {Vx : x € A} es un cubrimiento
de A por subconjuntos abiertos de (X, t) y como Vx C Int(Cl(Vy)), se tiene que
V' = {Int(CI(Vx)) : x € A} es un cubrimiento de A por conjuntos regular abiertos
en (X, ). Puesto que A es a-nearly S-paracompacto, existe una coleccion W =
{Wir : A € A} de conjuntos semi-abiertos en (X, ) tal que W es localmente finita
y es un refinamiento de V' que cubre a A. Ademas, para cada A € A, existe un
x(A) € A tal que W) C Int(Cl(Vkn)) C Int(Usixr)) = Usxay), por lo que W es un

refinamiento de U. As’i, A es aS-paracompacto en (X, 7). U

Es conocido que en presencia del axioma de regularidad, las nociones de subcon-
juntos a-paracompactos y aS-paracompactos coinciden (véase [12, Theorem 2.13]).

De acuerdo con el resultado anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.2. Sea (X, T ) un espacio regular y A un subconjunto de X. Entonces,

las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) A es a-paracompacto en (X, ).

(2) A es aS-paracompacto en (X, T).

(3) A es a-nearly S-paracompacto en (X, t).

Proposicion 2.2.1. Sean A y B subconjuntos de (X, t) tales que A C B C sCl(A).
Si A es sg-cerrado y a-nearly S-paracompacto, entonces B es un subconjunto o-

nearly S-paracompacto en (X, T).

Demostracién. Sea U = {Ux : A € A} un ctbrimiento de B por conjuntos regu-

lar abiertos en (X, t). Entonces, A C B C U, vy, por lo tanto, U es un cubri-
AEA
miento de A por conjuntos regular abiertos en (X, t). Puesto que A es a-nearly

S-paracompacto, existe una colecciébn V = {Vs : 8 € A} de conjuntos semi-abiertos
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en (X, T) tal que y es localmente finita y es un refinamiento de |y que cubre a A.

Ahora, como A es sg-cerradoy Vg € SO(X, T), se tiene que sCl(A) C  Vs.
I: 8eAn 8en

Por lo tanto, B C sCI(A) C Ve vy, asi, la coleccion V es un cubrimiento de B por
8en

conjuntos semi-abiertos en (X, t ). Esto demuestra que B es un subconjunto a-nearly S-

paracompacto de (X, ). O

Proposicion 2.2.2. Sean A y B subconjuntos de un espacio (X, T) tales que A C B
y B es clopen. Entonces A es a-nearly S-paracompacto en (B, ts) si y solo si A es a-

nearly S-paracompacto en (X, t).

Demostracién. Sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento de A por conjuntos regglar

L L
abiertos en (X, 7). Puestoque A C By A C U, se sigue que A C BN Ur =
[ AEA AEA

(B N Uya). Por el lema 1.1.4, la coleccidn U’ = {BNUx : A € A} es un cubrimiento
AEN

de A por conjunto regular abiertos en (B, tg). Como A es a-nearly S-paracompacto
en (B, t8), existe una coleccibn V = {Vs : 8 € A} de conjuntos semi-abiertos en
(B, t8) tal que V es localmente finita y es un refinamiento de U’ que cubre a A. Por
el teorema 1.1.10, se obtiene que Vs € SO(X, t) para cada 8 € A, por lo que V es
una coleccion de conjuntos semi-abiertos de (X, t). Como V es un refinamiento de
U’, se tiene que para cada 8 € A, existe A(B) € A tal que Vs C B N Uxg C Une),
por lo que V es un refinamiento de U. Ahora, se probard que V = {Vs : 6 € A} es
localmente finita en (X, 7). Sea x € X. Si x € B, entonces existe Ox € 13 C 7 tal
que X € Ox y Ox interseca a lo sumo un ndmero finito de elementos de V. Por otro
lado, si x £ B, entonces X — B es un conjunto abierto en (X, T) que contiene a x

y que no interseca a miembros de V. Por lo tanto, V es localmente finita en (X, 7).

Esto demuestra que A es un conjunto a-nearly S-paracompacto en (X, T ). En forma
reciproca, sea U = {Ux : A € A} un cubrimiento de A por conjuntos regular abiertos

en (B, ts). Puesto que B € RO(X, T ), por el teorema 1.1.1, se sigue que U es un

cubrimiento de A por subconjuntos regular abiertos de (X, T) y, como A es a-nearly

S-paracompacto en (X, t), existe una coleccidon V = {Vs : 8 € A} de subconjuntos
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semi-abiertos de (X, t) tal que V es un refinamiento de U, V es localmente finita en
en (X, ) y V es un cubrimiento de A. Dado que B € t, por el corolario 1.1.1, se
obtiene que VB = {Vs N B : B € A} es una coleccidn de conjuntos semi-abiertos en
(B, t8). Ahora, se demostrara que la coleccion Vg = {Vs N B : 8 € A} es localmente
finita en (B, t). Sea b € B C X. Puesto que V es localmente finita en (X, ), existe
Up €Ettalqueb € Upyelconjunto{B € A:VeNU, D} es finito. Como b € Uy N B,
UNBemy{BeA:BNVe)N(UNB) O}={8B€NA:Ven(UoNB) @}cC
{8 € A:Ven Uy /= T}, se concluye que Vs = {Vs N B : 8 € A} es localmente finita e
(B, t8). Para finalizar, se demostrara que Vg es un refinamiento de U que cubre a A.
Como V = {Vs: 8 € A} es un refinamiento de U = {Ux : A € A}, se tiene que para
cada 8 € A, existe A(B) € A tal que Vg C Ua), por lo que Vg NB C UxgNB C Uxg).

Luego, para cada 8 € A, existe A(8) € A tal que Vs N B C U, por lo que Vs

es un refinamiento de U. Ademas, dado que la coIeccci(’)r!V ={Vs : 8 € A} es un

L L

cubrimiento de Ay A C B, se obtiene que A C Ve NB= (Ve N B), por
8en 8en

lo que la coleccion Vg = {Vs : 8 € A} es un cubrimiento de A y en consecuencia, A

es a-nearly S-paracompacto en (B, ts). O



Capitulo 3

Comportamiento bajo funciones,

suma y producto

3.1. Invarianza bajo funciones perfectas

En esta seccion, se introducen las nociones de funciones abiertas, regular abiertas,
cerradas, regular cerradas, perfectas y regular perfectas, para estudiar la invarianza
de los espacios nearly S-paracompactos bajo imagenes directas e inversas de tales
funciones. En lo que sigue, se considera que X y Y son conjuntos que estan dotados
de sendas topologias. Ademas, para una funcién f: X — Y y un punto y € Y, se

denota a la imagen inversa f~X({y}) por f~(y).

Definicion 3.1.1. Una funcién f : X — Y se dice:

(1) Abierta [28], si f(U) es un subconjunto abierto de Y para cada subconjunto

abierto U de X.

(2) Almost abierta [14], si f(U) es un subconjunto abierto de Y para cada sub-

conjunto regular abierto U de X.

(3) Cerrada [28], si f(U) es un subconjunto cerrado de Y para cada subconjunto

cerrado U de X.
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(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

Regular abierta [4], si f (U ) es un subconjunto regular abierto para cada sub-

conjunto abierto U de X.

Regular cerrada [4], si f (U ) es un subconjunto regular cerrado para cada sub-

conjunto cerrado U de X.

Perfecta [28], si f es sobreyectiva, continua, cerrada y la fibra f ~1(y) es com-

pacta para caday €Y.

Regular perfecta [4], si f es sobreyectiva, continua, reqgular-cerrada y la fibra

f(y) es compacta para cada y € Y.

Almost continua [14], si f “*(U ) es un conjunto abierto en X para cualquier

conjunto U regular abierto en Y.

Almost completamente continua [8], si f ~1(U) es un conjunto regular abier-

to en X para cualquier conjunto U regular abierto en Y.

Observacion 3.1.1. De la definiciéon 3.1.1 se tienen los hechos siguientes:

(1)

(2)

(3)

Dado que un conjunto es regular abierto si y solo si su complemento es reqular
cerrado, se sigue que una funcién f : X — Y es almost continua (resp. almost
completamente continua) si y solo si f ~1(B) es un conjunto cerrado (resp. regular

cerrado) en X para cualquier conjunto B regular cerrado en Y.

Dado que cada conjunto regular abierto es abierto, se tiene que cada funcién

abierta es almost abierta y cada funcién continua es almost continua.

Dado que cada conjunto regular cerrado es cerrado, se tiene que cada funcién
regular cerrada es cerrada. Ademds, cada funcién regular abierta es abierta y,

por lo tanto, es almost abierta.

Lema 3.1.1. Una funcién f : X — Y es abierta si y solo si f~*(Cl(G)) C

Cl(f~1(G)) para cada conjunto G C Y.
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Demostracién. Suponga que f es una funcion abierta y que existe un conjunto G C Y
tal que la inclusion f~1(CI(G)) C CI(f~1(G)) no se cumple. Entonces, existe un
punto z € F1(CI(G)) tal que z & CI(f~X(G)). Asi, f(z) € CI(G) y existe un
conjunto abierto V. C X tal que z € V y f~1(G) NV = (. Observe que f(z) €
(V) y f(V) es un conjunto abierto en Y, de manera que f(V) N G /= 0. Luego,
0=F0) =f(fYUG)NV) = f(V)N G, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
F~YCIG)) C CI(f ~*(G)) para cada conjunto G C Y. En forma reciproca, suponga
que para cada conjunto G C Y se cumple que fF~1(CI(G)) C CI{(f~%(G)) vy la funcidén
f no es abierta, luego existe un conjunto abierto U C X tal que f (U ) no es abierto,
esto es, existe un puntoy € f£(U) tal que y & Int(f(U)). Entonces para cada conjunto
abiertoV enY talquey € V,setieneque V ¢ f(U)y,asiVN(Y —f(U)) /=0, porb
que y € Cl(Y — f(U)). De esta manera, f(y) C f-YCI(Y —f(U))) C Cl(f Yy —
fU)) = ClFHY) —F(F(U))) = CX —fF1(f(U))) € CUX —U) =X — U, por
lo que f~Y(y)NnU =0vy,asiy f(U), contradiciendo el hecho que y € f£(U). Por lo

tanto, se concluye que f es una funcion abierta. O

Para lograr uno de los objetivos de esta seccidn se utilizara el siguiente resultado

que fue establecido por T. Noiri (véase [14, Lemma 1]).

Lema 3.1.2. Si f : X — Y es una funcién almost continua y almost abierta,

entonces f es almost completamente continua.

Demostracién. Sea U un subconjunto regular abierto de Y. Puesto que f es almost

continua, se tiene que f~(U) es un conjunto abierto en X y as’l,

fHU) = Int(f~1(U)) C Int(CIFH(U))).

Por otro lado, como CI(U ) es un subconjunto regular cerrado de Y, por la almost
continuidad de f también se tiene que f~*(CI(U)) es un subconjunto cerrado de X
y as’i, Int(CI(f-1(U))) C CI(f-Y(U)) C CI(f~Y(CI(U))) = f1(CI(U)). Ahora, dado

que f es almost abierta y Int(CI(f-1(U)))) es un subconjunto regular abierto de X,
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se sigue que f(Int(CI(f-1(U)))) es un subconjunto abierto de Y. Por lo tanto,

Int(f(Int(CI(f-1(U)))))

C Int(f(f~X(Cl(U)))) C Int(Cl(V)) = U.

fnt(CI(F-H(U))))

As’l, se concluye que

Int(CI(f~(U))) C fH(F(Int(CIFH(U)))) C f~H(U).

Esto demuestra que f-}(U) es un subconjunto regular abierto de Xy, por lo tanto,

f es almost completamente continua. O

Lema 3.1.3. Sea f : X — Y una funcién continua y abierta. Si U es un subconjunto

semi-abierto de Y y V es un subconjunto abierto de X, entonces f ~S(U ) N V es un

subconjunto semi-abierto de X.

Demostracién. Sea U un subconjunto semi-abierto de Y y V un subconjunto abierto
de X. Puesto que U es un subconjunto semi-abierto de Y, existe un subconjunto
abierto O de Y tal que O C U C CI(O) y as’y, f “Y(0) C f “Y(U ) C f -Y(Cl(O)).
Siendo f una funcidn abierta, del lema 3.1.1, se tiene que F—*(CI(0O)) C CI(f~%(0),
por lo que, f ~}(0) C f-Y(U) C CI(f -*(0)). Dado que f es continua, f ~1(0) es un
conjunto abierto en X vy, por lo tanto, f (U ) es un conjunto semi-abierto en X.
Ahora, por el teorema 1.1.3, se obtiene que f-}(U) N V es un conjunto semi-abierto

en X. O

Lema 3.1.4. Para una funcién f : X — Y , las siguientes propiedades son equiva-

lentes:

(1) f es cerrada.

(2) Para cada conjunto B C Yy cada conjunto abierto U C X que contiene a

f~1(B), existe un conjunto abierto V C Y tal que B C V y f~}(V) C U.
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(3) Para cada punto y € Y y cada conjunto abierto U C X que contiene a f=(y),

existe un conjunto abierto V C Y tal quey € Vy f~1(v) C U.

Demostracién. (1) = (2): Suponga que f : X — Y es una funciébn cerrada. Sea
B C Yy U un conjunto abierto en X tal que f “1(B) C U . Puesto que X — U es un
conjunto cerrado en X, se tiene que f (X — U ) es un conjunto cerrado en Yy, por lo

tanto, V=Y — f(X — U) es un conjunto abierto en Y. Luego,

X—UcCX—f*B)=fHY)—f*B)=fHY —B),

por lo que
fX=-U)Cf(f(y—B)CyY —8B
y, as’l,
BCY —f(X—U)=VW
Ademas,

fAVv) = fFFUAY —fX=U))=f1Y) - fF(fXx —U))
= X—fFYf(X—U) CTX—(X—U)=U.

(2) = (1): Suponga que E es un conjunto cerrado de X. Entonces, X — E es un
conjunto abiertode Xy f XY — f(E))=Ff YY) — FYf(E) =X — fF-Uf (E)) C
X — E. Por hipotesis, existe un conjunto abierto V C Y tal que Y — f(E) C V
yf V) C X —E =U.Seglnesto, Y -V C f(E)y V nf(E) = 0, pues si
z €V Nf(E), entoncesz €V yz € f(E), porloque z = f(a) para algina € E y
f(a) € V;luego a € f-}(V), lo cual contradice el hecho que f-}(V) C X — E. Por lo
tanto, f(E) CY— VycomoY — V C f(E), se obtiene que f(E)=Y — V. Puesto
qgue Y — V es un conjunto cerrado, se concluye que f es una funcion cerrada.

(2) = (3) Sean y € Y y U un conjunto abierto en X tal que f ~(y) C U . Si se

hace B = {y}, por la hipdtesis, existe un conjunto abierto V C Y talquey € B C V
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y f(v)Cu.
(3) = (2): Sean B cualquier subconjunto de X y U un conjunto abierto en X
tal que f-1(B) C U. Para cada y € B, se tiene que f~y) C f-%B) C Uy, por

la hipbtesis, existe un conjunto abierto V, C Y tal quey € V, y f~}(Vv,) C U.

Por lo tanto, V = V, es un conjunto abierto en Y tal que B C V y f-}(V) =
] yEB
L [
f! vy = f(v) cu. H
YEB YEB

Lema 3.1.5. Para una funcién f : X — Y considere las siguientes propiedades:

(1) fesregular cerrada.

Para cada conjunto B C Y y cada conjunto abierto U C X que contiene a

f-1(B), existe un conjunto regular abierto V C Y tal que B C V y f~}(V) C U.

(3) Para cada punto y € Y y cada conjunto abierto U C X que contiene a f~*(y),

existe un conjunto regular abierto V C Y tal quey € Vy f~3(v) C U.

Entonces se satisfacen (1) = (2) = (3).

Demostracién. (1) = (2): Suponga que f : X — Y es una funcién regular cerrada.
Sean B C Yy U un conjunto abierto en X tal que f -1(B) C U . Puesto que X — U es
un conjunto cerrado en X, se tiene que f(X — U) es un conjunto regular cerrado en

Y vy, porlo tanto, V =Y — f(X — U) es un conjunto regular abierto en Y. Ademas,

X —U CX—fYB)=fNY)—fYB)=fLY —B),

por lo que

fX—-UuU)cf(f(y —B)Cy —B

y, as’l

BCY—f(X—U)=V.
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También,

V) = fFFUY —fIX = U) =fHUY) = (X — U))
= X—ff(X—U)CTX—(X—U)=U.

(2) = (3) Sean y € Y y U un conjunto abierto en X tal que f-}y) C U. Si se
toma B = {y}, por el inciso (2) existe un conjunto regular abierto V C Y tal que

yEBCVyfiVv)cCuU. [

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la implicacion (1) = (3)

del lema 3.1.5, en general, no es cierto.

Ejemplo 3.1.1. Existe una funcién que satisface el inciso (3) del lema 3.1.5 que
no es regular cerrada. Sea R el conjunto de los nimeros reales y considere T, y Tc
las topolog’ias usual y cofinita sobre R, respectivamente. Sea f : (R, t©c) — (R, 1) la
funcién identidad. Se afirma que se satisface el inciso (3) del lema 3.1.5. En efecto,
seany € Ry U € 1. tal que f ~1(y) C U. Puesto que t C tu y f ~1(y) = y, existe un
bésico V € t, tal que y € V C U. Dado que los bdsicos en t, son regular abiertos
ent, yfY V)=V, se tiene que existe un conjunto V € RO(R, t,) tal quey € V y
F~Y(V) C U. Asi, la funcién f satisface el inciso (3) del lema 3.1.5. Por otra parte,
se tiene que el conjunto {0} es cerrado en (R, 1), pero f({0}) no es un conjunto

regular cerrado en (R, tu), ya que f({0}) = {0} y {0} = @ = Cl,(Int,({0})). Por

lo tanto, la funcién f no es regular cerrada.

Lema 3.1.6. Si f : X — Y es una funcién perfecta y V. = {Va : A € A} es una

coleccién localmente finita de subconjuntos de X, entonces f(V) = {f(Va) : A € A}

es una coleccion localmente finita de subconjuntos de Y.

Demostracién. Sea y € Y. Puesto que V es localmente finita en X, para cada x €
f~(y) existe un conjunto abierto Gx C )i:tal que x EGyy{dAEN:G N V) /= D}

es un conjunto finito. Como f-1(y) C Gx y f~(y) es un conjunto compacto,
xEFy)
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existe un subconjunto finito N, de f-}(y) tal que f-(y) C Gx. Observe que
XENy

G = Gx es un conjunto abierto en X vy, ademas, {A € A : GNVa /= O} es
XENy

finito. Dado que f es cerrada, por el lema 3.1.4, existe un conjunto abierto O, C Y
tal que y € Oy, vy f1(0)) C G. As'l, {A € A : f-1(Oy)) N Vi dyc{r e n:
GNVy O} es un conjunto finito y, por lo tanto, {A € A : O, N f(Va) O}=
{A e N F(FHOy)) NF(VaA) £ O} también es finito. Esto demuestra que la coleccidn
f(V) ={f(Va) : A € A} es localmente finita en Y. L

Teorema 3.1.1. Sea f : X — Y una funcién abierta y perfecta. Si X es un espacio

nearly S-paracompacto, entonces Y es un espacio nearly S-paracompacto.

Demostracién. Suponga que X es un espacio nearly S-paracompacto y sea U =

{Us : 8 € A} un cubrimiento regular abierto de Y . Puesto que se satisfacen las

hipotesis del lema 3.1.2, la funcién f es almost completamente continua y segln
esto, la coleccion £F~3(U) = {f~*(Us) : 8 € A} es un cubrimiento regular abierto de
X. Como X es nearly S-paracompacto, f~1(U) tiene un refinamiento semi-abierto
localmente finito V. = {Va : A € A} que cubre a X. Por ser V una coleccién semi-
abierta, para cada A € A existe un conjunto abierto O, tal que Oy C Vi C Cl(Oa)
y dada la continuidad de f se tiene que f (0x) C f (Va) C f (CI(01)) C CI(f (0n)).
Puesto que f es abierta, se sigue que f(0Oax) es un conjunto abierto para cada A € A

y, as’l, f(Va) es una conjunto semi-abierto en Y para cada A € A. Por lo tanto,

f(V) = 1f(Va) : A € A} es una coleccion de conjuntos semi-abiertos en Y tal que

L C

Y =f(X)=Ff Vi = f(Va) y, ademas, £(Va) refina U, ya que para cada
AEn AEn

A € A, existe un 8 € A tal que f(Va) C f(f (Us)) = Us. Finalmente, como f es

perfecta, por el lema 3.1.6, se concluye que f(V) es localmente finita. Esto demuestra

que Y es un espacio nearly S-paracompacto. H

Teorema 3.1.2. Sea f : X — Y una funcién abierta y regular-perfecta. Si Y es un

espacio nearly S-paracompacto, entonces X es un espacio nearly S-paracompacto.
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Demostracién. Suponga que Y es un espacio nearly S-paracompacto y sea U =
{Ur: A € A} unlfubrimiento regular abierto de X. Para cada y € Y, se tiene que

fYy) C X C Uy, por lo que U es un cubrimiento abierto de f-%(y) para cada
AEN

y € Y. La compacidad de f—l(y) garantiza la existencia de una subcoleccion finita

Uy ={Ur [y, Ur y), - - -, Ux,(y)} de U que es un cubrimiento de f-}(y). Observe

que Oy = ,_lx (y) es un conjunto abierto tal que f-(y) C O, y, como f es una
funcion regular cerrada, entonces por el lema 3.1.5, existe un conjunto regular abierto

Vy en Y tal que y € V, y f~3(Vy) C Oy. Claramente, la colecciobn V={V, :y € Y }
cubre al espacio Y y, dado que Y es nearly S-paracompacto, la coleccion V tiene
un refinamiento semi-abierto localmente finito que cubre a Y . Por el lema 1.3.4,
existe un cubrimiento semi-abierto localmente finito W={W, :y € Y}deY tal
que Wy C Vy. Sea G, = {Uxr(y) Nf-HW,) : i = 1,2,3..,n}. Se demostrard que

la coleccion G = G, es un refinamiento semi-abierto localmente finito de U que
yeY

cubre a X. Por el lema 3.1.3, cada conjunto Ux(y) N f-}(W,) € G, es un conjunto
semi-abierto en X para cada y € Y y, ademas, para cada y € Y, existe un A; tal

que Ux:(y) n fF~Y(W,) C Uxiy), por lo que la coleccion G es un refinamiento semi-

abierto de U. A continuacion, se vera que G cubre a X. Sea x € X. Entonces existe

yo €Y tal que x € f=H(Wyo) C f~(Vyo) C 1U,\i(yg) y, asi, x € Ux {yo) para algin
Urilyo) € Uy. Por lo tanto, x € Uz (yo) N f~HWyo) y Urilyo) N fH W, ) € Gyo.
Consecuentemente, la coleccidn G es un cubrimiento de X. Finalmente, se mostrara
que G es localmente finita. Sea x € X. Entonces y = f(x) € Y y, como la coleccion
W ={W, : y € Y} es localmente finita, existe un conjunto abierto B, C Y tal que
y € Byyelconjunto{y € Y : WyNnB, U} es finito. Note que f~1(By) es un conjunto
abierto en X tal que x € f-1(By) y f-Y{(W,)nf-YBy) = fF YW, NBy) /= D siy solo
siWy,NB, {,porlotanto, el conjunto{y €Y : f~Y(W,)nf-YBy) O} es finito.
Por otro lado, por cada W), hay solo un nimero finito de Ux;(y) y cada miembro G de

G tiene la forma G = f~1(W,) N Ua,(y) para algn y € Y. De esta manera, f~(B,)

interseca a lo mas un nimero finito de miembros de la coleccion G vy, por consiguiente
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G es localmente finita. Esto demuestra que X es nearly S-paracompacto. O

3.2. Estabilidad bajo suma y producto

En esta seccion se estudia el comportamiento de la suma y el producto de espacios
donde se considera que cada uno de los factores es un espacio nearly S-paracompacto.

Para lograr este proposito es necesario definir la suma de espacios.

Definicion 3.2.1. Sea {(Xx, Ta) : A € /\I}__una coleccién de espacios tal que XaNXs =

@ para cada A 8. El conjunto X = Xx dotado de la topologia t ={U C X :
AEN

U N Xx € ta, para cada A € N} se llama suma topolégica, o sileﬁmente suma,

de la coleccién de espacios {(Xx, Ta) : A € A} y se denota por X = Xa.
AEN
M
Observacion 3.2.1. La suma topolégica X también se puede definir para una
AEN

coleccién de espacios {(Xx, Ta) : A € A} que no satisfaga la condicién Xx N Xg = ()
para cada A 8. En este caso, es necesario encontrar una coleccién {(X}, TA) : A €

N} tal que X} es homeomorfo a X y X} N X5 =@ paracadalA 8y luego se define
M M

Xa = X).
AEA AEA
. M . .
Teorema 3.2.1. Un conjunto F C Xy es cerrado si y solo si F N X, es cerrado
Aer
en X para cada A € A.
M
Demostracién. Suponga que F es un conjunto cerrado en el espacio Xi. Entonces
M M AEN
Xp—F es un conjunto abierto en  X). Luego, paracada A € A, Xa—(FNXy) =
AEN 1 AEN

M
Xy — F N Xx es un conjunto abierto en Xy y, por lo tanto, F N X3 es un

AEN
conjunto cerrado en X para cada A € A. En forma reciproca, suponga que F N X

M

es un conjunto cerrado en X) para cada A € A. Entonces Xa—F NX)=
AEN
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M
X) — (F N Xa) es un conjunto abierto en X, y, consecuentemente, X) — Fesun

M AEN M
conjunto abierto en  Xj. As’I, F es un conjunto cerrado en el espacio X3. [
AEA AEN

M
Corolario 3.2.1. Cada espacio Xx es un subespacio clopen de X

AEN

M
Demostracién. Inicialmente, se vera que cada Xx es un conjunto clopen en Xa.

[ AEN

Observe que Xa N Xa = Xa C XAy Xa € 1a, por lo que X) es un conjunto
M AEN
abierto en Xx. Por otro lado, Xx N X3 = X3 es un conjunto cerrado en Xx para
AENA M
cadad € Ay Xy C Xy, as’1 por el teorema 3.2.1, X3 es un conjunto cerrado en
M AEN M
X para cada A € A. Ahora, se probara que X € es un subespacio de Xa.

AEA AEA
Sea V C Xi. Si V € 1), entonces V & T|X)\l pues V =V N Xx. En forma reciproca,

si V € T|X,\' entonces V = XaNU con U €Ty como X) €1, se tiene que V €T,

por lo quel\\éI =V N Xy € .. Esto demuestra que cada espacio X3 es un subespacio

clopen de Xa. O
AEN

M
Teorema 3.2.2. La suma Xy es un espacio nearly S-paracompacto si y solo si
AEN

Xy es un espacio nearly S-paracompacto para cada A € A.

M
Demostracién. Suponga que el espacio X = X es nearly S-paracompacto. Del

AEN M
corolario 3.2.1, se sigue que cada espacio X es clopen en el espacio X = X

AEN
y, por el corolario 2.2.1, se concluye que para cada A € A, Xp es un espacio

nearly S-paracompacto. En forma reciproca, suponga que X es un espacio nearly
S-paracompal\c;clo para cada A € A y sea U un cubrimiento regular abierto del es-

pacio X = Xx. Por el lema 1.1.4, se tiene que para cada A € A, la coleccién
AEN

Ur ={U N Xp : U € U} es un cubrimiento regular abierto del espacio X). Luego,
Ua tieim;e un refinamiento semi-abierto localmente finito Vi que cubre a X). Defina

V = Vi y observe que V es una coleccion formada por conjuntos semi-abiertos
AEA
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en X tal que X = Xy C vV = V. Por otro lado, si V € V, entonces
AEN AEANV EV, VeV

existeun A € AtalqueV € Vay;asi,V CUNXy C U paraalgin U € U, por lo que
V es un refinamiﬁplto de U que cubre a X. Falta mostrar que la coleccion V es local-

mente finita en Xx. Sea x € X. Entonces x € X}, para algin Ag € A, como Vi,
AEN

es localmente finita en X),, existe un conjunto abierto B en Xj, tal que x € B y el
conjunto {V € Vy,: V NB /= D} es finito. Ahora, BNX), = (BNXy,) N XasiA =k
y (BN Xa,) N Xa=;siA /= A entonces (B N Xp,) N X1 es un conjltwlto abierto en

Xy para cada A € Ay, as’l, B =B N Xj, es un conjunto abierto en Xy tal que
AENA

X € B. Por otra parte, si W € Vy W € V,, entonces el conjunto {W €V : W N B}
es finito. En caso contrario, si W € V y W Z Va,, entonces W € VA conA  Aoyas
W N B CXxnXy =10, por lo que el conjunto {W € VI:VIW N B /= @} =0 es finito.

Esto prueba que la coleccion V es localmente finita en X y de esta manera, se
M AEN

concluye que el espacio X es nearly S-paracompacto. O
AENA

A continuacion, se considera el producto cartesiano X XY de dos espacios X'y Y,

dotado de la topologia producto. Los siguientes dos lemas seran (tiles para estudiar

el comportamiento del producto cartesiano X X Y cuando uno de los factores es un

espacio nearly S-paracompacto.

Lema 3.2.1. Para cada par (x, y) € X X Y y cada subconjunto regular abierto U de
X X Y que contiene a (x, y), existen conjuntos W y V regular abiertos en X y Y,

respectivamente, tales que (x,y) € W X V C U.

Demostracién. Sea (x,y) € X X Y y U un subconjunto regular abierto de X XY
tal que (x, y) € U . Entonces U es un subconjunto abierto de X X Yy, as’l, existen
conjuntos abiertos W’ y VI en X y Y, respectivamente, tales que (x, y) € W1 X VI y
WI X VI C U.Luego, (x, y) € WI X VI C Int(C{W)) X Int(CI(V)) y Int(CI(W)) X
Int(Cl(V))) = Int(CI(W) X CI(V)) = Int(C{W I X VIJ)) C Int(C(U)) = U. Al tomar
W = Int(Cl(W ")) vy V = Int(CI(V)), se tiene que Wy V son conjuntos regular

abiertos en X y Y, respectivamente, tales que (x,y) € W X V C U. O
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Lema 3.2.2. Si W es un subconjunto semi-abierto de un espacio X y V es un
subconjunto semi-abierto de un espacio Y , entonces W X V es un subconjunto semi-

abierto del espacio producto X X Y.

Demostracién. Sea W un subconjunto semi-abierto de X y V un subconjunto semi-
abierto de Y . Entonces W C Cl(Intf(W )y V. C Cl(Int(V )) vy, as’i, W X V C
Cl(Int(W)) X Cl(Int(V)) = Cl(Int(W ) X Int(V)) = Cl{Intf(W X V)). Por lo tan-

to, W X V es un subconjunto semi-abierto del espacio producto X X Y. O]

Teorema 3.2.3. Si X es un espacio nearly S-paracompacto y Y es un espacio nearly

compacto, entonces el espacio producto X X Y es nearly S-paracompacto.

Demostracién. Sea U un cubrimiento regular abierto de X' XY . Para cada par (x, y) €
X XY, existe U € U tal que (x, y) € Uy, por el lema 3.2.1, existen conjuntos W/,) y
Vixy) regular abiertos en X y Y, respectivamente, tales que (x, y) € Wixy) X Vixy) C
U . Sea Iy = {x} X Y para cada x € X. Entonces {V(x)) : (x, ¥) € Ix} es un
cubrimiento regular abierto de Y, y como Y es un espacio nearly compacto, existe

un subconjunto finito Jx de I, tal que V = {Vixy) : (x, y) € Ji} es un cubrimiento

de Y. Por otro lado, para cada x € X, defina el conjunto My = Wiky)-
(X, y)EJx
Puesto que la interseccion finita de conjuntos regular abiertos es un conjunto regular

abierto, se tiene que Mx es un conjunto regular abierto que contiene a x y la coleccion

W= {Mx : x € X} es un cubrimiento regular abierto de X. Dado que X es

un espacio nearly S-paracompacto, existe un refinamiento semi-abierto localmente
finito G = {Gx : A € A} de W que cubre a X. Ahora, sea H={Gx X Vxy) : A €
A (x, y) € Jx}. Se demostrard que la coleccidn H es un refinamiento semi-abierto

localmente finito de U que cubre a X X Y. En efecto:

« ParacadaA € A y cada (x, y) € Jx, existe un conjunto My € W tal que
Ga C Mx C Wxy), por lo que Ga X Vixy) C Wixy) X Vixy)y C U para algin

U € U, as’t H es un refinamiento de U.
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+ Sea (x,y) EX XY.Entonces x € X yy €Y, por lo que x € Gx para algln
AENYY E Viy para algln (x, y) € Jx. Asi, (x,y) € Ga X V(xy) Y, por lo

tanto, H es un cubrimiento de X X Y.

+ Puesto que V(xy) es un conjunto regular abierto en Y, entonces él es semi-
abierto y, por el lema 3.2.2, se tiene que G X V|xy) es un conjunto semi-abierto

en X XY, paracadaA € Ay cada (x, y) € Jx. Por lo tanto, H es una coleccion

semi-abierta.

- Sea(x, y) € X X Y.Entonces x € Xy y € Y. Luego, existe un subconjunto
abierto Ox de X tal que x € Ox y Ox interseca a un namero finito de elementos
de G. Por otro lado, existe un subconjunto abierto V, de Y tal que y € O},

como V es una coleccién finita, entonces O, interseca a lo sumo un ndmero
finito de elementos de V. Por lo tanto, Ox X OL es un conjunto abierto en

X XY tal que (x, y) € Ox X O}, y Ox X O}, interseca a lo sumo un namero finito

de elementos de H.
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