


> AY D)
B *
" Lecciones )/ 2° LA

| 1‘3) de .‘ A|‘-/‘
\;\\\3

4 ¥ ;° AlGEBRA
_nm.«,“ﬂ_ | ‘\  : y __/

TRIG 1
| . N IRl QN@MET |A r *
| 9 L.,/' 2 P |
@ ‘| Por JUAN A. VIiEDMA gf) 5 {9‘“/ |

2l

N

/72

DE LA UNIVERSIDAD CENTRAL DE MADRID

TOMO | Ry =4

—

___7;,

COLECCION QJ.DACTICA

Q /

¥ Lf‘/ /‘? |
\ ‘J\"F ;_'/ /7 |
' _ |
\J " 2.:”1— ~ CINGDE I :C-TL« W

i
%

. ( Norma |

ELEMENTAL MODERNA

W Pt
5
g )

= *“‘"“”{“ ’

A~—.u/

7 1 1 A




FROLOGe

La mayor parte de las dificultades qu::chentra un alumno nor-
mal, entre los 12 y los 14 afos, en el aprendizaje del Algebra, se deben
a una falta de comprensién de los Principios Fundamentales en los que
S¢ apoyan las reglas del Calculo Algebraico (las Leyes Formales de las

ia de una practica ordenada Y ascendente de

tas consideraciones tenemos que afladir que en el e
ros Capitulos del Algebra, cuando el estudiante se esté iniciando en los
tecnicismos del calculo literal, dificilmente puede contar con apoyos
concretos, pues el producto de monomios, o el cociente de polinomios,
por ejemplo, son operaciones abstractas, completamente generales,
izadas con simbolos (letras generalmente) cuyo significado es el de ny-
meros reales cualesquiera. ;Cual es entonces la orientacién que hay que
dar al principiante para que vaya asimilando y comprendiendo las re-
glas del Calculo Algebraico? Ia respuesta es categoérica® La orienta-
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cién que hay que dar al estudiante para que no s¢ pierda en la selva de
simbolos que le ofrece el Algebra, desde sus primeros capitulos, consis-
te en que cobre conciencia clara de que todas las operaciones de calculo
algebraico, por complicadas que sean, son el resultado de una aplica-
cién combinada de las leyes formales de las operaciones fundamentales
de la Aritmética. Entonces preguntara el estudiante: (cudl es la diferen-
cia que existe entre la Aritmética y el Algebra?

La respuesta es esta: No existe diferencia de estructura entre la
Aritmética y el Algebra, las reglas de juego son las mismas, lo que
cambia es el grado de generalidad de los simbolos; por ejemplo, si
estudiando Aritmética nos encontramos en su primer capitulo, don-
de se tratan los nimeros naturales, la igualdad a+b=b+a significa
que la suma de dos nimeros naturales no depende de su orden; pero
cuando se adelanta en el estudio de la Aritmética se aprende que
la suma de dos nameros fraccionarios tampoco depende de su
orden, de forma que la igualdad anterior sigue siendo vélida, aun
cuando ay b representen a nimeros fraccionarios cualesquiera;
y si continuamos avanzando en el estudio de la Aritmética aprendemos
que la suma de dos numeros racionales (naturales, enteros negativos,
fraccionarios positivos o negativos) tampoco depende de su orden, de
forma que aunque a y b representen niumeros racionales cualesquiera,
la igualdad anterior sigue siendo valida. Finalmente, si llegamos al
estudio de los nimeros irracionales, y aun de los complejos, que se
hari en este libro, siempre comprobamos que el orden de los su-
mandos no altera la suma.

Si en vez de haber tomado como ejemplo la ley conmutativa
hubiéramos elegido otra cualquiera de las leyes formales, hubiéramos
obtenido la misma conclusion, es decir, las leyes formales de las
operaciones aritméticas permanecen vilidas a lo largo de todas las
ampliaciones que se van haciendo de los campos numéricos, hasta
llegar a los nimeros irracionales y a los complejos de dos unidades
inclusive; en esto consiste ¢l “PHncipio de Permanencia de las Leyes
Formales”, de Hinkel, que es el fundamento del Algebra (se sobren-
tiende del Algebra de los nimeros reales y complejos, que €s la Gnica
que se estudia en Bachiilerato).

Una vez que se ha recorrido toda la Aritmética y se ha comproba-
do que las Leyes Formales de las operaciones permanecen vdlidas en to-
dos los campos numericos, estamos autorizados para usar simbolos cuyo
significado sea el de numeros reales cualesquiera (o aun complejos),
y a manejar dichos simbolos (generalmente letras) aplicindoles dichas
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Leyes Formales, y en esto consiste precisamente el 4lgebra, en combi
nar ciertos simbolos, cuyo significado es el de ntimeros reales o co?nmll-
jos cualesquiera, mediante las operaciones definidas en la Aritméti e
transformar dichas combinaciones de simbolos en otras por apli cion
de las Leyes Formales. i -

. th?spues de esta explicacion se comprende claramente la afirmacién
cha antes acerca de que la diferencia que existe entre Aritmétic
Alft_gebra reside Ginicamente en que en Algebra las letras tienen un s? }-[
Elr icado mas general que en Aritmética: Ellas representan cual w‘gr
umero de cuclquier clase. Cuando hay que hacer alguna limitacién a
los valores de las letras, porque una operacion resulte imposible para

ciertos numeros (pOl’ ejempl() la. diVl'Sll() p 0), esto se Vv -
. 3 N pOr cer i

. Se ha comparado el Algebra con un juego como el ajedrez; las
eyes Fermales de las operaciones desempefian el mismo papel’ ue
las reglas del juego; de igual manera que las reglas del juego de a'ec’?rez
nos indican los movimientos que nos esta permitido realizar coﬁ] cada
clase de ficha, las Leyes Formales nos indican los cambios que pueden
efectuarse con los datos de las operaciones sin que cambie su reslljﬂtado
Todo el mundo comprende que no basta con saber las reglas del aje-
drez para ser un buen jugador; se necesita_ademas tener mucha réé]ti—
ca y poner mucha atencion en el juego, y 1o mismo puede dech}'}se del
Algebra, no basta con saber las Leyes Formales, sino que hay que
adquirir una gran destreza en combinarlas de forma adf:t:uaday ::]on
seguridad en cada caso (igual que ocurre con los movimientos ge las
reinas, caballos, peones, etc., en cada partida de ajedrez).

: C’Para que el alumno vaya adquiriendo esta destreza y seguridad en
el Calculo Algebraico son necesarias dos condiciones:

3.) F d
una comprension [ (0] € las opera

2%) una préctica bien ordenada y abundante que lo vaya adies-

trando en las formas convenientes de combinarlas en cada
caso.

Para dar cumplimiento a estas dos condicicnes insistiremos siem-

pre en el fundamento de cada regla del Calculo Algebraico, y después

7
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propondremos una préctica suficiente y bien ordenada que vaya con-
virtiendo al alumno en un calculista sagaz y seguro.

* % ok

Al final de cada Capitulo se proponen diversas pruebas que ayu-
daran a fijar y clarificar las ideas. Muchas de estas pruebas pueden
ser usadas por el profesor en examenes cortos que deben realizar los
alumnos con bastante frecuencia, por lo menos al terminar cada

capitulo.

De esta forma, el texto serd un instrumento de trabajo, y no me-
ramente un libro para ser leido de forma pasiva; el alumno que haya
trabajado todos los ejercicios que se incluyen en las secciones de los *
capitulos y haya superado con éxito las pruebas y los problemas que

se proponen al final, puede seguir adelante sin dificultades.

Si todo el esfuerzo que hemos puesto al escribir este libro, sirviera
de ayuda real a la juventud colombiana para comprender y usar el Al-
gebra, y para formar su inteligencia y prepararla para otras lides mas
altas, nos dariamos por satisfechos.

Medellin, junio, 1965

El Autor

PLAN DE LA OBRA

(Para los sefiores Profesores)

-

'De acuerdo con las ideas expuestas en el prélogo, dedicaremos el
Capitulo primero a explicar la estructura de los nimeros reales, es de-
Cir, que revisaremos aquellas partes de la Aritmética que se refieren a
las operaciones fundamentales con las distintas clases de niimeros y las
Leyes Formales de las mismas.

- In§lst1;i:mos especialmente en la estructura del campo de los niime-

 racionales, que coincide con la de los reales y complejos de dos
unidades y que es la que rige toda el Algebra Elemental. No hemos
creldo'necesano desarrollar primero los niimeros enteros negativos
después los fraccionarios negativos, pues como el alumno ya conocg
las reglas operatorias con fracciones positivas de la Aritmética, se pue-
de hacer un tratamiento completo del campo numérico racional, sin
Ei:ﬁder nada en claridad y ganando mucho en generalidad y en la p,osi-

dad de proponer ejercicios mas interesantes; asi pues, tratamos
conjuntamente las operaciones de niimeros racionales y sus leyes. De
lqs'l'mmeros irracionales se da una breve noticia, para obtener una
visiéon completa de todo el campo de los niimeros reales.

5 Una vez que el alumno tiene un conocimiento claro del conjunto
de reglas operatorias entre niimeros racionales se comienza el estudio
el Célculo Literal, definiendo con precision las distintas clases de
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expresiones algebraicas y desarrollando todo el calculo con expresiones
enteras (monomios y polinomios). Tratamos con bastante detalle la
Regla de Ruffini y sus importantes consecuencias, como el Teorema
del Resto, de tantas aplicaciones en la factorizacion y en la Teoria de
Ecuaciones.

Al llegar a este punto podriamos seguir desarrollando otros capi-
tulos de calculo algebraico (Factorizaciones, M.C.D. y M.C.M., frac-
ciones algebraicas, radicales, etc.), pero hemos preferido comenzar el
estudio de ecuaciones enteras de primer grado, con el fin de animar la
atencién del alumno, ofreciéndole aplicaciones interesantes del Algebra
a la resolucién de problemas practicos. Después volvemos nuevamente
sobre las técnicas del calculo algebraico, completando el estudio de las
factorizaciones, M.C.D. y M.C.M.,, y las fracciones algebraicas, despues
de lo cual el alumno queda preparado para el estudio de las ecuaciones
fraccionarias de primer grado, que se hace de forma elemental, pero
correcta, indicando en cada caso los principios que se usan para resol-

verlas.

Se termina el ciclo del célculo algebraico elemental dando unas
nociones sobre radicales algebraicos y exponentes fraccionarios.

El material desarrollado hasta aqui, (las 7 primeras unidades del
libro) se corresponde con el contenido del programa de Algebra para el
tercer curso de Bachillerato, y es suficiente para un afio intensivo de tra-
bajo. Todo él se presenta en el primer volumen de esta obra, dejando para
un segundo volumen el desarrollo del programa de cuarto afo y los Ele-
mentos de Trigonometria.

Sigue después el estudio de los sistemas de ecuaciones de primer
grado (capitulo 8 del texto), con unas nociones sobre determinantes y
una practica abundante y bien ordenfda de resolucion de sistemas por
los distintos métodos y de su aplicacién a problemas practicos.

Con el fin de poder dar la interpretaciéon geométrica de las ecua-
ciones se introduce el concepto de funcion y las representaciones grafi-
cas cartesianas, limitandonos al estudio de la funcion lineal y de la
cuadratica.

En el capitulo 10 se dan unas nociones sobre los nimeros comple-
ios, muy elementales pero suficientes para comprender bien la natura-

J
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].ei]am(—iej llas raices Ge una ecuacion cuadrética de discriminante negativo
lye“ quxé) ucuzjn_ cc_)m]')llleia al péoblema de la radicacién de nimeros rea-
S, qued¢ sin ella cuando el radicando e iv indi
j 0 es ne
R gativo y el indice de

La ecuacién cuadrética y sus aplicaciones se desarrollan amplia-
mente, tanto desde el punto de vista analitico como del grafico y atp tﬂ
de dar la demostracién de la férmula general se prepara al all:l%ﬂ(;l er?
la descumpos_lc:ic'm’ de un trinomio cuadratico en la suma del cuadrago
de un binomio mas un ntimero; de esta forma comprende después el
sentido de la demostracién general. En este capitulo se dediga
seccion al estudio de las ecuaciones irracionales que conducen a e ey,
ciones cuadraticas y otra a los sistemas formados por una ecuagiu'aﬂ
lineal y otra cuadrética, o por dos ecuaciones cuadraticas sencillgsn

¥ ¥ %

En el capitulo 12 se tratan las aplicaciones geométricas de las
ecuaciones, de tanto valor formativo y practico. )

_ L'O_S altimos capitulos se dedican al estudio de las progresiones
aritmeticas y geomeétricas, las funciones exponencial y loga%itriicalopea
un estudio completo de los logaritmos decimales y de sus a licaci wi
mas importantes al calculo numérico y a la resolucién de g : j'ones_
exponenciales. RE RaoeaE

. Finalmente, y aunque no es exigido en el Cuestionario Oficial
incluimos un capitulo sobre Anélisis Combinatorio y Calculo de P 5
babilidades, por considerar que se trata de dos temas fundame t-li(-J_
para la formaci6én de la mente de un hombre actual, tanto de;lda c?
punto de vista tedérico como por las aplicaciones tan i’rnportanti';ir'fle
que se hacer} de estos temas en Biologia, Fisica y Quimica, O sy
cién Industrial, Economia, etc. o C > SRR

Las tres ultimas unidades del texto se dedican al desarrollo el
mental de la Trigonometria (tal como se exige en el progrénm deofi::
lto._ an‘o?; :je forma quL su estudio puede diferirse hasta el pl"qzmer
trimestre del quinto curso de Bachillerato, o, si hay tiempo, adelantarl
para preparar al alumno para el estudio de la Fisica. i o

¥* %k %
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p ] n

elevaci

as que tengan
e libro de tra-
re todos, a la

i i bia.
6n del nivel de los estudios mateméaticos en Colombi

La notacién diofdntica
Diofanto representé Ia “incégnita”
bor el signo s ; si erq una se escri-
bia s°y si eran varias =
Cuadrado de I4 incognita: §v ( §y
vaps : dinamis,

Cubo de la incégnita: K v

(¢ UBos = Kibos)

La sustraccion era representada
bor 2 ylasumase indicaba

bor simple contigiiidad de los sig-
nos.

El genio griego descubrié las leyes de] bensamiento y el arte de discu-




DIOFANTO O EL COMIENZO DEL SIMBOLISMO ALGEBRAICO

rrir. Platén, Aristételes y Sécrates modelaron la filosofia; Thales, Pitagoras,
Eudoxio y Arquimedes construyeron la matemdtica. Pero fue Alejandro El
Grande, dominador del mundo conocido, quien realizé el intercambio de co-
nocimientos entre los pueblos orientales y Grecia. De esos fecundos contac-
tos surgid una cultura matematica nueva en Alejandria, ciudad griega en
Egipto cuyo Museo, institucién cientifica que fue al tiempo Universidad, Ob-
servatorio Astronémico, Jardin Botanico, Biblioteca, Residencia de profesores
y estudiantes, se convirtid en el centro de la sabiduria de aquellos tiempos.
Parece que Diofanto de Alejandria vivié en el afio 275 después de Cris-
to. De su existencia quedaron trece libros que él llamé de Aritmética de los
cuales se conocen solo seis. Hasta Diofanto, el “algebra”, que no tenia este
nombre y era un fino ejercicio de matematicas, buscaba de acuerdo con la
l6gica una cantidad desconocida o “incégnita” con generalizaciones. Estos
ejercicios eran “retéricos” o sea hechos con palabras o pruebas verbales.
Con el gigantesco progreso de la geometria hecho por los griegos, el
“3lgebra” incipiente se volvid “geométrica”. Las ecuaciones y las incognitas
se expresaban y resolvieron “geométricamente”. Diofanto aplicé por vez pri-
mera “letras” y signos especiales para los cilculos. Desde entonces su “alge-
bra” se ha llamado dlgebra sincopada que antecede al dlgebra simbolica
actual.
Es famoso el epitafio que se atribuye a la tumba de Diofanto y que
dice: “Esta es la tumba que guarda las cenizas de Diofanto. Es verdadera-
mente maravillosa porque, gracias a un artificio aritmético, descubre toda su

existencia. Dios le permiti6 ser nifio durante 14 de su vida; luego de ¥2 sus
mejillas se cubrieron de barba; después de 1% encendi6 la llama del matri-
monio del que, a los cinco afios, tuvo un hijo; pero este nifio, desgraciado

aunque amado apasionadamente, murid apenas llegado a la mitad de la
vida alcanzada por su padre, el cual vivié atin cuatro afios mas mitigando
su dolor con sus investigaciones sobre la ciencia de los nimeros”.

De aqui resulta que Diofanto murié a los 84 afios, fue nifio hasta los 14,
le salid barba a los 21, se casd a los 33 y tuvo un hijo a los 38, el cual muri6
cuando el padre tenia 80 afios.

CONTENIDO DE LA UNIDAD

1 EL CAMPO NUMERICO REAL.-

1.1 - Los nimeros naturales.

a) i_as {.eyes Formales de la suma y del producto de los ntimeros Na-
urales.

b) Ley Distributiva de la Divisién exacta respecto de la Suma o de
la Resta.

c) Leyesdel Calculo con Potencia en &l Campo de los Ntimeros Na-
turales.

& . -
1.2 - Los numeros fraccionarios positivos.

a) Or1gf;n Aritmético de los Niimeros Naturales Fraccionarios
Positivos.
Orlggn Geométrico y Fisico de los Ntmeros Fraccionarios
Positivos.
Representacion, igualdad y desigualdad.
Suma.
Resta.
Multiplicacién.

ivision.

Potenciacién.
Radicacion.

1.3 - Losnimeros negativos y el campo numérico racional
I Or;’gen Aritmético de los Neéimeros Negativos. )
II)  Origen Geométrico y Fisico de los Ntimeros Negativos.
IIT) El Concepto de Niimero Negativo, el Campo Numérico Racio-
na'l, Representacién Geométrica. ’
I\C) Médulo de un numero racional, igualdad y desigualdad.
V) Suma de ntimeros racionales, Leyes Formales.
Sustr_azccic'm de niimeros naturales.
Mult}plli‘cacién de ntimeros racionales, Leyes Formales
La divisién de los niimeros racionales. Leyes Formale's
Potenciacién de base racional y exponente natural '
Potencias de exponente entero negativo. )
L? radicacién de los niimeros racionales,
1.4 - Nociones sobre los némeros irracionales.
El campo de los niimeros reales.
I) Origen aritmético de los niimeros irracionales.

IT) Origen geométrico de los niimeros irracionales,

1II) proximaciones de un ndmero irracional con niimeros
racionales.

IV) El campo numérico real: su estructura algebraica.




%j

1.1 LOS NUMEROS NATURALES

Como esta clase de niimeros fueron estudiados en la Aritmética,
nos limitamos a recordar aqui las cuestiones que necesitaremos para
entender bien el curso de Algebra.

Los nimeros naturales fueron creados para resolver el problema
de contar los elementos de un conjunto; por ejemplo, para contar los
alumnos de una clase, o los arboles de un bosque, o los aviones que
hay en un aeropuerto, se emplea en cada caso un nimero natural.

Con estos ntimeros se definierefi las siguientes operaciones: Suma,
resta, multiplicacion, divisién, potenciacidn y radicacicn.

Estas operaciones tienen ciertas propiedades, validas cualesquie-
ra que.sean los nimeros naturales que se tomen como datos, que se
llaman las “Leyes Formales”.

Para expresar simbélicamente estas leyes se usan letras que repre-
sentan a numeros naturales cualesquiera; de acuerdo con esto, cuando
veas una letra en esta seccién, por gjemplo, a, tienes que imaginarte
que a representa a cualquier niimero natural,

Las partes mas importantes que nos interesa repasar son:

a) Las Leyes Formales de la suma ¥ del producto.

b) La Ley Distributiva del cociente exacto respecto de la suma o
de la diferencia.

¢) Las Leyes del Cdlculo con potencias de exponente natural.

17




LOS NUMEROS REALES

a) Las Leyes Formales de la suma y del producto de Nﬁmeros

Naturales.

De una vez para siempre repetimos que fodas las letras que usemos
en esta seccion representan nimeros naturales cualesquiera.

Leyes Formales

I. Ley Clausurativa:

2. Ley Modulativa:

3. Ley Uniforme:

4. Ley Conmutativa:
5. Ley Asociativa:

6. Ley de Monotonia:

7. Ley Cancelativa: *

Suma

a+b es siempre un
{ nimero natural.

(a+o=a

El cero se dice
que es el elemento
neutro o indife-

{ rente de la adicion.

También se dice
que el cero es el
mddulo de la adi-
| cién.

(Siesa=a,yb=0b';
entonces a +b =a’
+b'. En particular,
si es a=b,; entonces
a+c=b+c

at+b=b+a
(a+b)+c?a+(b+ﬁ')

Si es a< b; enton-
ces at+c<b+c.

Sies a+x=b+x
entonces a=b.

Producto

a. b es siempre un
nimero natural

a.l=a

El 1 se dice que es el
elemento neutro o
indiferente. de la
multiplicacion. Tam-
bién se dice que el 1
es el mddulo de la
multiplicacion.

Siesa=a' yb=b"
entonces a. b=a’. b'.
En particular, si es
a=hb; entoncesa.c=
=bhi; ¢

a.b=b. a
(a. f;) ..c:a.r.(b. c)
Si es a<b; entonces

@.c<th. ¢

Siesa.x=b.x; en-
tonces a =b. (Supues-
to x =0, el signi #*
se lee ““distinto”).

A e : e
* La Ley Cancelativa es consecuencia de la de monotonia; por ejemplo par? l]a su;na, s:):nr;
fuese a=bh seria a=b, y sumando x a los dos miembros, a+x2b+x (por la ley de m

18

tonia), fo que va contra el supuesto de ser a+x=b+x

£ b

L e T

S k)

14. ;Tiene la resta de niimeros naturales la Ley clausurativa? En otras pala-
bras: ;Existe siempre dentro de los nimeros naturales un nimero que sea
la diferencia de dos ntimeros naturales cualesquiera? ;Qué condicién tie-

nen que cumplir el minuendo y el sustraendo para que exista diferencia
dentro del campo de los niimeros naturales?

13. Sim—s2d, m=s+7.

15. a—0=". ;Por qué? ;Como se llama esta ley?

16. ;Tiene la sustraccion la ley conmutativa? ;Y la asociativa?

13 Dados dos niimeros naturales, a y b, tales que a>b, jpuede existir mas

de un ntimero natural que sea la diferencia entre a y b? ;Cémo se llama
esta ley?

-

18. Si a y b son mayores que ¢, y a<lbh, jcémo serd a —c respecto de b—e?
¢En virtud de qué ley? .

A

719} ¢Tiene la divisién exacta entre nfimeros naturales la ley clausurativa?

A

_-"20\§ {Qué le ocurre a un cociente exacto si el dividendo y el divisor se multipli-
can por un mismo nimero? Expresa esta propiedad fundamental simbé-
licamente.

]

21\ Defing la raiz n-sima de un numero natu%ﬁene la radicacion la ley
clausurativa?

/22, Escribe la suma a4+ b+ ¢ de cuatro formas distintas aplicando las leyes
~ formales que se te ocurran,

"’ A - i - . .
/23, Escribe el producto a. b. ¢ de cuatro formas distintas aplicando las leyes
~ conmutativa y asociativa,

/ 24_ Con el signo (+ +) denotamos la siguiente operacién: ;z(+ +)o=a42b,
. (Tiene la operacion af+ + )b la ley conmutatiy.a? ¢Y da ley uniforme?

\ /25, ;Qué leyes formales se aplican en las siguientes igualdades? (a+b+¢).

m=m.(a+b+c)=m.a+m.b+m. e |

[ i

/26, Si en una divisién exacta se dividen el dividendo
ciente?

27, (Hay algiin nimero que sea el resultado de la operacién - o?

y el divisor por un mis- |
mo nimero, que sea divisor de los dos, ¢sufre alguna alteracién el co- |

S

LOS NUMEROS REALES
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LOS NUMEROS REALES
1.2 LOS NUMEROS FRACCI

i 4s importa
Recordamos el origen y las propiedades m P
nimeros fraccionarios.

ONARIOS POSITIVOS

ntes de los

l >

i laugu-
tro de los cuales la operacién a +b tenga la propiedad claug

rativa.
i cionarios
i tsico de los Nimeros Frac
i étrico y Fisico
b) Origen Geom
Positivos:

una cantidad de una m?ignll;ﬁﬁ g:é
iemplo, €l largo de una habitacion, una vefz e:lv:gelrl tt ke

e gi’da or ejemplo 1 metro, lo mas :iecu iy

o ’t% contenido un numero exacto de d:re grsinest

metrc(f (111 “ 1zshabitacién pero que subd1v1gzex}mztios R
g fia jemplo en deci ;

i As pequeiias, por €] L e
umdadtlfs IIl-lzflbiPac:cilén se ’pueda medir exactarni:nt;1 ;dida s
. dfa zécima parte del metro. En este caso la
tro y

i / rado.
nigmero fraccionario, 0 numero queb

Cuando se quiere medir

; S
ucintamente las propiedades mas 1mpo

Aqul O e debes repasar €n la Aritmética.

tantes de estos nameros, qu

. [~
¢) Representacion, igualdad y desigualdad.
resenta por un par ordenado de

; . e re | .
20 gt Wi e r y el denominador) separcdos

niimeros naturales (el numerado
. s
por una raya, asi: % (b==0).

? Conven-
1 i numerador’?

;Qué representa el denominador? ;Y el

b

i ina
dremos que ias fracciones con denom
con su numerador: g% -
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{Qué le ocurre a un nimero fraccionario si el numerador y el
denominador se multiplican por un mismo ntimero? (Cémo

son los nimeros a  a.h 0
57 5.k’
(representando las letras niimeros naturales, y b y & distintos

de cero).

Concluimos asi que un nimero fraccionario admite infinitas
represeptaciones, pues si se multiplican sus dos términos por
un mismo ndmero se obtiene el mismo namero fraccionario.
Se dice que todas estas representaciones son equivalentes. Es-
to permite reducir varios quebrados a otros equivalentes de
igual denominador, como debes repasar en la Aritmética.

Igualdad: %:% si, y solamente si, a. d=b. c.

(Esta definicion equivale a reducir las dos fracciones a comin de-

nominador y exigir que los numeradores resultantes sean iguales. Com-
pruébalo).

Comprueba que esta definicién de igualdad tiene las propiedades .
reflexiva, simétrica y transitiva.

Desigualdad: %<§-, si y solamente si, a. d. <b . c.

(Esta definicién equivale a reducir las dos fracciones a comun de-

nominador y exigir que el numerador resultante para la primera sea
menor que el resultante para la segunda).

Comprueba como ejercicio que esta definicion de desigualdad tie-

ne la propiedad transitiva, es decir, si %<% oy %<%; entonces

a_.e
b <f '
Ayuda: Expresa la definicién de desigualdad para las dos prime-

ras, multiplicalas y después de simplificar te queda la definicién de la
tercera desigualdad.

23




LOS NUMEROS REALES
d)* Suma: La suma de fracciones de igual denominador se define

por la siguiente igualdad:

a_ b _a+th gjno tuvieran igual denominador se reducen
n'n n
previamente a comin denominador.

Con esta definicion, la suma de fracciones tiene las mismas leyes for-
males que la suma de niimeros naturales (Principio de Permanencia de

las Leyes Formales, de Hankel).

Esta conclusion importantisima debes verificarla personalmente,
y si no te es posible, repasala en la Aritmética.

Se define igual que con los nimeros naturales: La di-

e¢) Resta:
[fracciones (minuendo y sustraende) en una

ferencia de dos
tercera fraccién que sumada con el sustraendo nos da el

minuendo.

Si tienen igual denominador la diferencia se obtiene asi:

a b :ﬂ;b’ pues %_{_m;nbi‘:u_kb_:(a_f_iiﬂ:i_’ que es el

n n n
minuendo.

n H

Si no tienen igual denominador se reducen previamente a comun

denominador.

Para que la resta sea posible el minuendo debe ser mayor que el
sustraendo, y por tanto, la sustraccién de fracciones no tiene la propie-

dad clausurativa.

f) Multiplicacién: El producto de dos fracciones se define asi:

@ € _@.c

b d b.d

Con esta definicién se conservan todas las leyes formales de la

multiplicacion.

g) Divisién: EI cociente exacto de dos fracciones (dividendo y divi-
sor) es una tercera fraccién que multiplicada por el divisor nos

da el dividendo. Esta fraccién existe siempre y es unica.

LOS NUMEROS REALES

El cociente se ; .
=l cocie obtiene multipl RS s
fraccion divisor invertida, esto BSP icando la fraccién dividendo por la

a.¢c_a d aps. & 8
== AL £ s, a
b d b et B g b ¢ = Jueesecldividendo.

El cocien i
B ol ;?’1 l.;:;::u:t()fdc: dos nlimeros naturales existe siempre en el
b0 delos div‘dms raccionarios, y es igual a una fraccién cuyo nu-
idendo y cuyo denominador es el divisor.

En efecto: gob= 2 . b _a.1_a
1 1 b.1 b

Den i
frac cione;rgods?iizzgl?;Eﬁvf;géna?o poIr I;s niimeros naturales y por las
i n tuene la Propi ;
cluye la divisién por cero, que es imposiblfg-mjad e B

hY Potenciacion:)Si
:1S1 el exponente es natural
ote ‘ ural i
ricitn e e el se conserva la misma defi-

2 N S S Y |
(%) [ T o e e
Definicion: (%)l =
ay° /
()
Las reglas de calculo con potencias de base fraccionaria y expo

nente natural son las mismas i
que las de potencias de b
natural, lo cual debe ser comprobado poIr) el alumno; Pg:ee}fegi{&gnente

_a_ m i n _ a m4n
(%) = ($) = (£)
1) Radicacién: Se define igual que con los niimeros naturales La raiz

.{ n-sima de una fraccién, si exi
{ m-si , §i existe, es otra i
indice n nos da la primera. FraBeki que slevads o

En simbolos: Si /4 — 7‘:-- entonct;s (a '
B F) =
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=L

X
. Restar ——=

. a [ a
. Deduce que si =@ entonces —

. ;Forman los niimeros naturales un subconjunto de los fraccionarios?
_ Obtener una fraccién equivalente a % de denominador 20.

. Seleccionar, entre las siguientes fracciones, las que sean iguales, y las que

no lo sean ordenarlas de menor a mayor:

5 2
3

3
5 6

O

. Sumar las siguientes fracciones:

m P m
8) =k 7 byl == =
Ayuda: Reduce a comiin denominador, multiplicando los dos términos de
cada fraccion por los denominadores de las otras (o de la otra, si no hay
nada més que otra).

b4

m n

. Demostrar la Ley Asociativa de la suma de fracciones.

Ayuda: Usense fracciones de igual denominador y apliquese la Ley Aso-
ciativa de la suma de nimeros naturales.

. Demostrar la Ley Distributiva de la multiplicacién respecto de la suma

en el campo de los nameros fraccionarios.

. Probar las cinco leyes de célculo con potencias de base fraccionaria y ex-

ponente natural.
Ayuda: Sigue el mismo modelo de demostracion que se aplica a.cada una

de las leyes con base y exponente natural en el texto de Aritmética.
ok o abe
b b+cf d bi+d

. Calcular las siguientes potencias:

JORCRIONGINY
163 @ LGT

,‘\.-_

- - ; g \
N\W}}&Q Conk
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1.3 LOS NUMEROS NEGATIVOS Y EL CANMPO
VNUMERICO RACIONAL

I) ORIGEN ARITMETICO DE LCS NUMEROS NEGATIVOS

. 3{1 :s;z;ial‘ar ulgsl ;umeros naturales y los fraccionarios positivos vi-

e maq e susltraccmn fuera posible es necesario que el mi-

¥ b5 pureoen ze s;llue el sustraendo; por ejemPlo, las operaciones 3-7

oL nﬁmeroucwn en el campo de los nimeros positivos (llama-
s absolutos).

cionasx; ;]Suesl;;ms(i): r;lue la sq;traccu’m de dos nﬁmf_:ros, naturalt?s o frac-

oo ’ pre posible, o sea, que tenga siempre solucién, aun-
q minuendo sea menor que el sustraendo, tendremos que crear
unos nuevos numeros capaces de dar solucidn a la operacién de restar
en todos los casos. Estos nuevos niimeros son llamados los niimeros ne-
gativos y seran definidos y estudiados en esta seccion.

IT) ORIGEN GEOMETRICO Y F
NG ISICO DE LOS NUMEROS

nﬁmgloglsgs ;éfég:tlco de trascenﬁental importancia que se hace con los
€ representar a las cantidades de ciert /

vez elegida la unidad, la canti il o ey

) idad se representa por el na 2

: : numero de uni-

dades contenidas en ella, que se llama la medi dep la cantidad o

e bi%')?(s)gl:;nllg?:cgﬂi m‘a?ejan los fisicos, los quimicos, los ingenieros

. mistas, etc., suelen ser medidas d 1 -
o S s, s : idas de cantidades per-
clentes a ciertas magnitudes, por ejemplo, medidas de cantidelljdes

de lOl’lgitUd dE €50 de l)[‘e ‘(') fi
2 -
etC. p £l S1 ﬂ, de] estado 1nanciero de una pei‘sona,

traordi);;:-?auﬁg n(ilaadszsde nria.gt;n‘lltudesl,al de una importancia practica ex-
; magnitudes relativas, cuyas cantidad

ser representadas en todo e i

s los casos por los niim iti
S t : 0s €ros positivos (natu-
S defﬁ:cu')nanos positivos), y esta es una grave deficiencia del sis-
i numeros positivos desde el punto de vista practico, que nos
1gard a crear los numeros negati uméri
o el el 4 gativos para poder representar numérica-
: ad de una magnitud relativa. V.
: _ . Veamos al

¢jemplos de Magnitudes Relativas: Py
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1. El estado financiero de una persona o empresa:

Todos comprendemos facilmente que el estado financiero de una
persona puede pasar por los siguientes grados:

a) Que la persona posea una cantidad de dinero en su haber, es decir,

que no tenga deudas y que disponga de dinero. En este caso dire-
mos que la persona tiene un capital positivo.

b) Que la persona no tenga nada ni déba nada; en este caso diremos
que la persona tiene un capital nulo.

Finalmente puede ocurrir que una persona, no solo carezca de ca-
pital, sino que ademaés tenga deudas, en este caso convendremos en
decir que la persona tiene un capital negativo.

(@]
S

Si una persona no tuviese dinero alguno, y ademas tuviera deudas
por valor de § 300, ;c6mo medirfamos la cantidad de dinero correspon-
diente a su situacién financiera?

Evidentemente no podemos representar su capital simplemente por
$ 300, pues nos confundiriamos pensando que tiene § 300 en su haber;
una solucién seria explicar que la persona tiene $ 300 en su debe y asi
lo hacen los contables, pero mucho mas facil es inventar unos signos
simples que antepuestos a la cantidad nos indiquen si se trata de un
capital positivo (en su “haber”) o negativo (en su “debe”™); estos signos

son:
+ para los capitales positivos, y

— para los negativos.

De esta forma, si la persona solo tiene deudas, por valor de $ 300,
su cantidad de dinero se escribird asi: —$ 300.

Analogamente, el capital de una persona que solo tenga deudas
por valor de $ 50 se representara asi: —$ 50.

De esta forma podemos representar ¢l estado financiero de una
persona en todos los casos; cuando su capital sea negativo (solo tenga
deudas) diremos que el niimero que lo representa es un nimero negati-
vo; pero para que estos niimeros sean (tiles tendremos que aprender a
compararlos (igualdad y desigualdad) y a operar con ellos (efectuar su-
mas, multiplicaciones, divisiones, etc.), igual que hacemos con los nii-
meros positivos.
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4. Las distancia
s de un punto de un
i a recta a los ¢ -
la misma recta. s Gtros puntos de

B’{—_?j A Bﬁ'\?)

puntgrgéem(?s de resolver el siguiente problema geométrico: Dado un
frioto de flnd recta, 4, determinar otro punto de la misma recta cuya
QLC d ¢ S 4
i - punitwoﬂ/I sea de 3 cm. Este problema queda indeterminado
e :.cgtpt_giu_an ademas el sentido desde 4 hasta el punto que se
hivan ;ilgl(&;{l(z]l(fﬂ.e'ﬁ el de} ;;qmerda a derecha, que llamaremos po-
LHYO, €L pu solucion es el B de la figura, y si el senti -
derEehn & Baate e gura, y si el sentido es el de
i IL;_amdn;g.quler’dm qu%llamaremo.s negativo, la solucion es el punto
4. La manera mas sencilla de indicar el senti e consi
_ é el sentido que ha de considerarse
e ’ icar de considerarse
TL_~ ;:.1;((; i(,n' anteponer un signo mas si el punto que se pide est4 a Iacde
it I:&, » Y U SIgNO menos si esta a la izquierda. Con este convenio
_..J: D L_; puntol.s d\éla[ semirrecta derecha de origen A tendran distan-
Cias positivas y los de la semirrecta izquierd: dran di ' ga-
o y ecta izquierda tendran distancias nega-

3. La temperatura marcada por un termémetro:

C.uandp nos informan que la temperatura marcada por .
metro ceqt}gfadp en un dia de invierno en Nueva Yorkpf::1 ujn [jlzmo-
informacién es incompleta, pues dudaremos de si se trat: éf ua :
grgdos ;sobre cero o bajo cero. El procedimiento mé; brevudL . Lcjilfltm
minar de forma precisa una temperatura consiste en ante t—(para L[.?r-
no mas a las temperaturas sobre cero y un signo menos apl ”qler .
turas vb::l_|0 cero; asi +8° significa ocho gradc;é sobre CC}O 5 tf:jn?)erz_i-
fica cinco grados bajo cero. - Yoo st

4. Las fechas en Nuestra Era Cristiana:

Si nos dicen que Arqui S VIVIQ i
S y r u R 4 r o - £ a1
O o ]f:{ ! ﬂh'q lmc_‘deu vivio h_acm el afio 300, tampoco que-
rd :(;(] 1‘ & 2 dJ fé, a, Sucs deben indicarnos ademais si se trata del
ano 300 antes de J.C., o después de J.C., y | mas s :
fio 30 - S S .C., y la mdnera mais si
afn So0 anwerds 10 Heap ) i as simple
eciticar esto consiste también en anteponer el signo mas a las E‘chde
B P—— T : b & @s d°ds Iecnas
eriores al nacimiento de Cristo y el signo menos a las fechas E‘mtas
e : it . : i & L h S d d -
s 1 dicho nacimiento. Por ejemplo, la fecha en que vivid Ar m’m:
des seria precisamente hacia el afio — 300, . .
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5. La Longitud y la Latitud Geograficas:

Para fijar la posicion geogréfica de un punto de la tierra se utili-
zan las llamadas “coordenadas geograficas”, que son la longitud y la
latitud geografica del punto.

Se toma un paralelo como origen, e/ Ecuador, y un mendlaqohta;'n-
i i iudad i sa de Greenwich; los
bién como origen, el que pasa por la ciudad inglesa d;. (_Jrfi[ i
puntos que estan sobre el Ecuador se dice que tienen a.’l!!tl ey 1ot
que estan por debajo del Ecuador tienen /atitud sur; los que q‘uafan a
idi i i ste,

la derecha del meridiano de Greenwich se dice que tienen longitud e

y los que quedan a la izquierda, longitud oeste.

Podemos convenir en anteponer un signo mds a las latitudes norte
y a las longitudes este, y un signo menos a las latitudes sur y a las lon-
gitudes oeste; de esta forma, un punto queda perfectamente delerrpmm
do por su longitud y su latitud geografica, con sus signos correspon-
dientes. Se conviene en escribir primero la longitud y después la latitud,
separadas por una coma y encerradas entre paréntesis. El punto dfa ia
tierra representado por (—12°, I8, esta a 12° de longitud oes.n? c(id. a
izquierda de Greenwich) y 18° de latitud norte (sobre el Ecuador).

Resumen:

Existen muchas magnitudes, llamadas relativas, susceptibles de
variar en dos sentidos, como son por ejemplo el estado financiero de
una persona, la temperatura centigrada, las fechas de nuestra Era CI‘IS--
tiana, las distancias de los puntos de una recta a un punto fijo dela
misma, la longitud y la latitud geograficas, etc.

Las cantidades de estas magnitudes se clasifican, c_onvencmnul—
mente, en dos clases: Las cantidades positivas y las negativas.

En los ejemplos anteriores, son cantidades positivas los capltalfas
en el “haber”, las temperaturas sobre cero, las fechas posteriores al na-
cimiento de Cristo, las distancias de un punto de una recta a los pun-
tos de la misma que estan a su derecha, las longitudes geograficas al
este de Greenwich, las latitudes geograficas al norte del Ecuador:‘So.n
cantidades negativas los capitales en el “debe”, las temperaturas “bajo
cero”, las fechas anteriores al nacimiento de J.C., las distancias de un
punto de una recta a los puntos que estan a su izquierda, las longitudes
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geograficas al oeste de Greenwich, las latitudes geograficas al sur del
Ecuador.

Podrian afiadirse nuevos ejemplos de magnitudes relativas, cuyas
cantidades se clasifican en positivas Yy negativas, una vez elegido un
origen convencionalmente. ‘

Desde el punto de vista prdctico los nimeros negativos tuvieron su
origen en la necesidad de poder representar numéricamente las cantidades
negativas de una magnitud relativa.

Ya hemos aprendido, a través de los ejemplos, que los ntimeros
negativos se representan mediante un ntimero positivo precedido del
signo menos. Ahora necesitamos aprender a comparar dos numeros
(positivos o negativos) y a operar con dichos ntimeros.

III) EL CONCEPTO DE NUMERO NEGATIVO, EL CAMPO
NUMERICO RACIONAL. REPRESENTACION GEOMETRICA

a) El Concepto de Namero Negativo:

El numero negativo es un ente matemdtico que Se representa me-

diante un niimero positivo (natural o Jraccionario) precedido del signo
menos.

A esta forma de representar los niimeros negativos hay que agre-
gar, para que queden perfectamente definidos, las definiciones de igual-
dad, desigualdad, suma y producto, que se dan a continuacién, o sea,
que la definicién del nimero negativo comprende las siguientes partes:

1* la forma de representarlos;
2* la forma de compararlos (igualdad y desigualdad);
3¢ la forma de sumarlos y de multiplicarlos.

Solo cuando se han definido las partgs 1%, 2 y 3* quedan definidos
los niimeros negativos. /E

b) El Campo Numérico Racional

El conjunto formado por todos los niimeros positivos (naturales o
fraccionarios), mas todos los nmeros negativos (enteros negativos, co-
mo —2, o fraccionarios negativos, como — %), mas el cero, se llama el
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Campo de los Niimeros Racionales. Se tiene
sinoptico:

asi el siguiente cuadro

(Numeros
Naturales )

Positivos

Nameros Enteros: Negativos

Nameros Racionales:
El cero
Positivos

Numeros Fraccionarios: Negativos

A lo largo de esta seccion iremos comprobando que dentro del
campo de los nameros racionales, las cuatro operaciones de suma, res-
ta, multiplicacion y division (llamadas operaciones racionales) son
siempre posibles (excepto la divisién por cero) y uniformes.

Podemos decir también, que estas cuatro operaciones (exceptuan-
do la divisién por cero, que es imposible) tienen la Propiedad Clausu-

rativa en el campo de los nameros racionales.

¢) Representacion Geométrica de los Nameros Racionales:

Cuando sobre una recta se elige un punto, O, arbitrario, como
origen, un sentido (de los dos que tiene la recta) como positivo, y una
unidad de medida, se dice que la recta esta metrizada; asi pues una
recta metrizada es una recta a la que se le han adjuntado: Un origen,
un sentido como positivo (el contrario sera el negativo) y una unidad de

medida.

Veamds ahora como pueden representarse los nameros racionales
mediante puntos de una recta metrizada.

Haremos la explicacion con ejemplos

B

A

— !
+4

-2

+3

LOS NUMEROS REALES

2 ) E] numero —2 SE ]EPIESEIHL& lle\'alldo qudadeS a ia ‘zqule’ da del
2 7
1 3 q

39) é\} _ndi.lmi:ro +4 corresponde el punto C en la figura, obtenido de
dlv{; ir la unidad en tres partes iguales y tomando 4 de estas uni-
ades en el sentido positivo, o sea a la derecha de 0.

4°) I;;nma;:ledr:)[e,tal pﬁr{(ljer? — 3 corresponde el punto D, obtenido de
: ' s tercios de la unidad en el senti i
s s ido negativo, o sea, a la

o Hemos realizado la representacion de un niimero de cada clase de
: que componen los nimeros racionales. Al niimero cero corresponde
¢l punto 0 elegido como origen.

A ; ' -
ro redcigg niumero fumonal corresponde un punto de la recta metrizada.
oo gan loz; no es cierta, pues hay puntos cuya abscisa no es racional;
: 25 puntos correspondientes a los nimeros irracionales, que
seran definidos después. +4

Podemos decir, d
, de una manera mu afica, que ] j0-
nales no Illenan la recia. v dh e

. Por no llenar el conjunto de los niimeros racionales a la recta se
dice que dicho conjunto no es continuo; pero en cambio, el conjunto
de los nimeros racionales es denso, lo cual significa que, entre dos ni-
meros racionales, por préximos que estén, existen infinitos nimeros

r?glqn;lgsi (Los que sientan curiosidad-por la demostracién de esta
propiedad Ia pueden consultar en el apéndice sobre “El Campo Numé-
rico };gal , €N nuestro texto de Aritmética).
inalmente 10si i i
topictan IOS, ﬁﬁggrgna t’:l_moslld.':lcli 1nt61§sante, queremos citar una
s racionales, descubierta por
demostramos aqui. PRt LSS0t ¥ oo

- I.u(’l:'antor probd que el conjunto de los niimeros racionales y el de
o meros natu_rale_s son coordinables, es decir, que se pueden poner
meggrrespond!enml: brumgoca (uno a uno) de tal forma que a cada nu-
racional se le puede hacer corres i
I onder un nimero natur
cada natural un racional. : S

numero +3 se representa llevando 3 unidades a la derecha del
el punto A de la figura, que se dice que &s
del nimero +3, o el afijo del niimero +3. El

namero + 3 se dice que es la abscisa del punto A.

12} El ]
origen, asi se obtiene
la imagen geométrica

puedljos conjuntos cuyo numero de elementos es finito, o los que se
0 n poner en correspondencia biunivoca con el conjunto de los ni-
0s naturales se llaman conjuntos numerables.
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Podemos decir pues que: El conjunto de los nimeros racionales es
numerable.

1V) MODULO DE UN NUMERO RACIONAL. IGUALDAD
Y DESIGUALDAD :

Cuando un namero positivo se considera como un elemento del
conjunto de los numeros racionales se representa anteponiéndole el
signo +, a los nimeros negativos se les antepone el signo —; a veces,
para evitar confusiones, se encierran el signo y el nimero entre parén-
tesis; por ejemplo, los nameros (+ ), (—32), (—1), son racionales, el
primero positivo y los dos tltimos negativos.

Para poder definir la igualdad, la desigualdad y las operaciones
entre nitmeros racionales, necesitamos dar la nocion de MODULO de
un nimero racional. También se llama valor absoluto del niumero
racional.

4) El médulo de un mimero racional positive es igual al mismo nimero. El médulo de
un nfimero racional se indica encerrandolo entre dos barras verticales. Asi, el mo-
dulo de +8 se escribe |+ 8|, y, segin lo definido en a), |+ 8| = +8: anédlogamente,
[+il=+3 =+

b) El mddulo de cere es igual a cero: [0]=0

¢) El médulo de un niimero racional negativo es igual al mimero cambiado de signo, es
decir, con signo positiva.

Por ejemplo: |—5|=+5, |—§=+% [—3

Interpretacion geométrica:

_2 |[=2(=+2

Si a un namero racional negativo corresponde un punto A en la
recta metrizada, a su modulo corresponde el punto simétrico del A res-
pecto del origen.
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IGUALDAD DE NUMEROS RACIONALES:

Dos numeros racion

. . ales son i 1 ! j
Jaial e n iguales cuando tienen igual médulo e

jemplos: Son iguales los siguientes n = zros racionales:

315

8
ES

inmedj . s
§2 Brop 1ato comprobar que esta definicién de igualdad cumple

iedades reflexiva, simétrica Y transitiva.

NUMEROS OPUESTOS:

D . . . . ! z
05 HUmeros iaa:)ﬂa/&é‘ se llaman OPHEJJOJ cuando tienen fgua mo
au!o )/ SIg}IOS conirarios.

Ejemplos: Son opuestos los siguientes niimeros:

p € . e dos HUmeros opuesios son
g a A) i

I“tel T taCl()Il El)llletllt Los a oS d

Pu”tos Simeltricos Iéjpe(‘lo ae[ Ollgef'f. fj

DESIGUALDAD DE NUMEROS RACIONALES:

Consideramos tres casos en la defi

s 5 2 nicion de desigualdad de nime-

a)  Que los dos mimeros sean positivos.

En este caso la desi m
esigualdad ya fue definid
- . a :
naturales y fraccionarios positivos. *4 etar loy s

Que un nimero sea positivo y el otro negativo.

'l_"odo_el mundo est4 de acuerdo e
Lvo tiene mds dinero que quien n
ne deudas, es decir, que quien ti

1 que quien tiene un capital posi-
0 tiene nada o que quien solo tie-
ene un capital negativo. Esta ob-
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servacion tan sencilla, nos induce a establecer la siguiente
definicion:

Todo niimero positivo es mayor que el cero y que cualquier niimero
negativo.

Que los dos nuimeros sean negarivos.

También se comprende que de dos personas que tengan caplta‘lieif
negativos, es decir, que solo tengan deudas, esta en mejores c_?n1 .
ciones la que tenga menos deudas, es decir, tiene mas cap;)la L
que tiene menos deudas. Esta observacion nos induce a establece

la siguiente definicion:
De dos niimeros negativos es mayor el de menor mddulo.

Ejemplos: —4>—10, —6< -2, —}>—%

Interpretacién geométrica de la Desigualdad:

La desigualdad entre dos qﬁmerps racionalgf;, en los ’t;'e_s cacscc:rsn gi_
finidos, a), b) y c), tiene la siguiente interpretacion geomeétrica n,
que el alumno debe comprobar en cada caso:

Si un numero racional, a, es mayor que otro, B, el afijo de o queda
a la derecha del afijo de p.

(Se recuerda que el afijo de un nimero racional es su punto co-

rrespondiente).

Esta interpretacion geométrica de la desigualdad entr% nun_xg‘r;%
racionales permite comprobar muy facilmente la. Propiedad Transitiva:

0
.——.—’___.—'——
Yy -+ B a

i i i diente)
El grafico ilustra que si el afijo de « (el punto corresponc
estd a lagderecha del deq,B, y el de f a la derecha del de v, el afijo de
esta a la derecha del de y.
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V) SUMA DE NUMEROS RACIONALES. LEYES FORMALES

Cuando el matematico define una operacion con unos nuevos ni-
MEros, mas generales que los anteriores en los que ya fue definida la
misma operacion, debe tener presentes las siguientes condiciones:

a) Que cuando los niimeros pertenezcan todos al campo anteriormen-
te definido, la definicion de la operacién coincida con la que se
establecié en aquel campo numerico més restringido.

b) Que la definicién dada para la operacion sea tal que con ella se
cumplan las mismas leyes formales que tenia dicha operacion en
el campo numérico anterior.

Finalmente, aunque esto no es una necesidad matematica sino
practica, debe procurar que la definicién dada de la operacion
tenga relacion con las formas importantes de combinarse las can-
tidades que intervienen en los problemas del mundo que nos ro-

dea; en otras palabras, la operacion debe ser util para resolver
problemas reales.

Las definiciones que daremos a lo largo de esta seccion de las

Operaciones con nimeros racionales, cumplen todas con las tres con-

iciones, y el alumno debe reflexionar sobre ello en cada caso.

DEFINICION DE LA SUMA DE NUM»{ROS RACIONALES:

Distinguiremos dos casos en la definicién de la suma de nimeros

racionales:

a)  Que todos los sumandos tengan igual signo, (todos positivos o todos

negativos).

Si una persona tiene varios capitales positivos, por ejemplo que

tenga saldos en su “haber” en varios bancos, se comprende facilmente
que para sumarlos se deben sumar los médulos de los capitales (que
coinciden con ellos mismos por ser positivos) y al resultado de la suma
anteponerle el signo positivo.

Igualmente se comprende que si una persona tiene varios capita-

les negativos, por ejemplo que tenga saldos en su “debe” en varios ban-
€0s, para sumarlos se deben sumar también los modulos de los suman-
dos y al resultado de esta suma anteponerle el signo negativo.
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La observacion de los dos ejemplos anteriores nos induce a dar la
siguiente definicion de suma, en el caso de que todos los sumandos
tengan el mismo signo: |
Definicion a): La suma de varios numeros rac-rorr'lales, todos del mismo

signo, se obtiene sumando los mddulos de_ todos 10.';' su-
mandos y anteponiendo a esta suma el signo comin a
todos los sumandos.

Lo (49 +H(+3)+(+T)+(+6)=+(4+3+7 +6)=+20

2 (+DHEFHDHAD=+EF+4+D=+4

RN 3 (DD H=H=—@+3+)=—10
Ly X 4 (DHEDHDH (D == GHi+i+D=— =2

b) Que unos sumandos sean posilivos y olros negativos.

Para comprender bien la definicion de suma en este caso vamos a
estudiar el saldo de una persona que tiene cuenta corriente en un ban-
co y que tiene buen crédltq, es decir, que llegado el‘ caso lel p‘efr'ml(tien
“sobregirarse”, lo cual equivale a que cuando se le dgolarm os fondos

‘ el banco le presta si el cliente gira algun cheque contra su cuenta,
| (saldos rojos).

Si en un momento dado queremos averiguar el saldo de la cuenta
de este sefior, el método mas natural es el siguiente: Sumar de una
parte todos los ingresos que €l tiene hechos, o sea, las cantidades que
tiene en su haber; sumar también todos los retiros de dinero que ha
hecho de su cuenta, o sea, todas las cantidades que tiene en su debe;

después, de la suma de mayor modulo se restaria la de menor médlulo
y al resultado se le antepone el signo de la suma de mayor m-odulo‘. es
decir, si las cantidades en su haber suman mas que las cantidades en
su debe, el saldo serd positivo, ysi las cantidades en su debe suman
mas que las de su haber, el saldo serd negativo.

38

? (+8)+ (=) +(+2)+(—6) +(+ 1)+ (—10)
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Este ejemplo, que todo el mundo comprende por experiencia co-
mun, nos conduce a la siguiente definicién de la suma de numeros

racionales, en el caso general de que haya sumandos positivos y nega-
tivos:

Definicién b): La suma de varios niimeros racionales, unos Positivos y
olros negativos, se obtiene asi: Se suman todos los si-
mandos positivos de una parte y los negativos de otra; del
médulo de la suma de mayor mddulo se resta el de la de

menor mddulo, y al resultado se le antepone el signo de
la suma de mayor médulo.

P ————
I A L ASEINE, 5 s O o e EEE

e P

ESTRADE AT, L e

. Suma de positivos: (+8)+H(+)+(+1)= +(8+241)=+11
Suma de los negativos: (—4)+(—6)4(— 10)=—(@4+6+10)=—-20

4
o

La suma de negativds es de mayor modulo, pues 20> 11; por tanto se resta

20—11=9, y a esta diferencia se antepone el signo —. E] resultado es por
tanto —9.

[

(=3 +(=5)+(+12)+(=2) +(+10)

4

Suma de positivos: (4 12)+(+ 10)= +22 \
Suma de negativos: (=3)+(=5)+(—2)=—10

La suma de mayor maédulo es la de los positivos, 22, a la que se debe restar o
el médulo de la suma de menor médulo, 10, resultando 22— 10= |2, y a

este resultado se le antepone el signo + que es el de [a suma de mayor mo-
dulo; el resultado es por tanto: +12. -

X

(%]

(=6)+(+8) +(=2)+ (=9 +(+4)+(=10) =2 _

D (= 1)+ (=D H(H D+ (=6 +(+8) =2

Y
\
D

T TR T R T R O

LEYES FORMALES DE LA SUMA DE NUMEROS
RACIONALES

Ley Clausurativa:

1.

$l piensas un poco en la definicion dada para la suma de niumeros
Tacionales (partes a) y b) de la definicién) comprenderas que la suma
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ros racionales es siempre oiro numero racional. Por tanto,

de varios niime
tiene la Propiedad Clausurativa.

la suma de numeros racionales

2. Ley Modulativa:

También resulta consecuencia de la definiciéon de suma la siguiente
propiedad: Si @ un numero racional se le suma el niumero cero, se obtiene

el mismo nimero racional.

3. Ley Uniforme:

Si piensas un poco en la definicion de suma comprenderas en se-
guida que el resultado de sumar varios nimeros racionales es nico,
pues las sumas de los modulos de los positivos y de los negativos son
unicas. su diferencia también tunica, y la regla del signo también asigna
un signo unico al resultado; por tanto,

El resultado de sumar varios numeros racionales es un numero

racional unico.

4. Ley Conmutativa:

En el caso a) de la definicion de suma un cambio del orden de los
sumandos no altera el médulo de la suma (por la ley conmutativa en
el campo numérico positivo), asi como tampoco el signo, que es el co-
mun a todos los sumandos; por tanto, en el caso a) de la suma de nu-
meros racionales se cumple la ley conmutativa.

En el caso b) un cambio del orden de los sumandos no altera tam-
poco las sumas de los médulos de los términos positivos, ni la de los
negativos; en consecuencia no se cambia la diferencia entre estas dos
sumas, ni tampoco el signo final del resultado.

Como resumen de esta explicacion concluimos que:
En una suma de numeros racionales, el orden de los sumandos

no altera la suma.
5. Ley Asociativa:

Podriamos razonar la ley asociativa basindonos en la definicion de
la suma de numeros racionales, pero para que te resulte mas facil dare-
mos una explicacién basada en el saldo de la cuenta corriente de una
persona que tiene buen crédito en un banco (que se le permiten saldos
negativos).

LOS NUMEROS REALES

. Supongamos que al comenzar un mes la persona A tiene un ciert
capital en su cuenta (positivo o negativo), y que durante el mes re ]_r O
ocho operaciones, entre ingresos y retiros de dinero: al final dt:bl rc.zi ol
bai_uncc del sefior A se obtendra realizando una sﬁma de 9 1’mt“5 e-]-
racionales (positivos los ingresos y negativos los retiros ;ii?jmtmb
¢Por qué son 9 los sumandos? K N e SRR S

Todo el mundo comprende que si en el Banco hubieran hecho ba
lances purcnralcs. por ejemplo cada semana, el balance fomi sera -“II( ral
mo, pues dicho balance depende exclusivamernte de lo cué t xL' HEJS—
principio, de los ingresos y de los retiros que haya hecho L_I v,;)lert al
su cuenta, es decir, de los sumandos de la suma. ST, el

~ Concluimos por tanto que: en una suma de varios mimeros racion
les se pueden efectuar sumas parciales de cualquier forma y sum ,L_szﬁfi
pués los resultados de las sumas parciales, sin que cambie la s 65 20ieds
en particular en una suma de tres niimeros racionales, I 15
o, Byy, (@a+B)+y=c+(B+7). i

6. Ley de Monotonia:

o a4y B B+ ¥
7 .

|
|
0 Y

. Laley de monotonia la vamos a explicar geométricamente pues
de csta manera nos evitamos el considerar muchos casos particulares.

Pl?eeam “;B Yy v tres nimeros racionales cualesquiera; en la figura se

& qu ! !rxgji (por quedar a su izquierda). Si suponemos y positivo, su-

n;d;d 35 Yniumeros a y B el nimero y equivale a trasladar sus afijos y

oy ﬁ'ﬂl a derecha, y como ambos se trasladan hacia la derecha una
isma distancia, a + vy seguira d: a la izqui

i s g quedando a la izquierda de 8 -

cluyendo por tanto que: : ks

TSi a<lfl; a+y<B+y r

Cqui:iig lit:i:ﬁldbld;) i?&?gi?ﬂ.’f‘i‘{). .sumar‘ a los numeros & y f el namero y
pero k‘un{nl;:-;ml;n?rw lo_sr at‘i]ods de a y de /3‘ Y umdad_es hacia la izquierda,
MEID, seigil se trasladan en el mismo sentido y el mismo seg-

guira quedando a+v a la izquierda de B+7v, o sea, si

X < 4 !,f.;‘ o - “,' r‘:_. ’B i
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7. Ley Cancelativa:

Como de costumbre, «, B8 y y representan numeros racionales
cualesquiera.

Si es a+y=8+7Y, entonces a=f.

En efecto: Si no fuese a=f, seria a =B, y sumando y a los dos
miembros, a +y =B+ 7 (por la ley de monotonia) en contra del supues-

to de ser a+y=B+7.

Resumen: Como resumen concluimos que: La suma de numeros ra-
cionales tiene las mismas leyes formales que la suma de niimeros posi-
1ivos.

Por tanto, tal como ha sido definida la suma de nameros raciona-
les, se cumple el “Principio de Permanencia de las Leyes Formales” de
Hinkel, fundamento del Algebra.

APLICACION PRACTICA DE LAS LEYES FORMALES:

Las leyes conmutativa y asociativa permiten obtener la suma de
varios nimeros racionales de forma mucho mas rapida que aplicando
la definicion general.

Si en la suma figuran dos sumandos opuestos, por ¢jemplo (+3)
y (—3), “se destruyen”, pues si se colocaran juntos y se asociaran se
tendria: (43)+(—3)=3—-3=0 (se aplico la parte b) de la definicion
de suma).

Cuando dos sumandos son de signos contrarios y la diferencia de

sus modulos se obtiene mentalmente con facilidad, se asocian, es decir,
se sustituyen por su suma efectuada, con lo cual se simplifica la opera-

cion total.

LOS NUMEROS REALES

@ () +(=6)+ (=D +(+ D+H(=D+(+ =
=[(+3)+(=6)+ (= ID+(+ ] +[(—H+(+ )=
=EDHEDHE D= +H(+DH(+ D=1

En la practica las asociaciones no se indican en la

escritura, como hemos hech i, si
. 0 aqui, sinc gue se efectiian
mentalmente. e !

2 (+3)+(=D)+(=5+ (+3)+(+2)=+3 (se han cancelado los
sumandos opuestos (+5)y (=5), (—=2) y (+2))

3 (HIDH(=O+(— 10 +(+8) +(=D 4 (+5)=-2

4. (—8)+(+10.)+(—2J+(+5)+(—3)+(—2)+(+3)=-.-_’5

o

VI) SUSTRACCION DE NUMEROS RACIONALES

o La c{:ferenc:a-emre dos numeros racionales, minuendo y sustraendo
ro nimero racional que sumado con el sustraendo nos da el minuendo.

Ahora probaremos el siguiente enunciado fundamental:

f- . . . .

[ 7 7 .
a ijerencia ae dos numeros }aﬁloiiajes [=4) !guaf a la sSuma ae[ mi-
ﬂMl’.’ndO CORn E[ Opue.S‘IO del SquraE'ndO.

En efecto: Sean « y B dos ntimeros raci * .
fiemos que probar que a—f=a +(__B).f3010na1e5 (*) cualesquiera; te-

—_—

(*) LI i
amamos la atencion sobre el hecho de que a y f pueden ser enteros o fraccionarios,

POS!IUVOS Q ﬂegall os .
. s unque o se le vean los denomin:
v a 0 adores ni los SIgNOS, con los

43
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; : erdadera diferencia si sumado con
El seeundo miembro sera la verdadera diferencia

el sustraendo nos da el minuendo; veamoslo:

R : ; Y C se des-
a+(—pB)+B=a (pues —B y B son nimeros opuestos th}f'e‘;c -
AT M = K = L ) . o ia se obti < -
truyen), luego se cumple efectivamente que la dn?renc;a se
mando el minuendo con el opuesto del sustraendo.

. 1 P actas
: . los mimeros racionales, las restas
De esta manera, en el campo de los nimeros racior

ira s leves de la suma. Ademas,
se reducen a sumas, y cumpliran las lc_\e_: de la sle‘dff: \d ”im
rencia de dos numeros racionales existe siempre en dicho campo.

la dife-

(/8
/

7

P
Ve
S

.

1L (=2)—(-8)=—-"

2. (+10)—(=6)=-- 1 ¢
3. (—~12)—(+4H=-1

4. (+6)—(—14)

5. (=9)—(=8=-"1

6. (+20)—(-30)=-7-

LOS NUMEROS REALES

VII) LA MULTIPLICACION DE NUMEROS RACIONALES.
LEYES FORMALES.

a) DEFINICION DEL PRODUCTO DE NUMEROS
RACIONALES:

eros racionales, y no te parezca extrafia, te vamos a desarrollar un
mplo previo, que debes estudiar con toda atencién.

Para que comprendas bien la definicién del producto de dos nii-

Te vamos a dirigir unas preguntas relativas a un automévil que

en el momento presente se encuentra en el origen, teniendo en cuenta los

guientes convenios: 1°) se considera una velocidad positiva cuando

el automovil se mueve hacia la derecha del origen y negativa cuando

se mueve hacia la izquierda; 2°) se consideran como tiempos positivos
los del futuro y como negativos los del pasado.

Primera pregunta:

Si el automovil camina con una velocidad de +3Km/h, ;donde se
€ncontrara dentro de 2 horas? (1= + 2h).

grafico, y tu sentido comin, te haran comprender que el auto-
ncontrara en el punto de abscisa +6, y como el espacio se

ODtiene mq

ultiplicando la velocidad por el tiempo, concluimos que:

(4]
= D

(+3) . (+2)=46, (+.+da=).
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Segllllda pl g . £ i 21 7 'i .. 9
€ [S
}aci'?)na[ Cu}o mt)du)'ﬂ es e/ producto de 08 Mo M!O.S. V Cllyo .SlgHO es PO.S[‘
/ ga”' o .S'f."gun que [0 f clores te”ga” igual SIgno o SIgHO, dI.SIHT
tivo ne v S Jd g lg AY IOS,

| | JiL =S

|
= 2k
(= _2h d La definici¢ i
. efinicion del signo se recuerda facilmente con el esquema si

Si el automévil viene caminando con una velocidad de + 3Km/h, guiente, que se conoce como “la regla de los signos™:
y ahora se encuentra en el origen, ;donde se encontraba hace 2 horas? -
Observa el grafico, piensa y concluye. Advierte que en este caso el + .+ da +
tiempo de la pregunta es pasado, y por tanto negativo. b o
(+3).(=2)=—6, (+.—da—). — .+ da —
— . —da +

Tercera pregunta:

Si el automévil camina con una velocidad de —3 Km/h, y ahora
se encuentra en el origen, ;donde se econtrara dentro de 2 horas?

(=3).(+2) = -6
(+5).(—49) =
(—8).(-5 = +40
(+10). (+4) = +40
(=9 . (-H=+3
(=D .(+7D = =3

mpls

2

7,

Observa el grafico, piensa y concluye.
(=3).(+2)=-6, (— . +da—).

Cuarta pregunta:

Si el automovil viene caminando con una velocidad de —3Km/h,
y ahora se encuentra en el origen, ;donde se encontraba hace 2 horas?

—

e V=—3Km/h 1==2h ..
Nr ety 1 % l+ K

| |
d T T I _l}— 6

=

Observa el grafico, piensa y concluye.

(=3).(=2)=+6, (—.—da+)

Si has estudiado con atencion el ejemplo anterior te parecera natu-
ral lo siguiente:

W e e
L T T T
~
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b) LEYES FORMALES DE LA MULTIPLICACION DE
NUMERQOS RACIONALES.

La multiplicacién de nimeros racionales tiene las mismas leyes
formales que la multiplicacion de niimeros positivos; la tinica salvc;dad
que hay que hacer se refiere a la ley de monotonia, pues si los dos miem-
bros de una desigualdad se multiplican por un mismo factor negativo

se invierte el signo de la desigualdad.

Todas las leyes se comprenden mediante una breve reflexion sobre
la definicion de producto; por esto nos limitamos a dirigir con pregun-

tas tu propia investigacion.

1. Ley Clausurativa: El producto de dos numeros racionales es siem-
pre otro niimero racional.

Pues el producto de los médulos existe siempre y al ponerle el sig-
no se obtiene un numero racional.

2. Ley Meodulativa:

;Cambia el modulo de un namero al multiplicarlo por + 1?

;Y el signo?
Por tanto, cualquiera que sea el nimero racional a,

[a. (D =a | (Ley Modulativa).

Ley Uniforme:

;Es tnico el modulo del producto de dos numeros racionales?

¢(En virtud de qué ley?
.Y el signo, es Gnico?

Por tanto: El producto de dos numeros racionales es un nimero ra-
cional unico.

Esta ley también se puede expresar asi:
Si @, «’, B, B/, son nimeros racionales, y ademas a=a’y e

entonces a . B=a' . B'.

48
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N

Tambi
gt ;r;};ies;lgﬁ;;;fl;esqr er; esta forma: Si los dos miembros de
_ i acionales se multipli . i
ro racional, se obtiene otra igualdad o i

En simbolos: Si
:Sla, son nu 1 .
entonces a .y = f . v, Yy numeros racionales, y ademas a=j,

4. Ley Conmutativa:

Cambla I P
G
) : 0s e

(En virtud de qué ley?
.Y el signo?

Si no cambian ni el médulo ni i
orden de los factores se concluye ?;uzl: NERo PRt w1 Y e el

Un producto de do . - '
s jactores rac 3 .
arden. Je ionales no se altera al cambiar su

En simbolos, Si
, Sl'a y BB represent i . ;
a.B=8.a ¥ P an numeros racionales cualesquiera,

5. Ley Asociativa:

Para i ]
poder explicar la Ley Asociativa necesitamos definir previa-

mente el product g
. o de mas de d :
a continuacion: os factores racionales, lo cual hacemos

Definicién: {
ficiom Cuyofg:;j fl; producto de varios nimeros racionales es el nimero
ulo es el producto de los médulos de los Jactores, y cuyo

Signo es positi ;

iivo o negativo i y
sea ; g . Segun que el nimero d ;
Par o impar, respectivamente. e Jactores negativos
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e Repite ejercicios de este tipo, cambiando las posiciones de a y 8,
por ejemplo, siendo los dos negativos.
D (2 (43) . (=) (+4) . (+5) = + 480
(pues hay 2 factores negativos).
(+5).(=2).(+4).(+6) = —240
(pues hay 1 factor negativo).
(=3 . (+D . (-PD=++3F=+1}
(pues hay 2 factores negativos). |
(+9) . (=D . (=D . (D) =— 331 3 Ejemplos: 3<5,3 x (—2)>5 X(—2), 0 sea —6>—10. -
P —3>-6.(=3). (<4) < (=6) . (—4), o sea 12<24,

LOS NUMEROS REALES

(= (+D - (P = —1—.
D (=D . (+H= 27— 7. Ley Cancelativa:
=.(+D. (-9 . (- = —1—

P (=9-(-2).(+3) ? Si @, By y son nliimeros racionales, y#0,ya.y = B. v, entonces
.("‘).—%.ﬁ A+ = —I—.

o=

Se puede suprimir un mismo factor, distinto de cero, en los dos miem-
bros de una igualdad, obteniendo otra igualdad.

i c- ar . . 2
to de varios fa_o ' La demostraci6n es la misma que se dio en el campo numérico
N NUMeros racio- ositivo.

n poco sobre la P
s: ;Coémo son
.Y los signos?

Ahora, para demostrar la ley asociativa_del prodx.;%
tores racionales, es decir, par;1 %rolt)ar QLéeerﬂ Ié;ﬁ) 3’1 JS 0
u
nales, (a. B) .y = a. (B . v), basta que
deﬁnic(ién gntcrior y contestes a las mggleﬁﬂ;ﬁprﬁ%li:;g
los modulos de los dos miembros? ;En virtu q .

Por tanto, la igualdad es cierta.

Ley distributiva del producto respecto de Ia suma:

Como en el campo numeérico racional la resta se reduce a una su-
6. Jey de Miowotonis: : ma, las dos leyes distributivas se reducen a una.

Seana, By7Y nimeros racionales. Supondremos primero que y €s (Si N L;y y son nimeros racionales, sc S
- ’ e = + 2. A S Sedne i S
ositivo,y para fijar ideas, sea y =i
? Siesyo?‘(ﬁ,entoncesa.y<B.-y.

Hay que considerar varios casos, seglin los.signos de aq, B, v,
“'EB- Y €s un buen ejercicio para los alumnos mas entusiastas del Al-
8¢bra, el comprobar que en todos los casos la ignaldad es cierta, en

Virtud de la definicion de produc ldad e
. cluye qué elinicion de producto y de las leyes distributivas en ef
Piensa donde estarian los afijos de a . 2 yde 8. 2 y concluye q campo posic! p . ‘

a . 2 seguiria estando a la izquierda de 8. 2.
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Bow b~

D (- + 91 =—"-

2 [(=1) + (=2 (=3 =—"—
3 (=4 (+2). (=9 = —"—
4. [(+

5. [(—%)

6. [(—3

resumen concluimos qug con la definicién de J“\rodu_clo que
s conservan las !C\e‘- formales prﬂman de esta ope-
e ademads con dicha definicién se pueden
ultiplicacion en los que intervienen

se dio al prmup

racion (Principio de Hinkel), y
resol\ er los problemas reales de m
cantidades negativas.

VIID) LA DIVISION DE NUMEROS RACIONALES.

[ eros ra cllC‘c‘ O SE e LI‘llOS
nte \JL (U\ IU me AC10 \r J lo \.3 esentar
]C a

AD S
- @ . e define igual que en los campos nuMETico
- + B,opor —, Yy 8€ it

p\-‘.r o+ B, P l) /

anteriores.
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Definicion: EI cociente de dos nimeros racionales, llamados dividen-
do y divisor (ESTE DISTINTO DE CERO) es el numero racional que
multiplicado por el divisor da el dividendo.

Para obtener el cociente de dos niimeros racionales se sigue la
siguiente

Regla: El mddulo del cociente es el cociente de los mddulos,

Yy su Wg~
1o UOW,W o mwu‘I '0,

segun que el dividendo y el divisor tengan el mismo
SIgno o contrario, respectivamente.

La demostracién de la regla es la si iguiente: Sean « y 8 dos nume
ros racionales (B = 0) Y Y su cociente, es dcczr. a 1)

Si y es el verdadero cociente, en virtud de la definicién se cumplj-
8. 7. (2), lo que implica que

a|=|B| . [y|, de donde |y|= |[J » CON

1eda probado que el mddulo del cociente es igual al cociente de los

i

En cuanto al signo, del examen de (2) se deduce que:

) Si a y B son positivos, v debe ser positivo para que se

2% Si w y B son negativos, y debe ser positivo para que se
cumpla (2).

20

3°) Sia es positivo y negativo, y debe ser negativo para que se
cumpla (2).

4%) Sia es negativo y B positivo, y debe ser negativo para que se
cumpla (2).
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(D) =+ =

- (+6) + (=5 = —F

=D D= —Ti=
(—4) = (=P = +%

G oo tep = =
% (4D % ()=~
3 (oh) + (—d) = ——
& 4D+ =—T1=

LEYES FORMALES DE LA DIVISION DE NUMEROS
RACIONALES:

1. Ley Clausurativa: El cociente de dos numeros racionales, siendo
el divisor distinto de cero, es siempre otro nimero racional.

Cuando el divisor es cero la division es imposible, pues si fuera

= B, siendo a 7= 0, deberia ser a = 0. B, lo cual es imposible, pues

el producto de cero por 8 no puede dar un namero a 7 0.

= B, y B puede ser cualquier

Si fuere también a = 0, se tendria g
nimero, pues la igualdad 0=0 . B se cumple cualquiera que sea B

& es imposible (no existe ninguna solucién).

Resumen: Sia 7= 0, 0

0 : aaCy .
0 s indeterminado (cualquier namero puede ser solucion).
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2. J_'ey Mudulatlva ] €. . T Fo r. —_— = :;e
- . Sf @ es C‘lla'fqufe ”L;!f’”e 4] (JCfOna/. £
C¢ que + ] €s el elen €n eut (ie i I num [- rac d‘f:

Esta ley es conse ia i

_ cuencia inmediata de su an4
li . : a de su andloga p: o~
plicacion, pues efectivamente, por dicha ley, a=a (+gl‘; e el

3. Ley i
: Y Uniforme: £/, i ‘ : ’
ay o7 ; P Ll resultado de dividi Wl ;

v B, siendo B 0. &5 Ginico, vidir dos mimeros racionales

En efecto: Su
pPongamos que y y y' fueran ambos el cociente £, es
B 1

decir qu o — — = e
’ e _ — .
; @ L . . s :
Ys ¥ ,8 Y ; eéntonces se cumplman las 51guiemes igual—

dades: a=g
s A, Y a= gy al i i
s 5yl » ¥ al ser iguales los prime i ‘
la ley cans‘;?eglgttlic‘ilosh(por la ley transitiva) o sea, 8 .py:[;’mS’ mlzmlbr'oscfo
a de la mulnp]icacién, Y=Y, o sea qu':[jc};s‘ IE)l'l]E;in 2
., O sea, g €ros

que sean el cociente X i
te B necesartamente coinciden.

4. Ley de o
Y de Monotonia: S a<B, y y es positivo, entonces ‘—‘<ﬁ'
* Y i

E t 1 (6] I = = = y 1t ca d 8]
I efec 0, s1n uese <‘£ s€ria > mu l I
J p ’ . . 2
dos 1 lIe]I[II 0S8 por Y —-7 Y > _ﬁ Y (pOl !d.' ]t‘?y de ITIOﬂ()tOﬂIﬂ 0]

uniforme de | iplicacig
a multiplicacién), y como cociente por divisor es igual al

dividendo. &
Yy TT8y L .Y = B, con lo
¥ que obtenemos que

@2>f, en contra del supuesto de ser a<_f

Si el divisor ivi
dad ' divisor por el que se dividen los dos mi i
€5 negativo se invierte el sentido de g d%liglliiﬁgzos e o
Ley distributiva de la division respecto de la suma:

Sia, B : ;

» P, v, 6, son ntime Sr
Cu “ ros racio g ¢ el
JUmple: (a4 Y) + d=a~ 6+ﬁ_:(611+“{1"-S+“§al?-;;]l“erd. Sienila a0, s

En efecto:
; o: El segund ] :
multipic: gundo miembro de (1) sera el verd: : ;
Plicado por el divisor nos da el dividendo ;eroez(;jmdgf?erot e
, ' cto,
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(@ =8+ p+b+y+8) .8 = (a+0). §4+(B+8).8+(y+8) . d=a+f+v,

que es el dividendo. }'

(Hemos hecho uso de la ley distributiva de la multiplicacion res-
pecto de la suma y de la definicion de cociente).
Observacién: La ley conmutativa no rige en la division, y la ley
asociativa no tiene lugar.
1X) POTENCIACION DE BASE RACIONAL Y
EXPONENTE NATURAL
de base racional y exponente natural se

Definiciébn: La potenciacion
factores iguales a la base como indique

define como un producto de tantos
el exponente. Ademas, a° = 1, ya' = a.

El calculo de la potencia se efectia con la siguiente
Regla: El mddulo de la potencia es la potencia del médulo y el signo
depende del signo de la base y de que €l exponente sea par o impar.

a) base positiva: potencia positiva (cualquiera que sea el exponente).

Positiva si el exponente es par.

b) base negativa: potencia
Negativa si el exponente es impar.

Ejemplos: 1. = — 32
2. ] = + 8L

La regla es consecuencia inmediata de la correspondiente para el

producto de varios factores.
on potencias: Las cinco leyes del calculo con
adas en Aritmética para base positiva,

Leyes de Célculo ¢
| cualquiera. A continuacion reproduci-

potencias, que fueron demostr
rigen también para base raciona
mos sus demostraciones.

LOS NUMEROS REALES

1. Poducto de potencias de igual base.

El product :
0 de poten de’i
base la mi 3 cilas de igual base es otr ; :
m ! olra
iIsma y por exponente la suma de los expof:g:ﬁ:; ia que tiene por

« (por definicién).

Demostracion: a" =
Ll'l : .
.= ...« (por definicién).

a =
y multiplicindolas: an | a.n.a.a :

| Ra.a.aw.a= g™ (ged)

Ejemplo: (—2)" . (=2 = (—2)* = 4 256

2. Producto de potencias de igual exponente

El producto d j
e potencias de igual ex
ne por bas guai exponente es otr i ;
P e el producto de las bases y por exponente el ma f;om“;ma qua st

Demostracidn. { a® = a.a’. .a (por definicion)
B" =B .B>. .B (por definicion)

Multiplicdndolas: a* . " = (@ . B) . (a. B). %(a . B)
B (a.B). (a.B) =
= ((1 x ﬁ)" (qed)
dice: Para elevar un producto a una

foﬁorefrcia. (Hemos utilizado 1as Je-
ucto de varios factores v la defi-

Leida en sentido inverso nos

es y asociativa de
nicién de potencia). ‘P

L (=3 (43 = (=33
2 (DD = (e
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L (=9 (+9' =

2. (+3°. (=3

3. (8. (=%

3. Cociente de potencias de igual base.

encias de igual base es otra polencia que liene

El cociente de dos pot :
onente la diferencia de los exponentes.

por base la misma y por exp

- o™ =
Demostracion: — = a™ ", (1), (mz=n)

(1) es cierta, porque multiplicando el divisor por el cociente nos
da el dividendo:

en efecto: a" . a™"=a™ (™ =a" (q.e.d.)

Ejemplo: (=3P + (=3 = (=9 = (-9 = + (
4, Cociente de potenciaé de igual exponente.

Para dividir potencias de igual exponen
de las bases y por exponente el mismo.

Demostracion:
B B

el cociente nos da el dividendo; en efecto:

P (3) =(5-5) =

(Hemos aplicado la ley IT'y la definicion de cociente).

te se pone por base el cociente

@ (—‘i)“ (1), pues multiplicando el divisor por

LOS NUMEROS REALES

Elda en SEII[ldO INVErso nos dlCE ara elevar na fraccion de
P ]
[erminos 2 2 MeEF 4 ul J!Of?TcI};'aao.'
)a(f()”ai(§ a una potencia se E!é van Rime d f
M ; ado de

5. Potenci .

nente se pone Pg:?[?‘:li'euga P'_Jten(:la: Para elevar una potencia’a un expo-
: mis ; -

nentes. ma y por exponente el producto de los expo-

DC’}”OT”" wls] — 2 i} =
o acion. i 12 ! ' :
(O‘. ) a® . a R 7 [ bl o s (q.e.d) .

EJEMPLO" [(—3F = (3= (=})'= + % = 20

bl

Estas 5 leyes )
. eyes son fundamentales : :
MIMOoS a continuacion: en ¢l cdleulo algebraico y las resu-

I) a™ . a" = gmn
II) . B"‘ — (C{ E B)m
I o5 = a™ (m>n)
v) & _ (g)’“

B
V) (@) = o=

Leyes del Calculo
¢on Potencias:
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X) POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO NEGATIVO

En la regla 3 del calculo con potencias de exponente natural, refe-

m

rente al cociente de potencias de igual base, a_n’ impusimos la restric-
o

cién m>=n, con el fin de que no resultara una potencia de exponente
negativo, que no ha sido definida hasta este momento.

Para evitar esta excepcion y dar mas generalidad al calculo alge-
braico después, definiremos también las potencias de base racional y
exponente entero negativo.

Comenzamos con un ejemplo, para que la definicién te parezca
mas natural.

32 3.3 1 1
AL 37~ 3333333 33333 ¥

Si aplicaramos la regla 3., es decir, si restaramos los exponentes,

obtendriamos: ?3’- = P = 3?

Si queremos que los dos resultados coincidan, es decir, que }; coin=
cida con 377, somos conducidos naturalmente a dar la siguiente

Definicién: Si « es un nimero racional y m un numero natural, adop=
tamos la siguiente definicion:

Ahora se nos presenta una cuestion fundamental y es la siguientes
;Seguiran siendo validas las 5 reglas de calculo con potencias cuances
los exponentes, 0 alguno de los exponentes, sean enteros negatl\'ﬂ-'?::e’r

La respuesta es afirmativa, de manera que podemos calcular 2 -
quilamente aplicando las 5 reglas conocidas, sin preocuparnos de st los
exponentes son naturales, o enteros negativos.

A continuacién probamos la veracidad de esta afirmacion para

de las leve LOS NUMEROS REALES
S, T = : B
il dz: ] Y proponemos como ejercicio que se de
é as otras cuatro reglas de calculo muestre la perma-

Probemo i
105 POE ejﬁmpio que a™ |, gt = g(~m)+(-n)

VR 3 — m+n .
y n naturales, =a (™) siendo m

1 :
, = y multiplicando,

o . a—n = ¢ L . ]
o™ T3 —q-{mtn)

Qi ) qed

En ef‘ECf.O: ot = l a~"
N

Mis adela
nte, cuando estudi i
definidas Ja 1 udiemos los radicales & i ;
; as potencias de base racional algebraicos, serdn
quiera. Y ¢Xponente racional cual-

| O

[("_.UH.']"' =7

(+§)"' + (—=3) ’
= )' =7

[(= 4y ::,

e O

S —
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LOS NUMEROS REALES
XI) LA RADICACION DE NUMEROS RACIONALES

Definicion: La raiz n-sima de un numero racional, a, (si existe) es
otro numero, B, que elevado a n dé por resultado a.

Se denota asi: Q/E: B. (1), 518" = a, (2).

Regla: El modulo de la raiz es la raiz n-sima del médulo. El signo de-
pende del signo del radicando y del indice segun el siguiente esquema:

Indice par: Hay dos soluciones
opuestas. Nota I
v NOIAa I1Im . s .
Ej.: 1 :.id" mérico racionpz?lrtgme' La radicacién no es clausurativa en el campo nu-
(La radicacion no €s { piomuagy - S1 queremos que la radicacion tenga solucion siempre
uniforme en este caso). s que ampliar el campo de los nameros racionales agrégélﬁioj

: s - le los numeros irraci
Indice impar: ~ Solucion dnica positi- : T0s irracionales, y finalmente te ;
P ros complejos de dos unidades. ndremos que crear los name-

va. Ej.: V8=2.

a) Radicando positivo:

s . ) Indice par: (No existe raiz).
b) Radicando negalivo: 9 y ndice impar: Raiz negativa.

Esta regla es consecuencia de la definicion, contenida en las igual-
dades (1) y (2), y dela regla para el calculo de una potencia. ,:I Eiica ot &

eraci ] i {
Enamonles no tienen la Propiedad Clausurativa en el campo
| e turales, y con qué ampliaciones de dicho campo se logra
w Operaciones tengan solucion. o

de los nimero

2. Haciendo
ey ::E:ad(ej;:ig]_iilge dmgnmcm‘a correspondiente y de la propiedad
aldad, demostrar que si a < b @
Y€ < d, entonces

1. V—8=—2pues(-2° = -8 a+c<b+d: demos .
=] » t A L5
\a. Ees . rar ademas que, en el campo positivo, si a<b y c<d,

2, @—i—l =i2,pues(i2)“:+l6 "3 \
\ 3 Siele
3. —4 no existe, pues ningin nimero racional, ni positivo ni nega- la_s 3
tivo. tiene su cuadrado igual a —4, ya que el cuadrado de un ni- : '.SI Una ciudad de Holanda esta
mer:a positivo 0 negaﬂv% - sicm[!)riz p?ﬂ:itivo ;‘;:mc_) S€ escribiria su aJtur?[us:nzd{)c?[melms por debajo del nivel del mar,
J » = 2 1 ativos? a nol:acxén universal de los nimeros

/

8imos el nive] d

el mar como orj
turas i : gen de las alturas, explica cu4
positivas y cules las negativas. plica cuéles son

\

il.a tres ejemplos l i L

4. — 32 = — 2, pues (—2) =32 de magni .
Vas y dos “med magnitudes relativas y cuatro cantidades, dos positi-

ir si la edad S v
de u a perso S i i 1as retativa.
p na €s una mag:nitu abs Il,i ds O i
ativ

§ R O
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Contestar inmediatamente cudles son los médulos de los siguientes niime-
ros racionales: {(—3)|_=.£_‘?,} +3|=2. -2 =20 9?, |— l}tfi
En general, sig\z es un numero racional cualquiera positivo o negativo,

fa =A:;j Y
@ ¢COmo son los siguientes pares de niimeros?

(+)y (=), (= Dy (+ . (=Hy+D). (+a y(-a).. |

({Cémo estan situados respecto del origen los afijos de dos nimeros
opuestos?

-

8.y Ordenar de menor a mayor los siguientes niimeros racionales:

(=8, (+ 1, (=9), (+6), (=1), (+ D, (= 3 (+9.

s - : A A
Representarlos sobre una recta metrizada, es decir, marcar sus afijos, y
observar las posiciones de los afijos correspondientes a los niimeros orde-
nados de menor a mayor.

Dibuja los afijos correspondientes a tres nameros racionales (elegidos por
ti) , B y v, tales que a<ﬁ ¥ B<y. (Como son a y y? jEn virtud de qué

ley? T

@Jn minero, 4, estd trabajando en el fondo de una mina a —50 m., otro
minero, B, esta trabajando a —80 m.; y un tercero, C, a — 100 m. Escribe
estas tres cantidades ordenadas de menor a mayor; después represéntalas
sobre una recta metrizada, tomando una escala de 1 cm. por cada 10 m.

@A continuaciéon describimos la situacién geogréfica de tres ciudades:
1#) Paris—Longitud Este 2° y Latitud Norte 49°
2¢) Lima—Longitud Oeste 77° y Latitud Sur 12 .
3%) Boston—Longitud Oeste 71° y Latitud Norte 42°%

“Escribir Ia situacién geogréfica de cada ciudad mediante un par ordenado
de nitmeros racionales, separados por una coma y encerrados entre parén-
tesis, conviniendo que el primer nimero represente a la longitud y el se-
gundo a la latitud. (Recuérdese que son negativas las longitudes oeste y
las latitudes sur).

@Cuando un punto se mueve de izquierda a derecha (en el sentido positivo)
engendra segmentos positivos y cuando se mueve de derecha a izquierda
(en el sentido negativo) describe segmentos negativos. Por ejemplo, el seg-
mento 4B, siendo la abscisa de 4 el nimero —35, A(—35), y la de B el nii=
mero +3, B(+3), es positivo, pues el movimiento de 4 hasta llegar a B s
en el sentido positivo. (Dibujelo y véalo ei alumno).

LOS NUMEROS REALES

Clasificar los segmentos siguie; iti
Tites en ivos:”

I%) AB, siendo 4(—2), B({MS)' i l?cs m.m-S N

2°) CD, siendo C(+2), D(—3) =& "~ ' 7\

3) EF, siendo E(—3), F(4+5) = ¢~ o = /]

4°) GH, siendo G(+5), H(—4) ;
3 L

Hallar Ia longitud de cada uno (positiva o negativa).

';)Un punto A4 tiene absci
pur SCisa (+3), 4(+3). i igui
movimientos sobre la recta mezm;dt:} S i e

I° i i
) 45 unidades, 2¢) _4 unidades, 3°) —g unidades, 4%) 42 unidades

¢Cudl es la abscisa de |a tltima posicién del punto 4?

porla mafana a 14° porla
ura mediante un nimero ra-

Y una frase, pues se podia de-

0

ad desde las'8 a.m. hasta las 1]

.m. am.
a.m. hasta las 6 p.m. cambié —8°. iCudl fué el cam-
or la temperatura desde las 8 de la mafiana hasta las

15. [La temperatura cambig en una ciud.
-;T6°, y desde las 11
bio experimentado P
6 de Ia tarde?

O

a) €+2) + (=5) + (=3) + (+8) + (=2
: —2) =
o 5‘592)1((%1)) Rt B 5 R
B D+ (+D + (-6 & 4T
DD+ D 4D 4 (45 adt 1O

- A vec = ; :
bicndssusrfoprescmde de los parentesis, para simplificar la escritura, escri
dienten: S S‘umaudos a continuacién de otros, con Sus signos com,:s iy
* Por ejemplo, —342_5_64] significa” (—3) 4 (+2) +. ¢ Spson.
=3) +

+(=6)+(+1). Teniend
Soe . O €n cuenta esta 6 i : .
las signientes sumas algebraicas: notacion simplificada, realizar

V=243 -6-a+149-3 - 4

5}3-6‘«94.8_54_2 o '\'
C}_-IO+4—6+1_2 I\
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NUMEROS REALES | ' |
LOS nzéd una semana con —$ 2 (esto significa que algiin amigo 8 (£8) = (+10)

8./Un nific come s

T (a] - 5 ado el d.i.DCl'O); deSPUéS

o i d ués de habérsele acaba ’ :
IC P estd § 2:31 dorm(ng lesp ; ) ' ' ’ i < i )
¢ fueron en IaﬂdD regalos de sus padles y fue gaSldﬂd( as siguien €s h —6) - ( 8

T 25 ¢C6mo se obticne el valor Opuesto de una suma de niimeros racionales?
$1,-83, +56y —58 ~ Por ejemplo ¢Cual es el ntimero Opuesto de 3—5_24 687
. 8§52, +51, =33, + .
+83,—$1, +54, 52

; Respuesta: El valor opuesto se obtiene cambiando de signo a todos los sy-
;Con cuéntos pesos termind la semana’ 1 mandos; asi, el valor o P —=345+2-_648
; 1 diversos caminos (todos correctos) y comprueba la En efecto,

: ive
Haz el calculo por

i S i ¢ te parezca
incidencia de los r sultados. )(pl]. a después 1 camino qu p
coincide . € E C elc in
maés breve )’ las leyes en quc se€ funda.

—5-246-8) + (~3+5+2—6+8}
(=2+2) + (6—6) + (—8+8)

2+6—3)y(H3+5+2_6+5) 5

=0G=-3) +(=5+5+
=040+0+040=0, Y por tanto (3—5—

r . és realizé los .
i6n comenzd su vuelo a 800 metros de altura; despues re 00 numeros opuestos, Pues su suma es nula.
19. Un avion

0 m., —200 m.,
siguientes cambios de altura: +400 m., —600 m., 4+ 100 m y

' : . o 5 ¥ i > oy s p . S .
500 m. ;A qué altura vuela después del Gltimo cambio? 25, Teniondo e ontiiags conctasion o T
+ - b

) 1 UDMmAr Vi = P i = . i nales es igllﬁl a
0 ns bma .;]0 na egaba a 300 m.; después realizé los SlgUICIIIES cam: el s I UH!CI{)!S raco. g

¥ bios de altura: — 00 m., —50 m., 200 m., — iy — by = m., calcular as Slglllemes
i o S - 0 30 m 60 m 250 €l sustraendo,

+350 m. jA qué altura navega después del Gltimo cambio? a) (-3 +5ﬁ3'~2+ 10)
y s

» ¥ que la diferencia
la suma del minuendo con e] opuesto
diferencias:

— (~2+41618) -

i : b) (+5-22851074) _ ;37 507 4 e DY

i do ro- i3 '~ 37629513 -

16 afio — uri6 (asesinado por el solda

@Alquimedes r:a}mo Zl; :;1;111021228:(:};2:3105 afios vivié? (Resta de la fecha c) (—8—64+4-249) _ (844754 10)
mano Marcelo) en —212.

™ d
de su muerte la de su nacimiento). ) &)

(=8-5+2) — (4—6-8+1)

¢ 22.\En cuatro ocasione = tomaron las temperaturas en un ]Ugal de La Slbﬁ' - o
s se Tt S 1 2 )
O] 14 Yy €n el C&Il&] de Panama, s1 Itan s 1€ §1- Jércicio anterior calcul i
Y F ma mu camente habiendo obtenido los esolver el e

B II‘E\ 1l Ui producto de 5 factores, 3 d 11 & L ;
32° y +35° = = -Jf[ producto? Clores, e_e 08 50N negativos. ;Qué signo tendra
1%) — y .
29) —38°y +42% @Calcular los siguientes productos:
0y _46° v 41° |
30) —46°y + a)(“i)~(+§} _?
et - : i turas? b) (—3) (<= 2 S
. la diferencia de temperal 3 T D
(En cual de las cuatro ocasiones fué mayor p B i
E1(=9). (+10
a) (—8) — (—10) )
b) (+16) — (—4)
¢) (—12) — (—9)
d@ (+0) — (=9)
e} (+4) — (—16)
f) (—8) — (=12)

icuientss diferencias:
@Obtener mentalmente los valores de las sigui
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¢) (=9 (+1)- (=8 (+2) &
d) (+9) - (=) . (+2) - (+4) '

30, Efectuar los siguientes productos, primero efectuando antes las sumas de
los paréntesis y después aplicando la ley distributiva; comprobards que los

resultados son iguales:

a) (=243—-4+1).(=95)
b) (+3—-6—-2+10).(+2)
&) (=9+10—2+6).(-3)

3]. Calcular las siguientes potencias:

a) (=3 b) (=% o (+D4 ) (="

32, Efectuar las siguientes operaciones con potencias:

a) (=3 . (-
b) (+3)° - (=3

Q) (=P (=P

d) (=98 (—9°

e) (=9 _

33.)De acuerdo con la definicion dada para las potencias de exponente negas
tivo, una potencia de exponente negativo se transforma en otra de expo-
nente positivo tomando por base el valor reciproco de la base, y recorda-

mos que ¢l valor reciproco de un nimero entero, 4, €5 —
a

un quebragdo se obtiene intercambiandp el numera
por ejemplo, el reciproco de —% es — 3.

Transformar las siguientes potencias en otras de exponente positivo:
54 5
Ry .
a) (=2r%5hb) (=47 ) (+3
dy (=9 e (+P™

En general: (%)‘-n —7/siendo n natural. - ¢

{34.) Efectuar los calculos que se indican con potencias de exponente 1€g

I . L2

a) (=3 = (=)' =
b) (+H* . (+H

L y el reciproco de 2

dor y el denominador;

-

A

R (ol

= o

9 (= 1 ' LOS NUMEROS ReALES
D (+3. (-

(=3 . (— 9

£) (+4°. (49

35) ;Cudntos niimer.
e os elevados al
vados al cuadrado dan — 257 SR o

¢ 2 L 5 L 5 A
-6} S ¥
3 Es la lad.lCﬂCJOD “mfol'[i]e, cuando el l'adlCaIldO €s POSIL’V 1 dice
0 yel ing par

(Cuéntos niimeros ele-

- {

\
37. )i Existe alguna solucig
4 ucién para un i i i
art R gt e p . ? raiz de radicando negativo y de indice
v S
5 d \ N *
QS #Es uniforme la radicacién de radi
radicando negativo e indice impar
caso? .

cando positivo e indice i
; .Quép. ) € indice impar? ;Y la de
i S1gno tiene la raiz en este tltimo

39. ) i i
Calcular las raices que se indican a continuacion:

»

a) V=27,
b) V16 (las dos soluciones)
¢) V32
d) 6—125

€) V 36 (las dos soluciones) _ + } ¥

£) V-4 (¢existe?)

lo- cul igui
C}:&.‘ ar IOS mgluentes COCiﬁﬂtES:

a) ("‘i) = (+ g_') - . ) 2
b) (+'}) == (_%) B N o
C) (‘*) + (__ ;_) .




LOS NUMEROS REALES
1.4 NOCIONES SOBRE LOS NUMEROS IRRACIONALES.
EL CAMPO DE LOS NUMEROS REALES

I) ORIGEN ARITMETICO DE LOS NUMEROS
IRRACIONALES

Veamos si existe solucion para la \/2 en el campo de los nime-

ros racionales.

Desde luego, la \/2 no es un numero natural, pues P2y 2252

Veamos que tampoco puede ser un numero fraccionario.

En efecto, supongamos que la fraccion irreducible % fuese igual a

la \/ 2 ; entonces s€ cumpliria gque !;TZ = 2,lo cual no es posible, pues

«i 2 es irreducible también lo esl;;; ,y una fraccion irreducible no puede =

ser igual al namero natural 2.
Conclusion: La \/7? no es un nimero racional, o sea, no existe en

o de los numeros racionales. Si queremos que la V2 tenga sO-
que ampliar el campo de los numeros racionales,
ameros irracionales, dentro de los cuales si existe la

el camp
lucién, tendremos
agregandole los n
V :
Analogamente ocurre con todas las raices de niimeros naturales
que no son potencias perfectas, por ejemplo, ,1a5 raices clbicas de los
nameros que no son cubos perfectos no son NUMEros racionales.

1I) ORIGEN GEOMETRICO Y FISICO DE LOS NUMEROS
IRRACIONALES:

Existen muchas cantidades tales que al tratar de medirlas con
cierta unidad ocurre que la unidad no esta contenida un namero €x
de veces en la cantidad, la medida no es un nimero entero; y si _la
dad se divide en partes alicuotas (en partes iguales entre si, por €J€

en décimas), por pequefias que sean estas partes, no se logra enco

una unidad fraccionaria que esté contenida un nimero exacto de

en la cantidad; en estos casos la medida de la cantidad con la umi€
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elegida no i 1 i
me%jida 5 ﬁl :r;am;:_?éer&a racional, y si queremos que exista siempre la
crprprtade ntidad con una unidad prefijada, tendremos que crear
OROs D iers, glue agregados a los racionales, hagan que la razén de
gy ra c:élalqme‘ra de su especie, elegida como unidad, sea
ero. Estos nimeros son llamados numeros irracionales.

Cuand i i
e S rac? olﬁallngglgii ;ie una cantidad con una cierta unidad no es un
P o b Pgr razones histéricas, que dicha cantidad es
pheks = L & unidad eleglda, lo cual no es cierto, pues lo que
q medida es un numero de los llamados irracionales.

7 0 u uya Hledlda com una un-ldad
Lt.il‘vemda HO €5 uUn numero ’acio”a!

Trataremos d S Vo G
por unidad. ¢ medir la diagonal de un cuadrado tomando el lado

Si apki : -
i aplicamos el teorema de Pitagoras al tridngulo 4 OB obtenemos:

AB= \V P+ U= \2UF=UV/2,
lo cual nos dice que el niimero de
unidades U contenidas en la diago-

gla? ABes \/ 2, que ya sabemos, por
apartado anterior, que no es un nu-
mero racional.

B

uﬁmLa d_efinic_:ién matematica de los
2 €ros irracionales es una cuestién
Emj‘:mecrlnrte teodrica, que se sale de los :
€S de este libro y que no necesi- 4 A
taremos: g ’
; por €sto nos contentamos

cOn algun. .
: as observacio -
Continuacion, nes acerca de estos nimeros que exponemos a

XIMACIONES DE
NUMEROS RACIONALEISJN NUMERO IRRACIONAL CON

En aritmétic
nuﬂlero n
Para ellg by

4 Par de ce

a se ico i
ol qﬁ}ép&ig(s);; forrcrila de aproximar la raiz cuadrada de
ek ade o gua rado perfecto, tanto como se quiera,
e i ] Jas de ceros a los restos sucesivos y por ca-
cT©gados se tiene una nueva cifra decimal de 1a raiz:
;
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LOS NUMEROS REALES
por este procedimiento se obtienen los siguientes valores aproximados

dela V2:
1, 1.4, 141, 1414, 1.4142...

Como el proceso de aproximaciones se puede proseguir indefinida-
mente (basta agregar un par de ceros a cada nuevo resto)-se concluye
que para representar exactamente con la notacion decimal a un nime-
ro irracional serian necesarias infinitas cifras; ademas, estas cifras no se
pueden repetir periddicamente, porque en tal caso se trataria de un ni-
mero raciofial, pues segiin fue explicado en Aritmética, un decimal pe-
ribdico, puro o mixto, puede reducirse a una fraccion generatriz.

Como resumen, podemos decir que:

Un nuimero irracional necesitaria para ser representado exactamente
con la notacion decimal infinitas cifras que no se repiten periodicamente.

Como es imposible obtener la representacion completa de un nu-
mero irracional con la notacién decimal, en la prdctica se sustituyen los
niimeros irracionales por sus aproximaciones racionales, tomando en ca-
da caso las cifras decimales que son suficientes para satisfacer a la
aproximacion requerida; por ejemplo, si un ingeniero est4 calculando

la carga que puede soportar un puente no tiene sentido que aproxime

hasta los gramos, aunque le fuera posible.

1V) EL CAMPO NUMERICO REAL:
SU ESTRUCTURA ALGEBRAICA.

Cuando al conjunto de los nimeros racionales se le agregan los:
ntimeros irracionales (que necesitan infinitas cifras decimales que 10
se repiten periédicamente para ser representados exactamente), s¢ Ob=
tiene un conjunto méas amplio que recibe el nombre de “Campo de los
Nimeros Reales”. Dentro de este campo son posibles todas las operas
ciones, excepto la division por cero y la radicacion de indice par y I8 :
cando negativo. Para dar solucién a esta ltima operacion (y a oHoS
muchos problemas importantes) se crean los nameros complejos, quUe
se estudian en el capitulo 10 de esta obra.

Los nimeros reales llenan completamente la recta metrizada: A
da niimero real corresponde un punto de la recta metrizada y a cada P!
to un numero real,
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A conti i6
tinuacién damos el cuadro completo de los nimeros reales

NUMEROS REALES

NUMEROS RACIONALES

1 2 _1 3 p
5 ) :i:

5

NUMEROS ENTEROS

Enteros Negativos Cero Nuameros Naturales

=1 —2 <F_ 0 L 2 %

En este cu_adro se muestran clar
campos numéricos en otros,

Terminamos estas nociones dand
gluedgoblernan el calculo con niimer
Ddamento del célculo algebraico.

amente como estan incluidos unos

0 un cuadro sin6ptico de las leyes
os reales, y que son por tanto el

Six,y,z representan

o . numeros i
| Tl sy reales cualesquiera se cumplen las

1. La 3
Suma de dos niimeros reales ¢

€n el eampo d ]
e ng;. e los ntimeros reale

2. El
- rodu ; '
repen E ‘::t; x$od§: lnumeros reales cualesquiera, x . y
: C 0s nlm o
tiva y Unifor) eros re

ualesqpic?ra, X+, existe siempre
§ y es unica. (Leyes Clausurativa

| uie; existe siem-
ales y es unico. (Leyes Clausura-

3.
Leyes Conmutativas: {x'*'«v =Jt+x
X, Yy = y-x

4. :
Leyes Asociativas: {x+{(}f+z) = (X+yp)+z
X .z)=(x.y).z2




LOS NUMEROS REALES
x.(y+z)=x.y+x. 2

a, X, y, existe un inico nu-
llama la diferencia entre
iforme de la

5. Ley Distributiva:

6. Dados dos nimeros reales cfuales;p;l:g
mero real z tal que x=y +z. El numerCIausurativa  Un
xyyy se indica asi: z=x—y. (Leyes
sustraccion). -
y, siendo Y70, EXIS
se llama el
s formas:

1 X

7. Dados dos nimeros reales (:ualf:squl;:rz;é 2 e

te un tnico numero real, z, tal que x_ilj;dicr;x i s
cociente entre los nimeros x y y, y s¢€

x
z=x+y, 02 =;'

(Leyes Clausurativa y Uniforme de la division).
1 = x (Leyes Mo-

i i =X,y X.
8. Si x es cualquier namero real, x+0=X, y

dulativas). .
0 X=0;
factores se anula (
: — o al menos de los
9. Siesx.y =0, un

¢ y=o0, 6 ambos son nulos). N

j = enton-
10. Si x4+z=y+z entonces x=y, Ysix.z = y. z (z70),
ces x=y (Leyes cancelativas).

i 0s en este
Se cumplen ademas las leyes de monotonia, que no usam

libro.
REVISION DE CONCEPTOS
( s naturas
i i de la suma en el campo de los namero
/ adro sindptico de las leyes st camge S0 1
& :1{:: c:;pligs;zdo a la derecha de cada ley su represemac:én simbélica

i (Ti iferencia de nume
2. ;Cémo se define la diferencia de dos nimeros naturales? ;Tiene la difi '
(Cémo
$ .
#“1os naturales la ley clausurativa?

7 i i amer les?
3,-{Qué leyes formales tiene la diferencia de nimeros natura ?
= y

7

ultiplicacién, escribiendo &
‘H cuadro sindptico con las leyes formales de la multiplicacion,
4. /Haz un I ' 2
’ derecha de cada ley su representacién simbolica.

" les?
. m S n
5 GEXISQC Slempfc el cociente exacto de dos numero aturales

iaci tural?
6 ‘\‘C 4l es la definicion completa de la potenciacién de exponente na
Cu
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- Demuestra las cinco leyes del célculo con potencias (producto de potencias de igual ba-

s¢, producto de potencias de igual exponente, cociente de potencias de igual base, co-
ciente de potencias de igual exponente y potencia de una potencia).

8. {Qué se entiende por raiz n-sima de un niimero natural? (Existe siempre 1a raiz n-sima

de un nitmero natural en el campo de los niimeros naturales?

- (Cual fue el origen aritmético de los nimeros fraccionarios positivos? ;Y el origen fisi-

€O y geométrico?

. (Como se representa un niimero fraccionario? ;Qué fepresenta cada uno de los términos

de un quebrado cuando se interpreta como una cantidad? ¢Es tnica la representacién

de un nimerec fraccionario o hay infinitas representaciones de un mismo nimero frac-
cionario? ;Cémo se deducen unas de otras?

- Define la igualdad y la desigualdad de niimeros fraccionarios positivos Y comprueba

que cumplen las propiedades reflexjva, simétrica, Y transitiva para la igualdad ¥ la tran-
sitiva para la desigualdad.

- Define la suma de niimeros fraccionarios positivos.

- Enuncia y demuestra las leyes formales de la suma de niimeros fraccionarios, ¢Son las

mismas que en el campo de los niimeros naturales? ;Cémo se llama a este hecho de

conservarse las leyes formales de las operaciones al pasar de un €ampo numeérico a otro
mas amplio?,y Tiene importancia para el Algebra esta permanencia de las mismas leyes?

- 4Como se define la diferencia de dos fracciones positivas? ;Existe siempre la diferencia

de dos fracciones positivas?

- Explica las leyes mas importantes de la diferencia de fracciones. ;Son las mismas que

1

as de la diferencia de niimeros naturales?

- Define e Producto de dos fracciones, Explica sus leyes formales,

¢Como se define ¢] cociente de dog fracciones? (Existe siempre el cociente de dos nime-
TOS naturales ep ¢] campo de los niimeros fraccionarios?

¢Coémo se definen de forma completa la potenciacién de niimeros fraccionarios y expo-
fente natury)y g

€ cumplen las mismas reglas de calculo con potencias que cuando las

ases eran Nimeros naturales?

- Defi

Be la rajz 5. . ; . - . . - ;
86 tms t‘: T41Z n-sima de un nfmerg fraccionario positivo. ;Existe siempre la raiz n-sima
4CCién en g tampo de los ntimeros fraccionarios?

iQué clag : : . ’
ases de Problemas dieron origen a los niimeros negativos?
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LOS NUMEROS REALES

. Demuestra la ley djstributiva de I ivision €spec
a divisi6
i It P to de la suma.,

21. Explica algunos ejemplos de magnitudes relativas, dotadas de dos sentidos, y sefiala en -
. e ; s 32 . '
cada una cuales son las cantidades positivas y cudles las negativ 2o ey e
22. ;Cémo se definen en Matematicas los niimeros negativos? ;Basta con decir que se re-
presentan mediante un ntmero positivo, precedido del signo menos, 0 hay que agregar

las definiciones de igualdad, suma y producto?

. Define de forma completa la potenciacién de base racional
cumplen en este campo las mismas re
anteriores? Entncialas y demuéstralas

¥ exponente nataral. ;Se
a i i
glas de cilculo con potencias que en los campos

23. ;Cémo se llama el campo numérico que se obtiene cuando a los nimeros naturales y a

los fraccionarios positivos se agregan los nameros negativos, enteros y fraccionarios, y

-.ug;a ,--.J._"‘\..-M o "-J..Jl

. Defi iz n-si ( i
ne la raiz n-sima de un nimero racional. ¢(Existe siempre la raiz n

mero racional, por ejemplo la raiz cuadrada? s S

el cero?

. Da Ig regla de célculo para la raiz de indice cual
195 signos de la raiz segin el signo del radicand
dice es par y el radicando negativo?

quiera de un nimero racional, ¥ explica

24. Define con precision los siguientes conceptos:
o y el indice. ;Qué ocurre cuando el in-

a) Modulo de un namero racional. A wnas b X o

i B o Y /\ Al
> -\_\\._km\m; SORAN, ROl Ry ;Qué problemas di i
) ¥ p 4s dieron origen a los nimeros i i
trracionales? Explica cl i
£ aramente el origen

b) Igualdad de nimeros racionales. AsALAS i
aritmético y el origen geométrico y fisico de los niimeros irracionales

¢) ;(Qué son nimeros opuestos? uwam_d.o ) SRV W\c PO AAd
y . . . Ao A 3
2 i et 37. ;Cuéntas cifras se necesitarian para representar con la no

- ; 5 3. 0=
d) Desigualdad entre nlimeros racionales. W,?)J«ja > (Lua
irracional? ;Se repiten periédicamente estas cifras?

P tacion decimal ur niimero
- 0 z , . iPor qu '?
25. Explica lo que es una recta metrizada y como se representan los nimeros racionales §o- &L or que
bre ella. ;Corresponde a cada nimero racional un punto de la recta metrizada? jEs
cierta la reciproca, es decir, corresponde a cada punto de la recta metrizada un nimero

racional?

(38, ;Llenan los ntimeros reales la recta metrizada?
39. ;Cual es la tini ; i6
: unica operacion que carece de solucién en e
Y que nos obligara a greas los niimeros complejos?

¢

I campo de los niimeros reales

26. Explica algiin ejemplo en el que se presente una suma de nmeros racionales y, a partit * ok ok

de él, induce la definicién de suma de nimeros racionales de ignal signo, o de signos’
distintos.

27. ;Tiene la suma de nimeros racionales, tal como ha sido definida, las mismas leyes que:

la suma de niimeros positivos? Recuerda estas leyes y justificalas con algin ejemp

CUESTIONARIO DE SELECCION

Seleccions i i
na la afirmacién correspondiente al concepto que se da al principio:

28. ;Coémo se define la sustraccién de dos nimeros racionales? ;Existe siempre la dife
cia de dos nameros racionales?
Explica como la sustracciéon de dos ntimeros racionales se reduce a una adicién.

29. Explica un ejempio de multiplicacién de niimeros racionales en el que puedas ob
que se cumple la regla de los signos de la multiplicacién; después define la mul

cién de dos niimeros racionales. Define también el producto de varios factores racio

nales.

30. Explica las leyes formales de la multiplicaciéon de niimeros racionales.

1. Define el cociente de dos nimeros racionales. ;Es posible obtener el cociente cuant

el divisor es cero? Da la regla para hallar el cociente de dos nimeros racionales.
muestra sus dos partes: la obtencién del modulo del cociente y la obtencién del 8
;Existe siempre el cociente de dos niimeros racionales? :

1. JDos ni
() S RUmeros opuestos son los que tienen: “

_@ el mismo maédylo ¥y el mismo signo.

)

(s

a)

o

a)

@J

<)

';ils Illi'unsma médulo y signo contrario.-
3 to médulo y distinto signo.

es
RT3, y ¢ —3 se deduce que:

a>c, b) a=c, -c) a<le,

mddulo
de una sumg de ntimeros racionales es:
En todos |,
o S
. § €asos igual a la suma de los médulos de los sumandos
) 3
) que la suma de Jos médulos de los sumandos.

Igual

O menor
que la suma de Jos modulos de los sumandos.
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4. Si a los dos miembros de la desigualdad —3>> —5 se les suma un mismo niimero ne- 1
gativo:

: " LO
- ‘51 la base de una potencia es negativa: e
9% .
#$La potencia siempre e i
a) Se cambia el sentido de la desigualdad. b¥dLa p i U
774 polencia siempre es positiva

c) fla i
@ potencia puede ser positiva o negativa

2) La V'
16, en el campo numérico real, tiene:

) Se obtiene otra desigualdad del mismo $igno.
(3/ Se puede obtener una igualdad.

/5" La diferencia de dos nimeros racionales:

) Dos soluciones racionales que son opuestas
b) Ninguna solucién. .
iempre es menor que el minuendo. © N ¢

{ ©)! Una solucién tinica.

a) Puede ser menor, igual 0 mayor que el minuendo.

c) Siempre es mayor que el minuendo.

A3)La V2 es;

[ 6. El médulo de un producto de nameros racionales es:

] i ; a) Un ni
@Mayor que el producto de los modulos de los factores. A numero natural,

T, ] .
b) Menor que el producto de los médulos de los factores. b) Un nimero fraccionario positivo.
¢) Igual al producto de los médulos de los factores. ©)/Un nimero irracional.

7. El producto de dos niimeros racionales es: Q“ e
%/En el campo numérico real a \/:I_es igual a:

iempre mayor que uno de los factores. Y 5 it
0 numero irracional.

b) Igual, mayor o0 menor que uno de los factores. 5Y Dos 1
| OS numeros enteros opuestos

¢) Siempre menor que uno de los factores. &Y T
I numero fraccionario.

15 La v

& vV ﬁ8

O , en el Campo de IOS ﬂﬁmETOS reales tiene;
A :

) Dos soluciones,

8. Cuando escribimos que (x+8+7) . §=a. 6+ B .6+ .0 estamos aplicando:
il a) La ley asociativa.
b) La ley conmutativa.

b) YU o
@La ley distributiva. @Una solucién ,
©) Ninguna solucisn,

) ‘Cuando de la igualdad . x=B . x, (x==0), deducimos que a=f estamos aplicand

- d Siges yp nimero racional
-~ X a
@La ley cancelativa. & +n natural y m entero negativo, se
a) fa™)" — gmsn » S¢ cumple que:

b) La ley clausurativa. . ]
am 1 Deiny 4

¢) La-ley modulativa. c@) ( ) =gen g
a™)n

=gMn

10.\81 el dividendo es positivo:

CUE ,
a) El cociente es positivo siempre. . STIONARIO DE DISTINCION
: © distinguir |5 afirmaciones

L Ep

. - 5 el ca
¢)\El cociente puede ser positivo 0 negativo. Mpo de |og nilifhieros racs
: 1 S raciona

b) El cociente es negativo siempre. o
que son verdaderas de las que son falsas?

les i i
€S siempre posible Ia radicacién.
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2. La raiz de cualquier indice de un niimero natural no puede ser un nUmMero fraccionario
(de denominador distinto de 1).

3. Si g es un namero racional cualquiera, y m y n son nGmeros enteros, (@”)" = (@)™

4. La potencia de base negativa siempre €s negativa.
5. Si un producto tiene 3 factores negativos el signo del producto es negativo.

6. Si el dividendo de una division de niimeros racionales es positivo y el cociente también
positivo el divisor debe ser negativo.

7. Las rafces de los nimeros negativos de indice par no tienen solucién en el campo nu-
mérico real.

8. La radicacién no es una operacion uniforme en el campo numérico real.

9. La radicacioén no es clausurativa en el campo numérico real.

10. El médulo de una potencia es igual a la potencia del mismo exponente del modulo de 12

base.

11. La diferencia de dos nimeros racionales es igual a la suma del sustraendo con el opues
to del minuendo.

12. El valor opuesto de una suma de nimeros racionales es la suma de los valores opuestos
de todos los sumandos.

CUESTIONARIO DE COMPLETA CION

1. Completar las siguientes igualdades simbolicas de forma que los signos sean correctos
a) (+) - =+ ' -
b) (=) . (+) ==
c) (=) =+
d) (+). 6B -

e) (+).(=)-(+) = —
£) (). (=) (=) =

|G
g) >

80

.
Al fie o IR T
1l

{ S
~—

k) (=) =+

f)(—)":-#a

m) V(=) =4
n) V@ = —

2. El opuesto de (— i)es. .

. El reciproco de (— 1) es
. La suma de dos niimeros opuestos es

3. El prod i
producto de dos ntimeros reciprocos es

. Com leta S nur €ros r f as §; es 1o e
lo n TOS HCiOHEIES que altan en Ja i i
il las siguientes i..ualdad S

a) — =19
) £

7. La raj; Cuadrada de

nes, s un nimero nat .
» que son nimeros. | ural que no es cuadrado perfecto tiene

. solucio-
8. Sig

+X= r

b+x, a=2en virtud de 1a ley.

9 Si la
- 5 baﬂei o
S Son.ruciunal 5 u €8 aidade
€s 3
¥ los exponentes enteros, completar las siguie gualdad
S slgulentes | 1 S

a®. a0 _ ,
2 oan pn_ o a®
== — =2

an Lo fam)p= 2

lo. ¢
Uandg escribi
Cribimos ¢
a+b) + c=a4(p +¢) estamos aplicando la ley

LOS NUMEROS REALES



LOS NUMEROS REALES

PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO I

o movil parte de un origen y se mueve sobre una recta. E1 primer segundo re-
el segunde _5cm., el tercero +7 cm., y el cuarto —9 em. (Cudl sera su

] del cuarto segundo, con relacion al origen de panid.‘_\?

1. Un punt
corre +3 cm.,
posicion al fina

erior se cambia el orden de los recorridos, ;cambiara la posicion

_Sienel ejercicic ant
de qué ley?

final del punto? (En virtud

(=]

plo fisico en el que se comprueba que s¢ cumple la regla
n. Recordemos que el espacio recorrido por un movil,
1 al producto de la velocidad (espacio en 12 unidad de
L

En este ejercicio damos un ejem
de los signos de la multiplicaci®
o uniforme, es igua
nidades de tiempo. En simbolos: e=V.
n un edificio que tiene pisos bajo
as velocidad
uelo y negativos
o de tanto tiempo) ¥ I

L

con movimient
tiempo) por las u
Consideremos un ascensor €
sobre el suelo. Convendremos €n llamar pusiﬁvus al
ivas a las descendentes; positivos a los pisos sobre el s
‘tivos a los tiempos del future (dentr
os (hace tanto tiempo).
acio es igual
5 casos ¥y

el suelo (sotanos) y pisos
es ascendentes y nega-
a los del sotano,

t
egativos a

y finalmente, pos
los tiempos pasad
Teniendo en cuenta que esp
n del ascensor en los siguiente

ne el alumno la

a velocidad por tiempo, reflexio
“regla de los

posici6 descubritd que se cumple la
signos”.
a), con una veloci-

ler. Caso: (+ - + = 1) Si el ascensor va subiendo (velocidad pus:‘n’v
dad de tres pisos per minuto, al cabo de dos minutos (tiempe futuro, positivo), jdonde
= A k= + 2, e = (+3) 5

se encontrara? (Respuesta: En el piso +6) o seal V=

(+2) = + 6.
sitiva) con una velo-

o 0), hace dos mint=
| piso —6)- O seas

— —). Si el ascensor viene subiendo (velocidad po
en este momento esta en el suelo (pis
dénde se encontraba’ (Respuesta: en &

2° Caso: (+ . —
cidad de 3 pisos por minuto, y
tos (tiempo pasado. negativo) §
e=Vv. {:(+3)X(—2): =1

ando (velocidad negativa) con una Ve
entra en el suelo, ;donde se &
esta: En el piso =

— —). Siel ascensor viene baj
este momento s¢ ency
tiempo futuro, positivo). (Respu

3 Caso: (— . +
cidad de 3 pisos por minuto, y €n
contrara dentro de dos minutos? (
O sea: e=v. 1=(—3) X (+2)=—6.

elocidad de 3 pises

4 Caso: (— - — = +) Si el ascensor viene bajando, con una v
minuto, y en este momento esta en el suelo, jdonde se encontraba hace 2 minule
iso +6). O sea: (=3) X (—=2)=+6.

(Respuesta: Enel p

con un tren, tomando coma positivos los espacios & lad
»s los recorridos a la izquierda; velocidades P

mno el ejercicio
a y negativce
a la izquierda: y finalmente, tiempos positive

Repita ¢l alu
recha del punto de partid
hacia la derecha y neg
gativos los del pasado.

vas ativas haci
del futuro y ne
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Un clier edeun b §
4 C L u anco tiene en sy

operaciones’ cuenta corriente

580 pEsos realiza las siguie e
0S8 Yy a
Ii las gu S

1* Gira un cheque de 250 pesos
2* Consigna 300 pesos.
3* Gira un cheque de 400 pesos

4 Gi
7ira otro cheque de 120 pesos
s y

Consign:
na 380
o { :
pesos. ;Cudl es su balance al termi |
; erminar la quin i
ta operacion?
n’

personaje nacio
¢i6 el afo 25
nuestra era cristiana S T :
et O VMG; estro Sefior Jesucristo Y murié el afio 48
| ; ‘ o 48 de
La fuerza ascensi
scensional de
: al de un 0 se consid
globo se considera como positiv
itiva. ;Cuales son las fuerzas
as

Represent: :
presentar geométricamente los si

mayor: 3, —2. 1 . SUiEn[eq -
/ » e S nUmMeros
W —Hht b =4 +4 tos, y después ordenarios de men
- = enor a
8. Sia>—-3yhpe _3
yo< -3, ;Comosonayh?

erciante, gue tenf

» que tenfa un capi

e : ca o )

cios: pital inicial de 3,000 pesos, efl ,
sos, efectud los sigui

s siguientes

ganancia de 500 pesos

<%) Una pérdida de 600 pesos

anancia de 200 pesos.

érdida de 1.500 pesos.

%) Una ga >4 e 200
-1la ganancia de 20 pﬂS S
L.(Ua-i €5 s1 pi h
u C‘d‘. ital final?

10. Ef
- Efectuar 1ac o
uar las sisnientes «
guientes sumas:

(=P + (-
b)

+
i

1 .
Suprimir los p
Cué -k are

Erdese gy e
8 1od 1 Vi

ntesis
S y hallar el resultado

3§ alor opuecin de las siguie -
108 sumango, Puesto de una suma alsebraj gulentes sumas algebraicas:
S, Para suprimir a algebraica se obtiene cambi aicas: (Re-

Pilmir un gt o cambiz P
erio paréntesis precedido de sipnc iando de signo
ores al paréntesis) € S1gno — se cambian de

1%) 'S Dimeros int
(43 o
‘)ié”‘i“ﬁ.,g_.“-)) (
< = (=8-6+7)




LOS NUMEROS REALES =

) (—15424+2) — (36—42+5) + (7=

. o= & o

3) (4—3+1) — 2—5+2

5
#) (4—3) — G- + 6+3) A
iene 50 pesos y otra debe 80. ;Cuanto tiene S
5 ne 50 pesos y ¢

12. Una persona ti€

la segunda?

13. Efectuar los siguientes productos:
| : 3 —B % (=9
§ FD, (=9 x (+ ) x (=D
Y, (=%) X (+3h (=3
(=2) X (+3), (—%
(=1 % (+3) x (=D
Efectuar las siguientes operaciones:

) et d) % (=P
1), (5-9 x G-, (~4+i—d X (=3

a4

" acionales,
. los nameros I
la radicacion de indice par enel Lampz de. oluciones).
o - ue la radic 2 i . 1e (con dos sc S
15, Eomiptiitar <8 1 Zi‘\n) no es uniforme, SINO biforme (
ando tiene sclucion), -
(cuando tie

(_4_?_):4
A

/ ues
Ejemplo: p T
16. Efectuar las siguientes operaciones:
o (—=24) = (43)
[(=3). (+9F [(+8) + (=3 ( 24) + (+
(- D)+ (+2, (=P =D (+3) + (=3 -
—— ivis cambian de signo’
a una division si el dividendo y divisor se can
17. ;Qué le ocurre &
|8, Efectuar las siguientes operaciones:
| . 3y, (—6)
( 4) x (—6) X (+2) = (+12), (=3P, (

Lar - —_7)3,
[(—2) x (=50 12—(=2)

q , 2 o'l . . 50 _:
Q ( S IA c ene el nimero -4 97: ;y el nimero — 97 ,Cua“[as
uanta aices cuad adas tiene el pumero +7:; &) . . - i
g es - ’h : i bica de =2& el Cz.ﬂ‘ipk" de los numeros racion €s
ti fa ra1z cubic:
nes fiene a ra

20. ;Tiene solucion la V

T —64 +8 -2 (+2 —8),
Calcul \3’; 64 \.“:(’)X( )X\:)X"\ )
alcular: / *s .

VD XEX (-  VEEXGD

5. Dos tre

- Efectuar las sigyj

- Efectyar |

LOS NUMEROS REALES
21. Efectuar las siguientes

operaciones-

F=CR+ DD 5S-G+ H-1) - po(j-1y)
B -5 - D -4 -y,

-{-2-k+a-pD-a+ )
. Efectuar las siguientes operaciones:

F(=3)+ (- + 3 - s =@+ ) -@E+D
Arquimedes murié en el afig 212 antes de Nuestro Sefior Jesucristo, Torricelli nacié en
el afio 1,608 de nuestra era, ¢Cuéntos afios transcurrieron entre estos dos aconteci-
mientos?

- Un termometro marcaba 18° centigrados; después bajé 5 grados, subis 6, bajo 8, subié
3, bajé 2, y bajé 2. ;Qué temperatura marca después

de todos estos cambios?

nes parten de dos estaciones, separadas 60 Kms.,

al encuentro el uno del otro;
ando el primero ha recorrido 10 Kn
cuentran?

1s. y el segundo 25 Kms, (A qué distancia se en-
Efectuar las siguientes Operaciones;

(=1+4) . (+0,222. . ) (Constiltese la Aritmética para transformar 0,222. .. en
acadn ordinaria.

entes operaciones:

8) (=0,5) % (+0,75) % (=3) X (+0.25) x (- 1)
9 (=2) x (5- px (§ - Ft )
as siguienies Operaciones:

(Efectiiense previamente las sumas indicadas en los
paréntesis).
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32.'(0,1_%4_4‘53 L —3\*

o=t *\ )

BB+ D =D+ D+ QD+ (T -
— (109 .25 (Respuesta: 4_5;2:4 ).

- i 132 (E — 2 Looa 1)
3. ‘ts* |T,::) ‘(ﬂ" u:;) $ (ln_a] T |U.2;}

3
35. Interpretar geométricamente el producto por un nimero negativo.
Por ejemplo: Multiplicar 3 por —5 es alejar el punto representativo del 3 cinco veces
mas del origen y hallar el simétrico respecto del 0 del punto final. Observar que con esta
interpretacion geométrica el producto de un nimero negativo por otro negativo da pro-
ducto positivo.

36. Si Juan debe mas que Pedro, Antonio tiene tanto como debe Pedro, y Miguel tiene una
cantidad igual a la que debe Juan, ordenar a estas personas atendiendo a su riqueza.

37. En la suma i-34 L —6 4+ x i ué valor numérico tiene que tomar la letra x para
b4 [ - (2
que su valor sea cero?

38. Se dan los nimeros negativos: —4.2812, —5.1945, —3.10305.
Expresarlos como suma de un entero negativo y de un decimal positivo, sin parte entes
ra, tratando de obtener una regla practica (Indicacién: simesele 1 a la parte decimal,
que en principio es negativa, y réstesele 1 a la parte entera).

39. Se sabe que la luz recorre 300,000 Kms. por segundo. La estrella «, de la constelacion:
del Centauro, es la mas proxima a la tierra y dista 4.35 afios luz. Calcular la distancia)
de la estrella « a la tierra.

40. Un punto movil parte de la posicion A(—2), y pasa en etapas sucesivas por los sig
tes puntos: B(+3), C(—3), D(+4), E(—6), F(+1). (Cudlesla longitud de cada e
;Cuénto suman los espacios recorridos? (Observacién: Se consideran las distancias
mo cantidades relativas, positivas las de izquierda a derecha y negativas las de den
a izquierda).

41. Demostrar gue en el campo racional la diferencia entre dos nameros (namero que
mado con el sustraendo nos da el minuendo), se obtiene sumando el minuendo €0l
opuesto del sustraendo. De esta forma la diferencia queda reducida a una suma, port
que en el campo racional no existe como operacién independiente.

Ecuacié
= C1on cuadritic:
ic p
var de este alica se puede deri-

¥ ;
Bhaskar;. problema Propuesto por
“En medio de y

noso hijo de Prit
10 nlimerp de

0 gran combate el fu-
ha se provee de un cier-
; ﬂecl?as para matar a Car-
.1- le.z mitad para su defensa
ct_md;ada CO[::T Icl cuédrup!o de la raiz
hicre, e a 10s caballos, seis flechas
Becud, o C'cro Salya, tres destrozan el

-arna, sy €standarte y su

le atraviesa |a cabeza




LOS INGENIOSOS CALCULISTAS HINDUES

cambio cultural entre oriente y occidente; las glorias guerreras fueron transi-
torias y minimas frente a los grandes adelantos intelectuales. Los hindies
aprendieron de los griegos la actitud cientifica y aportaron a su vez su rica
imaginacién y su comprension espiritual del mundo.

Los hindties crearon los valores de posicion en la escritura de los ni-
meros gque completaron con el cero.

En el siglo VII el astrénomo Brahmagupta, aplicé el calculo algebrai-
co para obtener la posicién de los astros en fechas determinadas.

El sistema de encontrar “incognitas” fue llamado “pulverizar”. Dijo
Brahmagupta: “Quien conozca el uso del “método pulverizador” asi como
las cifras, las cantidades positivas y negativas, la eliminacién del término
medio v las expresiones, llegara a ser un maestro entre los sabios”.

Cinco siglos después Bhaskara escribié: “Para resolver una ecuacién se
ponen diestramente en equilibrio sus dos miembros sumando, multiplicando
y dividiendo”.

Los hindtes no fueron gedmetras como los griegos y egipcios pero si
ingenio y fértil imaginacidn dieron forma al calculo algebraico.

Ecuacién cuadritica se puede derivar de este problema propuesto poE
Bhaskara:

“En medio de un gran combate el furioso hijo de Pritha se provee @&
un cierto nimero de flechas para matar a Carna. Reserva la mitad para S8
defensa propia, dispara el cuddruplo de la raiz cuadrada contra los caball
seis flechas hieren al cochero Salya, tres destrozan el escudo de Carna, S8
estandarte y su arco, y una le atraviesa la cabeza. Cuantas flechas tenia HF
juna, el hijo de Pritha?”

CONTENIDO DE La UNIDAD

2 EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRE

27 - Expresiones algebraicas, N

I% ; \C/oi]cepto de expresién alg
) alor numérico de u i0 i 3
II) Clasificacién de Ias e;grzxpreﬁorl B yaica. Focmulas

£ siones algebraicas,
22 - Suma y resta de expresiones enteras
II) Suma de monomios, .

Suma de polinomios
II[) Resta de monomios,

SIONES ENTERAS.-

omenclatura y clasificacisn,
ebraica,

5 IV) Resta de polinomios,

Mulhp;lict[:_cién de expresiones enteras
ultiplicacidn de monomj ’
II)  Multiplicacién e

de un monomi i
iplicacié mio por un pol i
Multiplicacién de dos polinomios, S

ivision de expresiones algebraicas
ivision de monomios. .
gvgs_ic:m de un polinomio
wision de polinomios co

La r_egla de Ruffini,
otencmglén de expresiones enteras
Otencia de un monomio, '

otencia de un binomio,
Jotencia de y
Raiz N

IIT)

POr un monomio.
N una misma variable.

- n polinomio.
~Sima de un monomio.




OBSERVACION GENERAL

Todas las letras que usemos en el texto hasta el capitulo 10 repre-
sentaran niimeros reales cualesquiera, y ser4n tratadas de acuerdo con
las leyes fi i i
mo ya sabemos,las \ini i € no tienen solucién en este
campo son: La divisién por cero, (que es imposible en cualquier cam-
Po) y la radicacién cuando el radicando tome valor numérico negativo
y el indice sea par; en el capitulo 10, donde serén estudiados los niime-
Ios complejos, se encuentran soluciones para estas raices, y a partir de

dicho capitulo las letras significardn ntiimeros reales o complejos cua-
lesquiera.

21 EXPRESIONES ALGEBRAICAS. NOMENCLATURA
Y CLASIFICACION
1) CONCEPTO DE EXPRESION ALGEBRAICA
"4 a un conjunto de niimeros y letras

*)) separados por los signos de
a, multiplicacién, divisién, po-

’ Indicaremos el
8 fontinuacign

"

producto de dos letras simplemente escribiéndolas
de la otra, o separandolas por un punto.

4 I,se £Xcluyen aquel]

: 0s valores de Jas ietras que anulen a algin denominador o que den
Negative al r

adicando de alguna raiz de indice par.




EL CALCULO ALGEERAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

a

: —}‘%E— es una expresion algebraica compuesta por el nimero —3 y las
€z

letras a, b, ¢, x, z. sometidas a operaciones de multiplicacion, division, po-

tenciacién y radicacion.
- a—\
. % + (47\?('):'-’ ) + 3xy, es otra expresion algebraica.

En este ejemplo, se ve que la expresion algebraica es una suma de tres su-
mandos; cada sumando se llama un término dc la expresién algebraica.
Por tanto, la expresién algebraica de este ejemplo se compone de tres tér-

S'r_' v.? —
minos, que son: 3 =1 Vx* , 3xp

. Formar 3 expresiones algebraicas de un solo término con los numeros
-2, — f ylasletrasp, g r.
(Puedes combinar en cada expresion los nimeros y las letras con las ope-
raciones que se te ocurran; también puedes colocar exponentes enteros,
positivos o negativos, a las letras).

. Formar 3 expresiones algebraicas, la primera de dos términos, la segunda

de tres términos y la tercera de cuatro términos, con los nimeros
2.5, 4+ 3% — 4, ylas letras x, y, z.

I1) VALOR NUMERICO DE UNA EXPRESION
ALGEBRAICA. FORMULAS

Se llama valor numérico de una expresién algebraica al numero g
resulta cuando en vez de sus letras se sustituyen numeros dados, y s€ ¥
lizan con estos numeros las operaciones indicadas en la expresién. G
un valor dado a una letra anule a un denominador la expresion
braica carece de valor numérico para aquel valor de la letra, y
aparezcan raices de indice par y radicando negativo la expresion &
de valor en el campo de los mimeros reales.

Para hallar el valor numérico de una expresion algebraica: |
ciertos valores dados de sus letras, basta sustituir cada letra P
valor correspondiente y efectuar las operaciones indicadas en la @

sién algebraica, que se convierte en una expresion aritmética.

92

o - para x=2, y=3
o } . ‘ W= ¥ 2=
Sustituyendo las letras por estos valores Al i
i 3 ,ye
=323  _5.4,3

o=t = =5.4.3_ —5.4.3
V8 Vea = — 15,

fe
3 . fectuand s :
dicadas, se tiene: © las operaciones in-

- T3 + =5, para x=—_8. »
Sustituyend Sy ) - 2 = s Y=-+4.
s 0 los valores numericos en la expresién qued
: 1 queda

3. Valor nigmérie =
2. Valor numérico de Tx%y® — 5xy2 1. YViE Wi

T (=8 (+4y~5. (-8 = Ry
Yt 4P =20 N g 6 ‘
2 2 -64.64440. 16

~1z=1=(*).

28,6724 640 11=29.311 4] — 7 29312

N
29,310

La EXT =510, i ) €5 NUMEricos par == =14
Xprec n tiene dos valor i
= 3 .
S para x= 8! V=4

_3. Valor numérico de X4y x “&/T 2x°
X—yp + 4‘(: - %Fara : :'V: 4

> % 12
(a{mu al dar a las letras X, y val
anc—m fraccion, la expre'
X=J. ¥ en particular ca

il ores iguales se any]
ston algebraica carece d
rece de valor para x=yp=4

a el denominador de la
e valor numérico para

4 Walor sume .
Walor numérico de E{ -3/
5 VX 2x oparax = —4, y — 9

Sustituye
tuyendo se tiepe: 6.(=4)* —
M= > TIV-i+2.(—9 2: como aparece |
~4, que e rece la
! carece de sojucid
XDrec; Solucidon -
Presion algebraica egre en el cam

pre PO numérico real, diremos
S adelante (en el

ohes ce de valor numérico r
capitul

s que la

: al para x =

. “H- * : — 4, V= 2

. : ). cuando estudiemos los ntimeros co

que la \/ 7 tiene d , neros comple-

ene dos soluciones que son niimeros i i

: S imagi-
g

® Ei dobje
B 270 sedebe a que /7
UCiones Para |3 \/?q e V4=

2, pues (+2)* = 4y (—2

)*=4, osea que hay



NES ENTERAS
ALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIO
ELC

5 (o]
i g aicas de los C_]Cl’ﬂp
T 108 TC u sricos de las € Pres T 1 £ 1Ca:
ralores N CO: a xpresiones alge Talc d
1. Halla los va. me [« e b

,—4, z=-—8.
~ 1,2,3y4para x=8, y=4 i
g=e—

e 99
2 b:'g(so " 79

a a=
. .. pama
srico de 2
2. Hallar el valor numernic a—2b—

Gytz 4 x°zF para X =
sy — Txh'z +
srico de 3 x*y .
. valor numert G
3. Ca_iculan; E:I- _ _ 3 (Solucion: 9)
Py e

m § xy* 5 y?, para x
. LR )“,4_0.7

llar ¢l valor numeérico de x*y — § X

4, Hallar

(Solucién: )

los datos tienél
1cion de ciertos Problemas btener el res
HOMMULAS: Ba > e thisims P lar cl interés pr
que Someterse Slemp.rda vez que tenemos que ia namero de anos ak
tado; por ejemplo. 10&(1:010(:3(10 durante un cierto or aritmética quel
cido por un capita interés convenido, Sabemoslpos) y por el tantiy
tanto pol"."‘ﬁi};? Sleéapit'dl por el t}ggjpoe(;tisa;ﬁsmas OpefaCif’n;ls
que multiplic: te producto por 1005y alcular un interes SHS
ciento y dividir es e’p tengamos que €
que reglizﬁlrlzzuc;ﬁa\éiegnqg: mte%eses al capital).
(esto es,

. mas 1mpo
; e pI‘Oblfm_1 i
cierto tipo d tervienet
- curre esto con idades que IMIeTVILS
Siempre qe ?esenml‘ por letras 1as Cam‘lc(‘laaen lg que se indiqy
88 conviene ol refrﬁir una expresion a[gema‘lmidades dadas (com
problema, y Cméshay que efectuar con las ca :
1 u
operaciones ¢

tos) para obtener el resultado.

E‘,Stab €x iHE ones alge rat 11 e usan Ci uen P i
on erC cia
St e [g b aicas q €S S ‘
veE o tpO P S, a .
I CI€i tos Ui S de I()hl&![la&. sC ll man [“ll“ulag

] cd
. sentar ©
S os en repre i, la
si convenim : és por b
: o anterior, . ; el inter
B o e]ecl:'lil el tanto por ciento por T, y
¢ el tiempo por t,

24

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS
que se emplea para calcular el interés €s la siguiente:

Para calcular el interés producido
también el tiempo y el tanto por ciento,
rico de la expresion algebrai
tuir en la férmula los datos
interés de un capital de § 3,0

00 al 6% durante
tos datos en la formula gene

ral (1) se tiene:

= POOX6X3 _ 35565 = 3030 = 900 pesos.

Otro ejemplo: Para calcular el volumen d
que realizar las siguientes operaciones: Multipli
Ximadamente 3.14)

la altura del cono y dividir el producto por 3. Si representamos el radio
de la base por r y la altura por h, la férmula que s

¢ emplea para hallar
el volumen e cualguier cono es la siguiente:

€ un cono siempre hay
car el ntimero # (apro-
el radio de la base del cono ¥ por

V=1.7.r:.h

- Efemplo: E) cono cuyo radio de la base mide 2 M. y cuya altura mide 3 m., tiene e sj
BUiEnte volyme, . o
b= | %320 3=3.14x4=12.56 m’,

problemas Importantes. E
e o Valor '

, ncuentra en ca-
mérico de la formula para los valores

d i J = Ue
€an de Sus letras: P k

ula

=4£. r* se emplea para calcular e espacio recorrido por un




RAICO CON EXPRESIONES

en caida libre, elimin
espacio, la g es la consta

EL CALCULO ALGEB!
dela gravedad. ig

T

P

[

3. El volumen de un tronco de col

cuy

se
4. El 4rea total de un cono

tencia del aire. La letra € significa

ual a 9.81 m/seg’, ¥ la t Te-
presenta ¢l tiempo en segun-
dos. Hallar el espacio recorri-
do por una bomba lanzada
desde un avién, a los 1.0 se-
gundos dg su lanzamiento.

2. Fl volumen de un cilindro d

radio r

V=m.r. h
Hallar el volumen de un

dro cuyo radio mide 3 M
cuya aitura mide 4 m.

os radios se representan por K
y cuya altura se designa por @
calcula con la formula:

v = Tt (R4 R

Hallar el volumen de un tronco !

cono cuyos radios midc‘n R}.-
r=2 m, y cuya altura mide

con la formula: s=7- 1 £
de s representa a la sup

radioygala generatriZ
Hallar la superficie total
cuyo radio mide 3 m., ¥ &5

h = 5 m., (Aplicar ¢l Teok
Pitagoras para hallar g)-

y altura h se calcula
ssando la siguiente formulag

l. Ei

3. El drea de un tra

4 Bl prec;
El precio medio de |

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

EXPRESION DE REGLAS MEDIANTE FORMULAS:

~ En muchas ocasiones se conoce una regla que relaciona con pala-
bras a varias _canndades, explicandonos la m?mera de calcular otra can-
tidad, conocidas las primeras. En estos casos es importantisimo que
adquieras mucha habilidad en expresar la regla mediante una férmula
es decir, mediante una expresion algebraica; para lograrlo lo inico qué
tienes que hacer es representar cada cantidad que interviene en la regla
mediante una letra y escribir fielmente las operaciones que indica la regla
con las cantidades usando los signos cor'respc;ndien.fes a dichas operaciones.

Veamos algunos ejemplos, y después te proponemos ejercicios para
que adquieras gran habilidad en traducir las reglas con palabras en ex-
presiones algebraicas, o sea, en férmulas.

area de un circulo se obtiene multiplicando el nimero 7 por el cuadrado

del radio. Si representamos el drea por s, y el radio por r, la regla anterior
€ traduce en la siguiente formula: s=a. 1,

2 . o ; L
2 El volumen de una esfera se obtiene multiplicando cuatro tercios por el

fumero 7 y por el cubo del radio.
Si representamos el volumen por

la siguiente formula: y— A

v, y el radio por r. la regla se traduce en

por la al rapecio se obtiene multiplicando la semisuma de las bases
resla‘: tuuj.l. Si representamos las bases por By por b, y la altura por A, la
" o - : P A S
nterior se traduce en la siguiente expresion algebraica:
i= ﬁi_f’

2 - h(donde s representa el area),

A de prog 4 mezcla de tres sustancias se obtiene dividiendo la
3 Uctos de cada cant: ) :
:idi_ldgs_ € cada cantidad por su precio por la suma de las can-
= feprege
y BENLAMOS (< o
P p..p \““EI‘“' cantidades por ¢, c.. ¢,. y sus precios respectivos
2 4] . ¥ &l . 3= < .
Sada cop palabra. Precic medio por p,, . la regla anterior, un poco compli-
e 5. 5¢ expresa por la siguiente formula;
. .““"E'*t'\_ﬂ + €
i L '

Rt c. 4
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NES ENTERAS
CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIO
EL

C SIE = E ds
a 1r las sigul tes reglas er formu
aducir l €

El area [ = S ) | cua rado
T btie u I 0 Y po =
fi e obtiene m ltiplica L‘U4p 1
a 3§ T
de una €
del adio

= ob hal i S . {e sus diaponales
E ymbo S « ene hallando €l scmi L0 Q€ su apge €
rea I b e O al € il

€ C Qauc

2 | are d

terci r el area
> e un tercio po
iramide es igual al producto de
en de una pl
3. El volume ' ’
de 1a base y por la altura.

to de la base por la
¢ :| producto de
lo es igual a la mitad del p
iangulo es 1g
area de un (riang
4. El area
altura.

5. Elé d oramo es1 roducto d¢ la base p¢ la al
rea de un arale ram s 1gua p yAducto de P 1 allura,
) Og T 1§

6. El area de un tniangu i i por ek
ie 1 ilC'lnd() \,
14 lo cquilélem se obtiene mulllp d .
r o i = ucto por 4.
. cllldcj ado del lado y dividiendo este prod por 4 .
| r‘a . —‘ P iplic: do el semlpe =
7. El are de ur iene 1icandc :
a 1r..lm1de recta se obtiene mullllp e l l>r‘1 a
s la suma de las apotemas de la base y lateral dé
» metro de la base POT a s ‘I
A n [ a po - @
) !d u i iplicando el numero r
tor Cil’CUiﬂl’ se ohtiene lTlUlUphC et i .
8. El area ae SeCLO .
‘ (‘Lll s ; dioy POT el namero de ErddOh:dC ang 1 central &
ad ado dﬁl radio y i . ’ '
. d‘r ente, y leldlEndO este produ&. o po 360
pOn 1€ y J

l..
i inlicando el semiperimet
ligono regular se dbtiene multiplicando
; i
9. El 4areade un po
por la apotema.

) , de dias
) cierto numero 4
, de una letra de cambio en lt.jnletllra por el tanto por g
10. E d{:chzr?“l' .ando el valor nominal de la ducto por 36,000.
tiede mu p ¢ de dias y dividiendo este pro
umero B
por el n

Xpon
M %

gebraicas se clasifican
figuran en ellas,

a) MONOMIOS ENTEROS:

conjunto de niimeros Y de letras separadas
unicamente por el signo de la m '
car la escritura, syele Omitirse

prdctica, para simplifi-
car.

ultiplicacion; en Iq
el signo de multipli
Son ejemplos de monomios enteros
braicas: 3g* p* c,

las siguientes €Xpresiones alge-
plo la V2

V' 2 m*ns. (En este ultimo ejem-
nero irracional de manera que la
€ ninguna letra Y Por tanto la ex-
! uanto a las potencias que figuran
Son productos de factores iguales; por ejemplo: b* = ppp,

Forma reducida de un monomio:

.’.‘ __%P._’ q.'l ,_ﬁ‘}

Esta 1ltim, s€ llama la forma reducida del monomio,
Coeficiente de un monomio Y parte literal:

Yandg yp monom
factor Numéric
(*) de]

Cntes (el
“Man |,

io esta-expresado e

10 €D su forma reducida solo tie.-
1CO, colocado g] princi
Onomio; los otrog factores

Pio, que se llama ¢] coefi-
i son letras elevadas a ciertos
€Xponente ] no se escribe,
que se [lam, lap

Pues por ejemplo g =a), y
arte literal del monomio,

m

Mma coeficiente de un co
2 08 otros factores: por

njunto de factores de monomio
€jemplo, el coeficiente de

X7y en el mo-




PRESIONES ENTERAS
\/3m*n’p, los coeficientes numé-
res-

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EX

En los monomios —5x2yz, $ab*c’,
ricos, o sea, los coeficientes de la parte literal, son: =5, ky
pectivamente, y las partes literales x*yz, ab*c® y m*n’p, respectivamente.

Grado total (o simplemente grado) de un monomio:

1 monomio es la suma de los

simplemente grado, de u
las letras sin exponente

us letras. (Repetimos que
ponente igual a 1). Por ejem
—VSxyz, 3abx’ )y — 1 mn*p, son de grados 2 + 1 + 3 =6}
1+ 14+3+2= 7,y 1 +2+ 1 = 4, respectivamente.

El grado total, 0
exponentes de todas s
se consideran con €x

Grado de un monomio respecto de una letra: Es el exponente co

que figura dicha letra en el monomio.

os monomios 2x?yz, —Sx*uv?, /) 3yxz®, son de gra:

Por ejemplo, |
tivamente, respecto de la letra x.

dos 2, 3 y 1, respec

Monomios semejantes: Dos m

tienen la misma parte literal.
Por ejemplo, son semejantes los siguientes MONOMIos:

_Ta*bx’yz, /) 6a*bx’yz, —4a%bx’yz, a°bxyz.
Como caso particular, dos nimeros se consideran siempre

términos semejantes.
En la definicion anterior se suponetl los coeficientes y los expo

tes distintos de cero.
westos: Dos monomios se llaman opuestos cua 140

Monomios op
eros opuestos.

semejantes y Sus coeficientes son num
Son opuestos los siguientes MOonomios:
—3abx y +3a*bx, — VI2xyz' y +V Ixyz’,

+9mtnp® y —9m*np’.

100

plo, los monomios

onomios se llaman semejantes cua e

EL CAL
CULO ALGEBRAICO CON EXPRESIDNES ENTERAS

b) POLINOMIOS ENTEROS:

Un polinomi

mio entero es | 14
o : a expre '
5 ados e s o IOS Sigﬁmswngormada Por varios monomios se-
Son eje i |

Jemplos de polinomios los siguientes:
Ixyz— - + ~ | +

xXy?zt— 2p?
V Sxy SP°q+3xt,  2xy—3xy* 4 Sm*np

Polinomio reducido:

Fijate en el siguj
s uiente poli . <, .
advertiras que lo gulente polinomio: —3x?2 2
LT S tér Y+ 2x%p + 5xp* — 3x)2 .
los términos - + 5xy* rmnos3__3,xz)., y +2x3% .vonjsemef]fam?)xy +2xpz;
Y —3xp® si sacamos factor CO{n ﬁnfsa :151 como
a parte

literal de los términ
ter :
(5—3)+2xpz = _25;,“;‘3 SO0 Semejantes se tiene: x% . (—34.2)4 xy?
Bfgctuar se llama reduecid :)ée‘iézx)’_z; la operacién qué aca—gal)nzxy;
nido como resultad rmines seme} i bte.

( < o 3 ; jantes :
polinomio reducido y:enléallana ]:?hnom“’ reducido; I{aiixfz?llé]n: ntuo o
mio reducido tiene ? té nay terminos semejantes. C iy S ey
trinomio € 2 términos se llama binomi s. Cuando un polino-
' mio y cuando tien

e tres

Las d s
efinicione ;
refi : S que siguen
€ren a polinomios reducid%s » sobre el grado de los polinomios, se
- )

Grado de ;
reducid, un polinomio reducido:
0 al mayor de los grados de suso;ngioilvfi’:a grado de un polinomio
5.

.
§ polinomios X%y —3x%* 4+ 2xy — \/Tny?
- xy -
9 respect; P2 |
Pectivamente, 71 2* 2+ V3@ —np,  son de grados 5y

Pued
Pondier,. Ju¢ haya m4
FOldiente 4] Poliny mas de un monomio con el ;
y P2 ] 0mio; por eje el grado maximo ¢
del linom; S dos primeros té mplo, en el polinomio —2x° y? ?I'I:fS-
? O, por ser ¢ . rminos son de grado 5 W=
mayor grado que tienen su§ gngzganfisozl grado

8rado ., de un
Jue figura Ig letry en el polinomio,

pOIIIlO[llIO ledu 0 e t‘D una [etla. .ES el mayor

101
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1 1 Sv2 pyor 2 yp?2 »3 . )
' respecto de la letra x, los polinomios 5x* yz—3xy” 2"+ Polinomio completos _ .
Por ejemplo, resp P I; T r— do tiene términos d ept(e;:i(:).s l{;};ﬁzom{o ordenado se llama completo cuan-
Lyt v p+dxpi— e grados 3y 2 : 2 #rados int ‘
+4x%y, — 3x* y+ixp*— \/Sxz, sonde g Y P cero, con coeficientes distintos - ermedios entre su grado y el S

; tos de cero; en ca . J
s A ; alta algun térm; ’ ; S0 contrario, es decir, cuan
A veces nos pueden pedir el grado respecto de dos o de tres letras, / gun termino de grado intermedio, el polinomio se llama incbmpletcf)o
2 , . .
en general respecto de varias letras, en cuyo caso se suman los expc

nentes de dichas letras en cada monomio y el grado es la mayor de las
sumas obtenidas.

4 x* y+3% abxy* —

Ejemplo, respecto de las letras x, ¥, los grados de los polinomios —

—ix* y*+pg, \/5xy? —3x%y* 4+ 2 abxy+mn, son 5y 4 respectivamente.

. El poli i '—3ax*42x
polinomio 4x* —3ax* 4 2x — Sape es completo respecto de la letra .

5 S
2. El polinomio —3 x4 34° o —+-bex®

Polinomios homogéneos: Un polinomio se llama homogéneo respec- S o ol g

il | 1o de varias letras (en particular respecto de todas sus letras) st todos sus
‘ monomios son de igual grado respecto de dichas letras.

de la letra x; faltan los términos de Jos grados intermedios 4 y 1

I’h

1. El polinomio 3x* y—2abxy* + 5pgx* es homogéneo de 3er. grado respecto

' \ de las letras x, . ‘

‘ En algunas operaciones con

cuando el polinomio es incom

‘% 2. El polinomio —2xym® n? + 6mn® —3m® n+2yzn* es homogéneo de cuarto

| grado respecto de las letras m y n. f | fnl blitics en log lugares s sk v PLients defar :
3 : : faltan; de esta fi : : : e los grados que
3. El polinomio \/2xyz* — V5x2y? z43x 22" 2* + 52°, es homogeneo ! — 55 3a® ?rma & POhnomlo del €jemplo 2 se escribiria asi: .
: | X0 +3a® X —3bex® . 4 Sabe. :
‘ de quinto gradd respecto de todas sus letras.
1
| Los mo i . ;
il estudiar se H’;‘i’nﬂ;lgseiﬁzg?s y los [tnohnomlos enteros que acabamos de
; . ; ones enteras y son 3 :
| Polinomios ordenados: Un polinomio se dice que estd ordelnada se- €n Algebra. ¥ de una gran importancia
i 1 ientes o decrecientes de una letra, cuando los expo=3 S .
. giin las potencias crec Bidhes 4 ; ; ondo. . S¢ destacan por su importanci - .
| ; ceden en el polinomio creciendo o decreciendo. Sider. portancia los polinomios
i nentes de dicha letra se su P dera una sola letra como variable, es dec}:)ir en 10s que se con-

tas o letasy 1 i » que los otros simbolos (ci-
- resentan j i
a ” p a numeros fijos, mientras que la letra conside-

! fada ¢ i

| g Omo variable representa g cualquier nimero real,

| ‘ ‘]fmplo de estos polinomios, con una sola vari tlz)l 5
Sx'—3x"42x* _dx 4 | s

‘ { 1. El polinomio 6—3abx +2bcx® —4x°+ 12acx* esta ordenado seglin 1as

) ientes de la x; el primer término es de grado cero. e . ) -
i £ . ¢Es completo el polinomio?

2. El polinoméo Sax*—3a® x*+ bx* —}x+3abe estd ordenado segun las c) FRACCIONES ALGEBRMCAS |

potencias decrecientes de la letra x. o 2 |
na fraccis ; .

M0 cqon Jraccion algebraica es el cociente de dos ex,

|

: resiones enteras. Co- r
Rom;,,,, L dcular el numerado d ; o 2y 4

nadpy 17 r puede reducirse a un nu |

r liene que tener parte literal PR Berc ¢ de- ’
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TERAS
CALCULO ALGEBRAICO EN EXPRESIONES EN
EL

. . 1 . s
(7} on Ir one lgebl' 1cas g .
Ejempl S, S f acclones a a as S12ul1cI tes

5 B . o B
32 _Zab22+6u‘-’, wz—abc’® A@+b°’ ax’+bx+c
a* bc

i i S MONOMmios se
do una fraccion algebraica es el cpme;ltaec Sieo 1(11:1—;0
i i : T i
Cuinmonomio fraccionario o un término
llama u

i i Si uientes:
Q

2xp? S5a’z* M .
E s e R

. ibir de forma mas sim-
Los monomios fraccionarios se pueden etS(::(li"lal'-;irl ai potencias de de-
08 negativos; . desa-
io de los exponentes neg: negativo y des
ple por medleot?;nsformgn en potencias de expo_nerré;e o gescribgn .
nomnadlogltf‘nominador; los tres ejemplos anterio
ece € - 2148 p-25-3
par 22 ht c® — 3a’z*h*x, ibxyic?z
e ’

. os signos + 6 —
ios monomios fraccionarios Separadlﬂ ; gg:rl }os trgs monomios
Vario olimonio fraccionario; por ejemlP ?’uiente polimonio frac-
forman unigs anteriores podemos formar el sig
fraccionar

cionario: o
2q *bic — 3az°b x4 ThxPyR etz o
e i términos.
o olimonio se compone de tres monomios o
Este p

i olinomios, sint
inmente, cuando se habla de mono%uo;gn%mos ; poﬁm—:
il ] ' i
’ Coégiﬁcacién, se sobrentiende que se t;atgaonmas mios y poliy
o espt ros. Las expresiones enteras y las fra
mios enteros.
presiones racionales.

d) EXPRESIONES IRRACIONALES: r
presion irracional es la que'cont:'gnellet:fnsaia{‘anarig::o;ﬁ .
ol ?gién de que si las letras bajo radica j[’o o
e laecnf;:S Ino sean todos multiplos del indice de la raiz.
expon - | |
Ejemplos: Son irracionales las siguientes expresiones:
jemplos:

I P I SM'
VI = VIG5, 2L
Sxyz

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

s irracional la €Xpresion \/4x%%, pues ella equi-
» Que €s un monomio entero,

En cambio, no e
vale a 2xy?z+

* % ¥

RESUMEN DE LA

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Todas las clases de expresiones algebraicas, que han sido definidas
en a), b), ¢) y d), quedan clasificadas en el siguiente cuadro sindptico:

I) Enteras a; M olnomfos
b) Polinomios Expresiones
Ezggﬁilfggfg II) Fraccionarias Racionales
) © |I) Irracionales

I. Formar expresiones algebraicas a capricho con los niimerog -2.4 VZy
las letras p, g, r, x, Y.z, y clasificarlas.

. Construir monomios con lo

s siguientes ntimeros y letras: _ 5, 4,3,-3 \/5,
a5 x, ¥, z. (Se sobrenti

ende monomios fraccionarjos).
- Hallar los grados de los siguientes monomios:
-2x3}""zj ,;—‘a“ be? & = \/fm“ "P-.- q.a’ \/5}33 qz s

- Agrupar entre Jog monomios siguientes los que sean semejantes, e indijcar
ademys Jos que sean opuestos:

a) 2x2y;
b) —5{}W’l’:‘,
©) \/ZI‘}‘E uz,

4 —3x2yz,
€) Sxput p3,
f) \/gxyu“vﬁ,

g) —\/'ch72 uz,
h) —3x2)z,

1) —Sxpueys.

Obteney la forma reducida de los siguientes monomios:
) ~3a‘he . (—
b) +4xy;
€)

4)aabbe: (+3) . abxy,

(=2) e,
=Smnnp, Dmpg (=5)mnpq,
d
) dabeq DeEbed:  (_ 5)aupspap.
¥ C‘“’slﬂllr & caprichg 41

8unos polinomios enteros con los niimeros:
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SIONES ENTERAS

16. Escrib; igui
ir los siguientes monomios fraccion

ponentes negativos: arios con la notacion de los ex

9.

ks

—3, 1,y las letras m, n, p.
grado con los siguientes nimeros y letras: ‘

7. Construir 4 polinomios de 5°
3:! ﬁ"!_'

o 3exh
2. —6; VL, =L x5z (Respecto de todas las letras). | T
j b) \_ZZ'T’ X

Sty 3

8. Escribir un polinomio completo de sexto grado respecto de la letra x, or= |

denado segn sus potencias decrecientes.

<)

§yipt=
2X7)

to, de grado3", respecto de la letra x, en el 8
El término que no contiene a X Se

ecto de x; como el ce=}

9. Escribir un polinomio incomple
que falten los términos de grado par.
llama rérmine independiente, y €5 de grado cero resp

dera par, debe faltar el término independiente).

7. Construi i 10 fr, Y CO
U['ti:(hl‘l) >C! i S tres 1108 T
mio frz ccromario con los tre monomi del
3 € 108 de ciL cici
Q

danter €sc S ¢ e S exponentes 2alivos
SCrito on la notacién le los ex
F negati

ro se consi
neos de 5¢ grado respecto de las letras X g I8. Clasificar las siguientes expre |
. > ] eStones a EL‘hI’iliCus'

10. Escribir 3 polinomios homoge
do respecto de las letra a) 3w —2uvz,

mios homogéneos de cuarto gra
ondientes a las cuar

11. Escribir 3 polino
los términos COTresp

X0 % tales que todos contengan

tas potencias de x. y, ¥ %

b) 5x¢):z

,‘1,\'_-'\ Y
o) 2 =X 42y

géneo de 2° grado en las letras X, ) % que

12. Escribir un polinomie homo
bles de segundo grado con dichas variab

tenga todes los términos posi
1

13. Ordenar los siguientes polinomios segun las potencias decrecientes de laX
a) 3abx*—Sacx’+ 2ax +3bx? £ \:EUT“" (est; 0

¢ 2 b ) esta ex e
. L;PFL\JOH es irracional monemia; mias adel
escribirla ¢ . ; mas adelantle apre
rla con exponentes fraccionarios) ante aprenderas

b) —2ax*—3 V2bx* +4bex*—5c+X.

14. Poner los siguientes polinomios en su forma reducida, es decir, redt

términos semejantes:

. _ Xy
ol 19: ibi
Escribir yp polinor

Yoz 1 (D
= L (Debe cont
Vitrigbles.: lo

mio homosgéne
e d( ETnLo complero de 2* grado en las variabl
odos o = ) S variables x
ki biea v 0s 'lermmm posibles de 2 grado co .
le resuitaran 10 términos) - o estas

a) —2bxty+3exy’ —exy’+ 6bx?y,
b) —2xpz+3xty—3xyz+ 8xy —9xz%,

¢) +3abx*z—Sbexy* +8bexy” —6abxz +8xyz. Ex
PIESar log sigy;
- Stgllentes monomi 1
mios fraccionarios [
arios en forma de fr:
racciones

s negativos):

recien
pond’i

Inan C
do los €Xponente

omios seghn las potencias dec

15. Ordenar los siguientes polin
blanco los espacios COTTES

y si son incompletos dejar en
potencias que falten:
a) —Sax'+ 4abx’ —3acx* —9ax+ 2%3,
b) Jax" —4bx'+2x— 3IxX'4+ 7

¢) — babx+3a*x"— tab'x* 4 5x%

d) —3bx"+6ecx"— dbext — x4+ x—1-




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS
2.2 SUMA Y RESTA DE EXPRESIONES ENTERAS

I) SUMA DE MONOMIOS:

Para sumar varios monomios se forma un polinomio con todos ellos,
precedidos de sus signos correspondientes.

Si hubiera monomios semejantes se reducen para obtener el polinomio
suma reducido.

|

1. Sumar los siguientes monomios: — 2%, —5xp%, +3x%, —6)° +4xpt

La suma es el polinomio —2x%y— Sxyt +3x%y —6y* +4xy*.

Los términos primero y tercero, asi como los segundo y quinto, SOn SCMES
jantes; reduciéndolos obtenemos: —2x%p+3x3y=xW—2+ N=x,
—Sxy*+4xy*= xy(=5+4)= — Xy

El polinomio suma reducido es: x*y —xy* —6y"
os. semejantes en columna, de

. En la practica se suelen escribir los monomi
forma que su reduccién se efectiia mentalmente.

Sumar los monomios: 5a%h, —3ab?, +2a%h, —8a*be, +6ab?, —9a%h,

Se van escribiendo los monoriios en fila, con sus signos, Y cuando
mos 4 un Monomio semejante a uno de los que ya se han escrito, s COIE

debajo de ¢l para efectuar comodamente la reduccion, ast:

5ah—3ab® —8a*bc +abc
+2a*b 4 6ab®

—9a’h
____’—'—_——
—2a’b+ 3ab?—8a’bc+abe (Polinomio suma reducido)

SRR R R

EL CAL
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ener el nomio m o de u €8 mo 5
Obt pOII O suma reducid los siguientes NOmio!
.

. —2m'np,  4+5mn,  —6mnp, +4mn?

+2mnp, —8mtn, +2m’. —Smn?,

2, —i.x:_}'. +2xp7,  —5x%, +8xpt —3x?
+25 46X, —4 4 9xp h

+5abe, —3a’h?
’ , +9%ab’, -4 2
—Bab®, +2abc, —6ahr abe, +6a%h?,

4 —dyn + 0t - iy +h,
+4x%, +3x%z, —xpz

— 07 4

II) SUMA DE POLINOMIOS:

La suma de varios

e 3 olinomi : .
términos de los suman - i0s es el polinomio formado por todos los

J :
05 con sus signos correspondientes.

E[I. ]a pr' : .
d actica igual u 1
jantes se c : que al sumar monomios Comi
olocan en columna para facilitar su redﬁclc(;i') e
.

l. Sum i
ar los siguientes polinomios:
=3x42y 5,

s

104,

/

B Y40 a4
hlrperacmn se dispone asi;
+2y-5; .
t6x—q) . o,
O 8y g,
9%+ 6y

3 Oby
k- €t el Polinomig
suma reducido d e
a e los s . -
~2, @x ! siguientes polinomios:
— ax? -3
B —

3 50—

(Polinomio suma reducido)

72

p

» @ — 2% + ax?




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

La operacion se dispone asi:

2

ax® x°
+ = T +

+=a° — 2x+§ax” 4
i 2

a® — 2a’x 4+ ax® — X2
(Polinomio suma reducido)

2a* — 3a’x + 2ax® — x°

Obtener ¢l polinomio suma de los polinomios que s€ indican a

continuacion:

1. 0.5x%y—03x*+x 3 _1.5x0—25xY+Y 2xy*— 3xty4+0.5x° +0.57%
. ox @ ax | 3 2. 3
+3-3+3 TR T 3" T2
3. 2a2—0.5b% 6a* +4b* — ¢, 0.2a*+05b* =3¢
b, ab’ gab-‘ 2a Lb 4 2a° + ab’e
e — b e+ —xab® + ab'e.

3 p
ot S

11I) RESTA DE MONOMIOS

La diferencia de dos monomios (co
a) se obtiene sumando al minuen
sustraendo cambiado de signo.
antes, el resultado (después G&=
n semejantes el resultado €8

do el opuesto del sustrae

lesquier
decir, el

Si los dos monomios son semej
cido) es otro monomio, y si no so

nomio.

110

% o o
mo la de dos numeros reales
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l. —=5a*bx— .
abx—(—2a'bx) = —5a°bx + 2a%bx = —3abx

o

2. 3xfz—(4 2xyzY) = 3}(.-_‘-.1_‘_-'. - 2.‘_};_:

Restar los i
monomios que se indican a continuacién:
- dmtnz — (—ixy);
52
2. 3a*be — (+la*he);
- =Xzt — (—Lxpt);

- faxty — (—2axy).

v
) RESTA DE POLINOMIOS:

La dif.
Iferencia d,
do co a de dos polinomi :
n el opue mios se obtien .
2 St e tamb .
Nomio se Obptieneo del sustraendo. Recordamos ljen sumando el mi-
cambiando de signo a todos sucs1 tt: € opucss é i
érminos.

Nuen

Tamb' z y
ducey, 1€N insistimos en que si hubsie
5 re términos s g
§ semejantes se r
s e-

En 1
' a ‘..
Bian,; Fractica s :
Ndo de «; € procede i
€ 5igno los té gual que al sumar d .
Sl S ; ) :
ferminos del sustraendo y ]Ossq%()h?ommsﬂper 0
’ e tienen seme-

€n ]
Minuend
S COm 0 se colocan debaj
odame n debajo de ell :
nte 0s para realizar |
2 a reduc-

111




ENTERAS
ALGEBRAICO CON EXPRESIONES
EL CALCULO

pddep g polipomione. . e s o be)
b. ‘Restar los SIgHH 6xy—Tabe — (4a*bx* —Sab*x+2xy—Ta
& ah2x — 3atbx® +6x)
S5ab*x

m ; indicado se obtiene:
lo la operacifm como hemos indicad
i iendo le
Disponi€
—3a*bx*4 '—Tabe
2y —3a*bx*+6xy—Ta
Sabtx—2

sabtx—4a*bxt—2xy +Tabe
-+ i

x—T +4 i Cic ido).
(Polinomio diferencia reducido)

iy — Ta’hx® +4xy

10ab

-
iguiente resta:

a siguiente re Wy m—
2. Efectoar | : “-2\;;. x?) — (—dxy+2xz4)" — "X+

S a Xy — E

Sz — 3y
(5x°z2—2) ‘
: ion § ne asi:
eracion se dispo o
a operac - Ko
L . ¥ 3‘._:‘ -‘-2,\}'—){ 72_\2_'} ¥,
Sx*z—2yz"

+4xy

— (Polinomio diferencia reducido)
(Z— ¥+ Z°X —1

sxrz—3yz'+6xy —X* —2x2—¥'+

X Z—+)

p = q d L acl %
g C a nu
RE,S ar 1os 0]”1()] 1108 ue se Ir (l ca cont on

—a+b—¢) ]
1. (a—b+0¢) — (—a+ S
= (a-;iab'fb") — (@ —ab-B7)
i. E:CI!(;]‘ —(=2x% +a'xy* +2ax%)

4 2b? —¢? 4 4ab —4dac+4bc)
b+ ¢+ 2ab 4 2ac +2bc) — (—a®+2b*—c*+4a
e e et

—3mnz+2xy 1a? 4 35° — bac 4 1be)
: [%a"+%f;-‘+ac-f%bc) — (Ja* +3b*—jac+3
6. i

7 -+ $x2pY)
5x%%) — (dmn+4dmn*z—4xy+ 3357

i ios se pue
la dada para restar dos polinomi
vacion: La regla

3 (i
intesis precedi
i g mir un paréntesis p ‘
Observacto diciendo que para suprimir un p teriores al parénté
S iy ]blen aici - los terminos interi tCes:
enunciar tamn bian de signos todos [os et
. _ se cambian de
grgno

tntesis
aves, corchetes, parentesiss

. iad
resion contiene 11 le de deniro hacia
io una expresion contiene 1 cede de dentr
Cuando .uhatrLGsp para suprimirlos se proce
tro de OU0S, P -
unos den

] SpU*
. v e res, de
i S tesis interio
se suprimen primero los parente
g lecir, que S SEPTL gt
Ll ﬁ;ehewqqy por fin las llaves.
los corchetes Y |

112
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Suprimir todos Jos S1g00s de agrupacién (paréntesis, co
obtener el polinomio red

rchetes, llaves) y
ucido correspondiente:

—3a*b+[—5ab “+bic—(2ab4 Sa*h— 3ab*)+ (2ab— 3be)] —

[6* —(2ab +2be 2ac)]

Procediendo de dentro haeiq afuera, se tiene:

Primeramente: « _ 3ab [ —Sab ble—2ap_ S5a*bh+ 3abe +2ab— 3be]
—[b*—2ab_2p, +2ac] |
Después | —3a%—5ap2 4 pog_ 2ab

—5a*b+3ab® 4 2ap._. 3be—b2 4

+ 2ab 4 2pe 2ac | .

4 se reducen los términos s
b—5ab? 4 b2c_2p _ 3bc—
-5a*h+3ab® +2ab +2h¢
+2ab

+2ab—be—p2 _ 2ac

emejantes, como

Ya sabemos;
b*—2g¢

-;,T;t 2ab® 4 b (Polinomio reducido).

| =5mnp—[—2p2 +3mn —(2mnp + 3mpn
[3n% — ¢

)+(2mp—n?)) 4
nnp) +(2m? 4 n2 mn)] | .

2mn 4 r

Primerg étapa: (suprimir
‘

t —=Smnp — [—

+[3n°—

Paréntesis interiores)
2m* 4 3mn — 2minp —3mn + 2mp—n?]
2mn — mnp42m? Lz ~mn] |,

Seg:,u;c,r,‘ p

lapa: (suprimir corchetes)
~Smnp

+2m* — 3mn + Emrrp +3mn—

22 .
+ 2y T —mn

A R S P mnp +

€Cera ergpg. (Reducir t€rminos semejantes)
~Smnp . -

T Mt — 3mp _ 2mp 4 2
+2mn’,u - 3mn + 3n
- .

i T 2mn + n
:—‘\‘»_,_, ~ _mn
4mnp oy g ——

— 3mn — 2mp + 5p° (Polinomio reducido)
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i io redu-
) ol s en su polinomio
da una de las expresiones siguientes idon }:P'drénlesis. cor-
ar cadi . g agrupac
Transform:ilf te, suprimiéndole los signos de agrup

s ondiente, s

cido corresp:

chetes y llaves):

2h—(a—2ab+ )] |

[ _s =b—[abc+(2a':b—3ahg)]+[3a"z‘(a-'~’—23i"iru)]

- A —[3“ 2xv’—(R\'y—.’.X’+x:”+[[35xy-:gx¥' —%m};)l I

oo f =l=SE—\ARr= =M e ;

. [ dmPn4 [2;;’;.7 [3(;’;11:;;2;:';][ _)][3::"'\" =G+ 3u'\' ;;C;T;i)]
&Gy X = g P= i |

; l5p?t:':“-Jlr3p:+(2p:qr—3p4)l—[21” W=

« 1

5!' que S€1 dlca I dLl(,lE: 0 10 es
E (l"al laS sumas IBSIEI:- n n, ré
fe

)~ (3x—2) = (Sx—4) +(=6x+8)
;: ifjib)(f( ja+ib) + (ja—3b)—(3a+3b)

s i e
4. a=[p—(c—a)+b—le—(b e

5 3oz—[ & Pe=(ys _4": im®]

6. &mn—[smn45n+(pmn—m n}+ 3 abl 4 b

7 i sab— | i—a”b~[0b+(%a:g}qA}-§

S = J—X)—2¥]

A T
%t _;V;_E }2;;{(50" —3ab+2ab?)+(3b* —2ab*)]—5a* |
Ii? ‘;Izz,_(§+63”:—3:r")+(5:12—2:‘(;}51}_0‘#0.5:)

.3z fo‘s}__)_(3x_%_)-)+{x—3)‘~ SE)— il
12. (33: : .+1y2)_(%x-_-+%}--’_-§xy)+(x +) 4,')_*_(5”—61’)]
B o) (Su— 3|2+ Iy— (T
B BBy )+ e — 32 i "
15. Zx2yz— | Pe-\“‘:;.“; . {'2:‘_:_5_,(-.)_{2,\'-‘+x]]+(2,1‘:43~\.':'+23_;l)J
16 2= ,2x2_“[,\ [;v:f T(2r+ 1)+ =2 +N—- Y’ + 27—
7. -5+ (=B -C

<. (10,3,,.-,,‘,,.l 7

.

‘.& :

EL CALCcULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

2.3 MULTIPLICACION DE EXPRESIONES ENTERAS

Fundamento: Si las letras r
ra, una expresion entera re

damento de las reg a multiplicacion de e
que damos a continuacién, reside en las leyes for
cién en el campo numérico real, especialmente en ]as leyes conmutativa,
asociativa y distributiva,; también se usa continuam

ducto de potencias de |a

Si tienes dudas, repasala

ales cualesquie-
al; por tanto e] fun-
Xpresiones enteras,
males de esta opera-

) MULTIPLICACION DE MONOMIOS:

La operacion de multiplicar dos o0 mas MOonomios es equivalente a
la de expresar un monomio en forma reducida,

Para multiplicar varios monomios s
Jactores sean los de todos los monomios
reduce el monomio g

e forma un solo monomio cy
si obtenido.

yos
que se multiplican, y después se

Ponentes,
[ T

L (—3abecy ).

(—2a%ctx) . (Sbexdyz?y = 30a'bictxTyz?

(—5mnip) . (dmintyiz?) —

—200m"n‘7f_}'“::

B0 () (300 ) = 4 20xyzep
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— _—r){

! e (_75_\,2).“.__-:)
b i(=Rane): R - 3yz) = —7
2. (3mn'p?) . (3m*np°) - (Fmixy’ )7 i( fxizlq‘
3— (—4ab*c) . (=3a*b%c) . (—5a°b°c’) = —!

28 — T
4. (4u2) . (—10a2%%2) . (- $beuz’) =

l /N MONOMIO POR
MULTIPLICACION DE UN MONOMIO

TN POLINOMIO:

i > a
i i , de acuerdo con 1
tiplicar un monomio por un polinomio, de 2
Para mu grana por '
distributiva de la muluphca_cmn e muliplics o o
'Y mino d [ polinomio y se suman los pr
2 o del pol :
término a

ulta también reducido,

j ir 7] [ producto res
Si el polinomio estd reducido el p .

A D3z L daxtytz —2exy’z
: Rz) = — 6x Vi p) :

1. Gxty—2ax° +c2’) - (—=2%°2) 15ahixt —9btext+3ablext 2y
7(-)m“n-"x',=" — 15px®y*m*n® 4+ 252 m*n*xy

2. (—5a*b+3b%c —abe) . (—3b%x1) =

n—3pxiy+52%). (Sm*nixy®) = 222 36u7Viz 4 Sutviz®
i. ((Am?;z‘--—- _P%u£v+ Lutv?) . (60uvz®) = —40u*v'z “

L (—2xy 430"y - (=3 e
2. (4mnz® —2xyz+6mz%) . (— '{.":,‘q = 9=
3' (=30 +3xy— 57 - (—30xyz) =

p ot 1 20 | (=20t = —7
4. (V2ax— V5bey* +3x7y7) - (—2d _

5. pqu— 3wt +3qu) - (= bptquv?

e multiplica el monomio por cada =

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

II) MULTIPLICACION DE DOS POLINOMIOS:

El producto de dos polinomios se obtiene también
de la ley distributiva, como puedes comprender sig
el siguiente ejemplo:

por aplicacion
uiendo con atencidn

Sea P, =3x%y—2xp* 4+ 5x2, Yy Po=2x+3y—1.
El producto de P, por P, Io podemos desarrollar asi:

Py. P,=(3x% —2x)*4+-5x%) . P,= 3x%y. P, —2xy? . P, 4 5x . P,
=3x%. (2x +3y—1)—2x*. (2x+3y—1)+5x2. Qx+3y—1)=
=6x%y 4 9x?p2 — 3x%y —6xp° + 2xp* 4+ 10x%—5x2

—4x%p* + 15x%y

6x°y + 5x*y* + 12x%y — 6xy® + 2xy* + 10x° — 5x* (Producto

reducido).
Si has seguido con atencién el desarrollo anterior, comprenderas
que:
Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada término del

pri-
por cada término del sesundo y se suman los productos obteni
! 3 F

mero do

En la practica se dispone la operacién de forma que resulte como-
da la reduccion de los términos semejantes del producto.

El siguiente ejemplo te muestra con claridad la disposici6n practica:

Multiplicando: ~ 2x®— 4x* 4 6x—3
Mu!tiplicador: 3x'=2x¢ 11
Primer producto parcial). ~ OXx% — ] 2x* + 18x% — Ox*
" ), — 4x*+ 8x*—12x2+ 6x
: ). + 2x*— 4x?4 6x—3

(Producto toal reducido).

6x° — 16x* - 28x° _ 25x° +12x—3

den 5—” el ejemplo anterior el multiplicando Y el multiplicador depe'n‘
dolos :J(U.yljt MiSma variable, y el trabajo se simplifica mucho ordencn-
s me";fd,” las pPotencias decrecientes de la variable. El resto del esquema
lalleSJ que ti lo _opservgs en vez de explicartelo aqui con muchos de-

que te aburrirfan; si tienes alguna duda, pregunta a tu profesor.
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AICO CON EXPRESIONES ENTERAS s 5 1 B
P s 0 i
importante que td mismMO (lffede los grados de [0
Hay algo mgy :ie!%roducto es igual a la su
siguiente: El grado

facwres.

EL CALCULO ALGEBR

ucto resulta de multipli-

ayor grado del prodd{) Il multiplicador.

Ademés: EI término de mayor 87050 U F

ra
car los términos de mayor g linomios ordenados se-
- oll o
to de dos p
e pI‘OdUC

Damos otro ejemplo d tes de su Gnica variable.

gun las potencias decrecien

§x* —3x* 4+ 2x* —x+6
4x° —2x*+3 T
20 — 120+ BX— e 2k
—10x*+ 6x -J;lgiit 9x* 4+ 6x3—3x+18

T T 17x° — 6x:—3Ix+ 18

20x —22x° + 14x°+

(Producto total
reducido)

indican:

I‘ a duct 1 pl' duc q
QObtener en forma redu da los oductos que se

2 —bab*x®) .
; ((::;i*')b»‘)-k.\(cy”—x‘ +y%) . (—3atxy )
| 3, (a.x“'+bx+c).(ax+b) e,
. 4 (3x"—2x"+5x*—x+]) ; (‘x o
N T oA
6. (ax:—3x“ s2xt—x+1) ‘(3;4 o
7: (8,\1"—3x"+1r46) C(3xt 4 :) =
8. (410:'—82-‘4-:—2) : 3(3; #b._%)
9. (g;y'-'_%y.;_ﬁ) (- i}‘3+:~+2x:_x+ y
10. (ax"+bx'-‘+cx+d'} (—3x

Pl oo S (/3
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2.4 DIVISION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

I) DIVISION DE MONOMIOS:

Definicién: Se llama cociente de dos monomios enteros (dividendo y

divisor) a otro monomio, entero o fraccionario, que multiplicado por el
divisor nos da el dividendo.

El cociente de dos monomios 1o indicaremos separando el dividen-
do del divisor por una raya de quebrado.

El cociente es un mon
todas las letras del divisor

exponente élue en el divisor, o porque alguna letra fi
y no en el dividendo, el cocienie es un monomio frac

Fundamento: La regla para dividir monomios se basa en las pro-
piedades del cociente de

numeros racionales, (en particular que
—g—'_; = g Ei(:) en las definiciones de potencias de exponente entero

gure en el divisor
cionario.

(positivo, nulo o negativo) y en la re
misma base, valida para todos estos e
tas cuestiones:

gla para dividir potencias de Ia
Xponentes ; aqui recordamos es-

m
a’=1, gnr= l,. (n natural), Eﬂ: a™  (m Y n enteros, positi-
a a

VOs, negativos o nulos).




ENTERAS

EXPRESIONES o
o nte de dc
i ien la regla para obtener e_! c<)c1eIi S e
Gl 'gdendo y divisor tienen /a: e

i 1

dli;rz'v; las letras que laltf?n eij”;-:'e e
. CO;‘I?de’J'dFIC{OI'{IS con expone

EL CALCUL

compr
ara que ! ue el
zmios debes buPOﬂer~§rra g
s ando esto no 0¢ nte
letras; V7" | divisor mentalmente,

: ené€ : 2a*b*cx®y°
dendo 0 2a*b*ex’ = =4 b Ao x°
Por ejemplo, TJactyt | 3acy’d®

: ios del
los monom
ificio (que se realiza mentalmente),
artificio (g’
COH este

An si mismas letras.
do v del divisor tendran siempre las
dividendo ¥

R el cociente
le dos monomios liene por meﬁfrzfe’;!::orienze estd
e ae do A literal ¢ e
d ?Idi\zfderIdo y divisor. La pa;{;-vfdendé? y en el divisor.
de los cofﬁde}me;u';mas letras que];gw;” ;nmi exponente que es[ 'l;- 6?11-;;;
or las ociente elevada te en el divisor.

prmada p n el cociente exponen

fCada letra apareczieme en el dividendo menos Su €xp

e tre su exp
rencia en

Regla: El cocie

licacion de

. - rlaa ;
nario) obtenido po pdi\nsor nos

‘ accio s
El monomio (entero o o pues multiplicado por e

iente,
egla €s el verdadero coc
esta regld .
i 0.
dividen .
e zonamiento ggneral que pﬁcadme
e remos aburrirte con €xp
ke 1€ 0S. |
mo (}ves en los ejempl s
N ‘ e aividendoy divisor las mismas letras,
En los Prlmefoas {le el dividendo y divisor -mc}il'gclllr;qflenas as I
sy g o Cer'(c)i P‘érejaciemos de escribirlas, pues dichas
' eguida
ero en s

mentalmente.

i >0~
esto es muy S€I lClHO. per(? c 1
S Uenerales, te haremos ql]
Sl =)

—3ab*ez*x%y°

—2a*xyz’

_ b-3 ¢t x’yz.
1-0 p5-4 — Zab .

" 233,‘ pes it oz = + 3 . 3
i o (i 3 2.0 po-2 (32 = —— m*n’p 2.

InPnl? J3m~n'r3p _ _E-.'ns—l n° p t 3
= = g 2 42 200 3 N
)5;;—[-) e i 1 divisor obtenemos: _

AN mos este cociente por € ik i

Si multiplicamos . Imnpor = — 3ImPn*t® que es

3 2ninif Smpit= —
—im*n'p }

vz _ zw‘; (efectuar la prueba).
i . a prueba).
—6ab’e* XY’z _ _é bexyz®. (efectuar pr

33
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EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENten...

Hallar los cocientes de los monomios
realizar después 1a prueba (divisor x cocie
cada caso, antes de efectuar |
nomio entero o fraccionario.

que se dan a continua

a operacion, si el cociente va

9 g =W 9
3risr
9 4 —0pg*rixiytzs

-3

II) DIVISION DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Fuudameuto: El fundan
Monomjgq

Sampo

A Regla: £/ cociente de y
1endo ca

Obre: » 244 término del dividendo por el divisor y
If‘?ﬂ(fi‘.)\y_ -

1ento de la division de
es la Ley Distributivg d

mérico rea] y la divisién de monomios.

monomios de] dividendo son
€S un polinomio ¢

3 ra tensd - . . 1
BBna;  POlencias negativas de

=
Nte Uhi\:‘f.l_f‘\}(j_\

: DLero, y en caso contrario el cocie
alguna letra Y S€rd una expresion r

cion, y
nte = dividendo). Indicar en
a Ser un mo-

un polinomio por un
e la division respecto de la suma en el

n polinomio por un monomio se obtiene divi-
Sumando los cocientes

multiplos del divisor el

n-

d=




ENTERAS
EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES

‘

o 2 5b'x%y
3xty—2abix 4 5b'x"y _ 3xYy WX
1.

= 4ab’xy 4ab*xy -
dabxy tabgy

2 24,1 i 2 A
=%m_,b,, _Zx,}, +4bxa

_3m2nz +2mpix®y’ — SnPxz? _
2. 2mnpxyz

P 5 ~ipp-ixtyiz,
=‘%Mp"x"y"zﬂ + niptiEt — FminpEy

R < 2 luciéon entera).
4_x"y52‘—341_22_2‘+6x3E _ _2xy"23+ 5y51_3x Z. (SD
3. —2xyz

) : o TSR 11[.{’;
- R it v A s N
R s R R Y

"w‘)m il SRaRk T

Obtener los coc te se can a contin cio caliz a eba:
y realizar Pl'U. .
1 cocientes que indican continua n

4atbx® —2abtxy +3bxY o
L 2abx -
— 6Pyt — Amncu® 4 2mnv:
— Gty — At + 2mn’y*

2.

=
2mnuy

dxtyz—bxyizt 4 AxYyiz —Baxiy'zt g
3. 2xyz

— 9Pt baris*t = 3@ rs'
4 3rtstt

= 2

_2p2qzx_3p.qx1y:+6x2!:z:o _
. 2pgxy L=
Aminixt —6mni Xty 45Xz - 9
6. |
10x%pz* + 8xy?z* — 6ax*y2* +4b*xy'z
' 2xyz o
Spqy*=3p* gy +24°XY
2pgxy

7
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EL cALCcuLO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

IIT) DIVISION DE POLI

NOMIOS CON UNA MISMA
VARIABLE:

]

potencias decrecientes

gual
dos casos:

1°) Division exacta,
2°) Divisidn inexacta,

Se llama cociente exacto de dos

poli
linomio que multiplica

nomios, cuando existe, a otro po-
do por el divisor nos dq e} dividendo.
Cuando no existe el cocie

polinomios se define,
igual que en Aritmética, una operacién de divisién entera (*) o inexac-
'a, que consiste en encontrar d

0s polinomios, llamados cociente entero
Yy resto, que cumplan las siguientes condiciones:

nte exacto de dos

1¥) Dividendo — divisor X cociente + resto
2%) Grado del resto

< grado del divisor.
DIVISION EXACTA:

Si quieres comprender bien la regla
Y no hacerlo de ry

lina, te invitamos a qu
Vamos a preparar

para dividir dos polinomios
€n tu presencia.

€ nos sigas en un ejemplo que

Supongamos que el divisor deu

Y que el cociente fuera 3x*4x—2

0 serd el producto del divisor p
Divisor;

Ociente:

na division exacta fuera 2x*—3x+1,
» por ser la division exacta e] dividen-
or el cociente, o sea:

2x*—3x+1

3x*yx%2

6x* —9x3 1 357
+2x* —3x24x

—4x* 4 6x—2

Di\fidendo: 6x* —7x3 _4x° +7x=2

O s

Sl - .
Ma enterg Porque se desarrolla en el dominio de las expresiones enteras,




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS
RAS
RESIONES ENTE . o —
L CALCULO ALGEBRAICO CON EXP! inteligente que co- stponemos la operacion de dividir como de costumbre, para que
: 5mo se comportaria una personﬂ{;;lrrar el cociente. te vayas grabando sob
: ¢

veanes a'f:ioradco;ﬂ el divisor y tuviera que én

; ividenao
nociera el d

2 - £ a Egla que vamos d 1

P ' s el cie d .
I 8] ]]I mero ue a \el[ ria esta EISOIla [ €S 10 S q nao
q e d 1 3 31 teeel“p (4 uec e(l 1

‘ ivi X — ;){3_4*-? 7 -3 2
t ebe SEI g ipli l dl 180T, 6

(l b e (le l mul 1pllcar10 pOl’ €

cociente g ado, para qu a ; : .

| 2 dO s€ Obtenga un pOlln()I‘ﬂjO dc gr q

ue es de gI‘a s a g

q dO ue €s el ra =+ /X

ax*+bx+c )
Resumamos lo que ya hemos descubierto:
do del dividendo.

El grado del cociente es ig
videndo y del divisor (en

ra de la forma:

: ¢ buscamos es de segundo grgf g}fcfra indetermina-

Si el cociente q;i s coeficientes a, by ¢ son ptermiﬂ&ﬂOS; para ello

ax® +bx +¢, donde (z.‘onsiste precisamicRis & e iente exacto, al multi- %) Supuestos ordenados el dividendo y divisor segun las potencias decre-

dos, y nuestra .tar.eaxg' +bx+cesel verdaqe.go C?{;. hagamos pues esta cientes de la variable, el Pprimer coeficiente del cociente se obliene

razonamos aSII. (?':V?Sor nos debe dar el dll\giv?:ilen({O' dividiendo el primero del dividendo por el primero del divisor (en

: or e ucto a ' ;
gi:l(iztlir}igcgcién e igualemos el produc nuestro ejemplo (g = ':_? =37

ual a la diferencia entre los grados del di-
nuestro ejemplo, 4-2=2),

ir térmi ejan-
i &rminos Semej | | ‘
No nos interesa 1:educ1r t D e e T
eion 2x2—3x+1 ( ‘himos primero el pr - . Siga
Diviser: tes; escribimo pl oducto por bx y a con slian, Dys,
i ion el pr
a continuac ;
tinuacion el producto por ¢)

gando los otros coeficientes del cociente que nos

Para ello, si en la igualdad
Cociente: ax’+bx+¢

(1) sustituimos la letra a por su valor ya
encontrado, 3, obtenemos:
&L + G
T 3bx 1 by + Zox* —3ex |
i 3axtax; + bx’=3bx'+ W
Dividendo: % divisor X bx :
divisor

6x* —Txd —4x? 4 T —2 =
.t),‘xl"'—%j.""-i-;\“ + gbx_*‘.— %bx-’q-b.y s gc,\f‘ = dex+¢ . (4)
divisor X 3x* divisor x bx divisor X ¢

. nemos: . .

roducto al dividendo dado obte ‘ Si a los dos miembros de (4) les restamos la Primera parte del se-
Igualando este p 8Undo miembro, o sea, el producto del divisor por el primer término ya

b A TR 2= €Ncontrado del cociente, 3x*, obtenemos la siguiente igualdad:
6xt—T1x°— ex® —3ex+6 (1)
o bx® —3bx*+bx, + g—"ff ] =TTk~ 2 =
= Qax—3ax+ax, + W divisdr X ya
divisor’ X ax’

2bx? —3px2 +bx +
ler. dividendo

divisor X bx
parcial
. ';-
1 primero Y i
. . to grado de La difere .
omios de cuar : ¢ la miS €reéncia obtenida en e]
Para que los dos pOh'nuales todos los Coeﬁcwnte? dlos ocfidl : |
do miembros de (1) sean :1%35' g particular deben serlo
g ben ser 1gu s
tencia de x de

s S ¥ 0)"81
d ¢ n 10 dOS mlcmb 0Ss

2ex*— 3cx+¢ (5)
divisor x ¢

primer miembro, o sea, la diferencia
roducto del primer tér
P

mino del cociente por el
dme primer dividendo parcial,

debeal-):;a due los polinomios de los dos miembros de
tramos A1) Particy,| SEr iguales |og coeficientes de las mismas
d =92 _13] , @ (jYaenconir 3 ¥ o eberan serlo los ¢
6:23, de donde | a = 2

(3) sean iguales,
oeficientes de x?,

potencias de x, en
0 sea: 2=2b, de donde:

125




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

(jYa tenemos b!).
e del cociente, b,

La igualdad (6) nos dice que: El segundo coeficient ie
it = te dgl primer dividendo parcial (2) dividido por

es igual al primer coeficien
el primer ¢0 divisor (2).

eficiente del
por determinar ¢, 10 cual se logra de forma ana-

Adn nos queda
eterminado b.

loga a como hemos d
Si en la ignaldad (5) sustituimos
1, obtenemos:’

gx? — Ix24Tx= g =

ler. dividendo
parci

la letra b por su valor encontrado,

cx? —3ex+¢6 .

¥=3x4+x +
divisor X ¢

divisor x L.x

Si a los dos miembros de (7) les restamos la primera parte del se
| producto del divisor por el segundo térming

undo miembro, 0 5€3, el p
obtenido del cociente (1.X) obtenemos la siguiente 1gualdad'.

_4x*+6x— ; — 2ex2=3cx+6 (8).

2% dividendo

parcial
ntre el primer div

1a diferencia ¢
por el

Como hemos indicado, a
arcial y el producto del segundo término del cociente

e llama segundo dividendo parcial.

miembros de (8) sean iguales, debera ¢ mpli

Para que los dos

que:
_4 = 2, de donde: , 9.

({Ya tenemos ch).
ad (9) nos dice que: El tercer coeficiente del cocit
dividendo P4

ficiente del segundo

La iguald
do el primer c0€

obtiene dividien
el primero del divisor.
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EL CALCULO A
LGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Al llegar

; a
minado: ai3 e_Sle punto, tenemos el coci
,b=1,¢=— el cociente complétam p
’ ente deter-

El coci
. ; iente es ;
QEUrTi, pues nues[rzor'tdmo ax“+bx+e¢ = 3x*
y ya sabiamos de amcerjne;ﬂplo fue “Prefabricad(}j—;o_L como tenia que
no que el coci I nosot :
ociente era 3x* ros mismo
a 3X*+xﬁ2 S,

Al lleg
ar a EQ[aS ,1
a de . i alturas : S——
dar una regla prdctica 5;. una vez finalizada lIa investioacié
para obtener el cociente descilgacmn, vamos
e dos polinomi
omios

ordenados segy
- segun las i
i £y S po :
ldd dividiremos en eta}gasteypf]as c}ecrcmeme“ de una i
esarrollo del ej a aplicaremos ; variable. Estz
¢jemplo anteri mos en cadse « Z508 Fegla
erior, sigui a una de sus
i etapas, al

cogim 1. : Para obten .
segun las potencias dec er el cociente de dos poli .
recientes de su variable polinomios ordenados

. s¢ PTOCede asi:

si:

Primera Etapa:

Se divi
e divide el primer 6x*—Txv—4
5 —Tx¥ .l—: - 2
+7x—2 Px*—3x+1

térmi Vi
e’pr;::jc: a'e/dd;wdendo por 9
1ero del divisor: asi e
R oora del ¢ sm’, asi P 7*‘.. 3+ x—2
i ’;”mm‘ = —3.r- +7x—2 (Primer divid
r g ividendo

2 | X X parcial

fuestro ejemplo _44‘-———_ i R | ’
e Bl };ar%;:;;jo dividendo

0 (Resto).

Segl-lnda Etapa;

o Se; ;
¥iso nultiplicq el primer térmi
r término obtenido del cocient
nte por todo 3
el di-

S r}' Se re.“{
m ; a el pr .
4 ':”'Z{i?“ de/pcl-;ffgf,:g dg{ :,ﬁv’.df’ndo. para lo cual, |
= al f'riclll :,de””'@ de x"gaa,"n hros terminos del fl.fv."so,r-.vegs .p}i?d“m os del
(Ob R0 Asi 56"70!).':'5:1:15;) i):'ambiadOS de sign(; 9:;::;??1/ Rl
o ' e er divi 3 dolos des-
Serva = imer dividendo parcial. 3
Tmi se hg =
Pu:::;]?? de] Cocil’i[r:al;iadlo esto en el esquema. El
2 destru;e* alp ‘e‘ primero del divisorﬁ PrpduC[O del
restarlo del primero del diie e
ndo).




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Tercera Etapa:
Se divide el primer término del primer dividendo parcia! por el pri-
| segundo término del cociente.

mero del divisor; asi se obtiene €

= = X

stro ejempl
En nuestro ejemplo 5=

Cuarta Etapar,

el segundo tér
del primer divi
La operacion

ente por todo el divisor y Sé
|- asi se obtiene el Segunda»;
mo en la etapa segunda.

mino del coci
dendo parc-iu
se realiza cO

Se multiplica
resta el producto
dividendo parcial.

Quinta Etapa:

idendo parcial por el pri=

er término del segundo div
término del cociente.

Se divide el prim
lo que se obtiene el tercer

mero del divisor, con

En nuestro ejemplo :g_:, = )

Sexta Etapa:

por todo el divisor ) 8€
este caso esta dif
timo dividendo pa
la division.

reer termino del cociente
dividendo parcial. En
Jda terminada. El ul
o es cero, por ser exacta

Se mulriplica el te
resta este prodzr('m del segz.mdo
rencia se anula y la operam'r)'n que
cial es el resto, que en esle ejempl

ente de
puedas Vi

s ejemplos completam
lvas en tu cuaderno y
abajo.

Seguidamente damos otros do

llados con el fin de que th los resue
car con el texto todas las etapas de tu tr

|2t —3x* 4 x+1

=
AN 67— 114 14x' —10x° +3x+4
S o33 ‘_
o 40y —3x'—3x I —x+4
s 42x‘+]1,:"rl3\"+3.'f+4
N _ 34 x4 X
ww_ Bx — 12x" - 4x+4
w);_ k- +12x —4x—4
N 0 (Resto).

- cial es el resto,

EL CALCULO B
ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTE
RAS

PR i
_jﬁix’\ i
—ix'+ Batyge 10 i—ix +4

theogx
Py gx_ ¥
— i+ ¥

0 (Resto).

DIVISION INEXACTA:

La division i
810N inexa

ma que la ex cta de dos poli :

: acta; la tnica di polinomios se efecti

parcial en vez de ser CI;;Ca diferencia reside en t:fctula ,de', la misma for-

SOI, €N Cuyo caso se detignes lun polinomio de gcll'afl (f altimo dividendo
¢ la operacion y este ﬁltinl::)egt.)r : ::[llle el divi-

ividendo pa
I~

u
acta:

3x% —2xt
+x3—3x2
—h_"r.z_x‘i—_xifjxf F2x—1 | 3% oxt g x|
xZ
—2x*+2x—1 (Resto)

C ;
omo el primer dividendo F

Sor, la 0 :
eracié
23‘72+2xp— Iac1on queda conc

.  PRUEB4
. » L .
g:)‘:sw y sumando &, rueba se realiza multi

a este produ plicando el coci
p cto el resto; el resultado d:fl;.?ée .Pol'del
oincidir

e

DfViSo
I:
Ociente- 3x3'-2;c22+x_]
3x5_2x4+x3_x2
_2_x2
+2x—1 (Resto)

3x5 — Dt 3
XX —3x24+-2x—1 (Dividendo)




TERAS
SIONES EN
CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRE

EL

L TO:
COCIENTE COMPLET

/ ocie
: > [lama € .
En una division inexactd :sje” e tiene e w

k aCClLe , ,

jent ntero mds und fJ afc; g i poco con

cociente f’d 1 divisor. S1 reflex1o i S o
inador el divisor. o o

gi:::(:gﬂdd cociente con P

la suma del

¥ eto a id :

e compl i gas

nt numerador €l H’.Sfl.),]_l FI)‘{_)-

prenderas que € pro
{ al dividendo.

“.p'uem

t0 €8
nte completd

| cocie

En el ejemplo anterior

x4
3xt—

. i al al di'\a’idt’[ld()),
I 0T el diViSOF es 1gu
o 1 0 ;

ibe ino-

on; para ello escribe dos ;rdm

e division; e, ]

plo i icalos; el producto Serd e
ne s -ociente. Suponte aho

. EI o ~ s e
it | método de coeficientes it

o de esta seccion.

(Comprueba que el p

i mi in ejem
1. Construye tu mismo un €j
" mios sencillos de g )
mios 56““\ de los trinomios € d B & o
no de 108 :omre y AVEl LR
ociente, Y 1 mplo del pr P bt oo
pudimas 8 ma tradicional y Ld-f“ e o

uci 3 : 2

n el esqu lo inico que difie 1a
B it ision.
0 S jguaies, o
g h'squema trad
c i _3
24 5x—6 por x4+ X—2

segundo gra

dendo, b
que no conocier as el

e
sinados, como -t -
: division €O

deternm , o
Despues rczlll’m la
trabajos; veras qu:
posic:on pru'-:'m'a d e
jente exacto de divid

it licional d

e los cdlculos €n el

r 6x*+ xt—6x

2. Obtener €l coc -
y efectuar la pruebd.

1 I
En los prob il
prueba €n cada cas

ando 12
y el resto, efectual

| cociente
ener el cocien ; :
iguiontes ML s cientes compietos.
gl = sbir también 105 €OC

cribir

o. Escrib
a
2 =3x+2
x+1 por 2x*—3

-2 : o

~ A .3 27\ -I 3:‘-“41\1—
Dividir: 6x -3;&7;-:2\7 s p‘oth—}
= §5x%—3x i 2 por jx*—2X e

gt — 0 X = 3x+

x*—4
xt—x+2pori
5x5 — 3X'+ /
Fr Sad 4

3.
4
5
6.

JFFINI:
) LA REGLA DE RUFFIN

al de divisio o)
bra; este caso carre_x%.r
epra, ©° - i

g as potenclas de

al cualquiera.

; n muy import e B
-aso especi e ]'cé il sion -
aciones en Ale ecientes de 2
aplicaciones € _
}{Pllca% srdenado segin |
linomio © : -
x-a. siendo @ un nUMeEro
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EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Con el fin de investigar la regla practica para realizar tales divisio-
nes (llamada la Regla de Ruffini, en honor a su descubridor) partire-
mos del siguiente ejemplo:

a,‘x?+a‘x"+a_;x:+al‘x+a_. | x—a
| boX*+b,x>b,x+ b,

Los coeficientes 4, 2, 8,, a, y 2, son conocidos. asi como a: los
coeficientes b,, b,, b,, y b, del cociente (cuyo grado es 4— 1=3) son por
2| momento indeterminados. Para determinarlos procedemos asi: E/ dj-
idendo debe ser igual al producto del divisor por el cociente mds el resto

S€a,

X'+, X +a,X* + a,x 4 q, = (boX* +b,x* + b,x4-b,) . (x—a)+R, (1),
(siendo R el resto).

Efectuemos la multiplicacién del segundo miembro:

box® +b,x* 4 b.x+b,

_X=a
box' +b, X L bx 4 bx
_—abx*—ab x*_ ab.x —ab,

boxt L (b, —ab,)x? + (b, — ab, )x*? Jr.'(b;.; = abg)_\; —ab,

T

‘eniendo en cuenta este resultado, la igualdad (1) se escribe asi:

*2 que los polinomios de los dos miembros de (2) sean iguales,

IClentes de las mismas potencias de x en ambos miembros de-
| P . . . . .

- "oHales, o sea que tendran ue cumplirse las siguientes igual-

dades. q q p & (]

:_1‘1.‘ = th:

a;:i)-,‘ab;_- d-:b.“—'ﬁf):; a,= —ab‘d:_R

€ estas
Rado g
. .

1aldades se pueden despejar los coeficientes indetermi-
‘ente, b, b, etc. y el resto R resultando:




gL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESI

1°) EI primer coeficiente

29) Cualquie

ONES ENTERAS

Estas formulas con-
tienen a la Regla de |
(3). Ruffini, que se enun- |
cia asi con palabras: J

b,=2,
b,=a,+ab,
b,=a,+ab,
b,=a,+ab.
R=a4+ab3

del cociente es igual al primero del divid

endo

(b,=4a.)-
tinto del primero) es igual a su

r coeficiente del cociente (dis
| anterior del cociente multipli- .’

correspondiente en el dividendo mds e
cado por a (por ejemplo, b, =a,+b,.a)
la y es igual al ultimo coeficiente |

3%) El resto se calcula con la misma reg
| cociente multiplicado por a

del dividendo mds el ultimo de
(R=a,+aby)

. |
En la préctica los calculos se disponen asf: Se copian los coeficien-
tes del dividendo y en su parte inferior izquierda el segundo término
del divisor, cambiando de signo asi: ]

ay

a, a, as
+a) __ab, ab, ab, ab,
a3+ab2—;b3 a,+ab,=R

ao=bu a1+abo=bx az+ab1=bz

oeficientes sucesivos del

dica co6mo se calculan los ¢

El esquema in
cen debajo de la raya:

cociente que apare

,) se copia debajo de la raya;

El primer coeficiente del dividendo (@
dandonos el primero del cociente (b, =4ao)-

ciente obtenido del cocienltq ?.

Después s¢ multiplica a por el coefi
se coloca debajo del coeficiente siguiente del dividendo (ab, se €008
debajo de a,) y se sumai, obteniendo el segundo coeficiente del co
te (b, =a,+ab, ;Ver la segunda de las formulas (3)). Con el mismO S
todo se calculan los coeficientes siguientes del cociente y el resto, 4¥

es el Gltimo niimero que aparece bajo la raya.

r la siguiente division, aplicando la R
1

Ejemplo numérico: Efectua
de Ruffini:

5x"-—3x'°'+2x2+4x-—3 | x—3
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EL CALCULO ALGEB
. RAICO CON
Coeficientes del dividendy: EXPRESIONES ENTERAS
5 4 s
Coefici 2 4 -
oeficientes del coctente y resto: +3 5 [IS 36 114 3531
' 2 38 118 3
51

g ’ p t l
EI |ail{) l[el ((N:]ellle €s 4 I ___; y OI aIItO € COC]E:Ilfe €s:

5 3 2
X 4+ 12x% 4 38x 4+ 118, y el resto 351
Hagase la prueba.

Observaciones:

I. Cuand -
) o el diviso
r .
€s X+ a se escribe X—{(=n) y
=&l estamos en
el caso

anterior; en e
. : » ste caso el ni
inferior izqui 0 el numero
ql-llerda que ha u a7 s

de la fila de COEﬁCienjt/e(Sl dileilcil:jl:;r ec? Ia parte
€ndo es —g

2. Cuando el dividend

efici 1€0do sea un i 10 7
Icientes del dividendo s Dol ncompleto, en la fila d
e co-

potenci e coloca
as de x que falten. L ceros como coeficientes de Ia
s

ICH]E[ do cuenta las obscr‘va ones anteriores s b[ e S1 ente esqu
€n Ci a TIOTES se o €l li€nte esquema
nes € en g q

3 0 — 3 g
:g +12 20 38 _76
10 —19 383 _77

=2

El grado del cociente es S—1=4

El cocie
Cnte eg: ;
Yel resto R ‘3;‘\;_6.(- +10x2— 194438

2 Divj
dir cq
n la Regla de Ruffin; —3xt_2x2
i = +1 por x+41

Coefig
ente dej dividendo
=3 0
= 0
+1

Coefig;
entes ) =
©s del cociente Y resto: Lﬁ;}_ﬁ__i

-3 ;
L SRR S

SE e LR




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Grado del cociente: 4—1=3
Cociente —3x°+ 3x*— Ltx+4', Resto = o
Hacer la prueba.

i

. Obtener los cocientes y los restos de las divisiones que se indican a conti-
1) nuacion, aplicando la Regla de Ruffini: realizar la prueba en cada caso (divi-

. ;;:é dendo = divisor X cociente + resto).

1. Dividir Ty —3x' +4x* —x+2 por x—1
2 » 3t —2x 3x'—3x+ 1 por X+ 3
3 Ax* —3x*+2x* —5x+8 por x—5
4. 7 —Sx' 42X —x+5 por x+2
5 %x“—%x“-irx:—{-x-t-l por x—4
6 5x“-§x"‘+—5xﬁ% por x+1

e TR Y o, -E o i N

TEOREMA DEL RESTO:

El resto de una division del tipo de Ruffini tiene una propiedad.,
muy importante, que vamos a demostrar y a utilizar en esta seccion;

observaremos primero la propiedad en un ejemplo y después daremos:

la demostracion general del teorema.
Efectuemos la siguiente division con el esquema de Ruffini:
a,x*+a,x* +a,x+a, x—da
Coeficientes del Dividendo:
a, a, a,

+a) a,a aa,+a,a
a, a,+ad.a da, a‘+aa+a. aa’ +a,a®>+aa%7

Observa el resto obtenido y compa
viertes de notable? Se ve que el resto coincide con el valor que I
dividendo cuando en vez de X se pone a (es decir, el segundo términd
divisor cambiado de signo. ‘
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. g}iO cualqui
I r C(x),
cuando se fija D(x), y el )resto lor

X—a
R 'Ci -
Ahora se cumpliri: D(x)—_—(x—a) Cx)+PR
| . + R,
La igualdad (1) se cum

si Ie damos el val
D(@)=(a

(1)

ple para ¢ :
or a obtenemoﬁ. odos los valores que demos a |
: .

—a -
N ). C@+R=0.C@)+R=0,R_R
_ SI observamos | i -
anteriores concluinioszlﬁl_embros primero y ultimo de 15 ;
: as igualdades

E’ l'a[or RUmMEr,
es ig erico del divid,
igual al resto de Iq division i{:?)‘if; )‘3 uando se sustituye x por a. (D,
por x—a, ’ - (D(a)),

CONDICION

DED
POLINOMIO POR x - 3 * -'PAD DE UN

Para K
de I g, 2B Polinomio, p

flVl.Siorn de/ (x), sea defSib[e o ) .

0 es 7€ .5 N r e]

= E(.ZCI valor que toma %(ijfo, Pero segun Iappmpiziina(lim;;o x_la_ el

ser Cem)‘ Y Por tanto, para %) cuand nterior e]
» 0 5ea, D(a) debe an

resto

' uie o
. el dz'vz%em;j if?‘;;ﬁrdmszblﬁ: por el binomio x —a, si
E _ para x— vy Dk
" Seguida haremos us @ 0 sea, si D(a)=0.

o de esta Propiedad_




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

VALOR NUMERICO DE UN POLINOMIO PARA x=a

La propiedad del resto de la division de D(x) por (x —a) se expre-
sa asi* R=D(a). Si leemos esta igualdad en sentido inverso concluimos
que:

El valor numérico, D(a), de un polinomio D(x), cuando se sustituye X
por a es igual al resto de la division de D(x) por X—a.

1. El valor numérico de 3x®—2x*43x*—2x*+x—4 para x=2 es el resto de
la divisién de dicho polinomio por x—2; hallando el resto por la Regla de
Ruffini, obtenemos:

3 3 =2 41 =4
2) 6 8 20 40 8
3 4 11 20 41  78=R

El valor numérico del polinomio dado para x=2 es 78, o sea, que 3x2°—
_2x24+3x2°—2x2*4+2—4=78, como debe comprobar el alumno, sdlo
que con la Regla de Ruffini el resultado se obtiene més comodamente. A
este método de Ruffini para hallar el valor numérico de un polinomio, pa-
ra un valor dado a la variable, se le llama “Método para la evaluacion de
polinomios™.

2. Hallar el valor numérico de 5x*—3x®+2x*—x+6 para x=—3.

En este caso hay que hallar el resto dela division del polinomio por
x—(—3). Se hace como se indica a continuacion:

“e@h B — i} %4b
—3) —15 54 168 507
Z18 56 —169 SI3=R.

El valor numérico pedido es 513, o sea, que 5% (=3)—3x (=3P +2X
X (—3)—(=3)+6=513.

Compruebe el alumno este valor por sustitucién directa en el polinomio.

~io e
L A

Obse.

EL CALCULO - .
ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

- Averiguar si el valo
T x=4 anula al pol; 3
Ayuda: Hal la al polinomio 3x*— ] .
IaR " ];se el_resm de la divisién del polinomio 4x°49x —;ix-4.
Bla ce Ruffini, y véase si dicho resto es cero, Por x—4, aplicando

- Hallar el valor numérico def nfin:

—Xx+1 para x= 5
- polinomio por x— o . )
m'dmmdelﬂdi"iﬁénme{valarpﬂéid:)' plicando la Regla de Ruff-

I%) 5x5_ 3y

+ 255,
29 —dry3 sz+4x—8,

X =20+ 8x*—0x4 120,

19) 31"—-.2:3 +3I’—6x+s_

29) G5
VAR a2y, 3) Sx'—3xt42e_xy

P?r Suma o
gun las com ' . pueden present

los Signos 4 =
1) xmga 2 ey Y =i etos casosson

X +a® 39 ym__ :

X+a’ S ) x™—g y ) xm_gn
Fa X—a

Los cocientes de est

Tvaremos en varios e

€staras en condicio

as divisiones siguen una ley muy regular que

jemplos y luego generalizarem
nes de escribirlos directa e i?:li;:ggg:lfrsng;t?
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EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

3 A
| Hallar ¢l cociente y €l resto de la division x\:z

El dividendo es un polinomio incompleto pues faltan las potencias x* y X/
como ya dijimos, se considera el cero como coeficiente de esas potencias;
en cuanto al divisor, €S de la forma x—(—a)

El esquema de Ruffini es el siguiente:

Coeficientes del dividendo: 1 0 0 +a
—a) —a +a —a’
Coeficientes del cociente: 1 — +a
El cociente es: x® —ax-+a?, yelresto aulo, de forma que la division es
exacta y podemos escribir:
s ——
3 3
¥+a _ yraxsal (1).

X+a

Se ve que el cociente es un polinomio homogéneo de grado 3—1=2, rcS-

pectode x ¥ de a; las potencias de x van decreciendo y las de a aumen-
tando; ademas los signos alternan positivos y negativos.

- 4
_ Hallar el cociente y el resto de 1a siguiente division: = i‘;

Procediendo igual que en el gjemplo anterior obtenemos:

Coeficientes del dividendo: 1 0 0, 0, +4;
+a) +a +a +a +4d

4a) 4@ 4 T
Coeficientes del cociente: 1 +a +a* +4 2a*=R.
Cociente: x*fax?atx+at, Resto = 2a*.

El cociente tiene las mismas caracteristicas que en el ejemplo anterior
homogéneo de grado 4_1=3,enlasletras x y & los signos son todos po
sitivos (cuando el divisor es x—a) Y @ medida que disminuyen las p@

cias de x aumentan las de a. En este caso (suma de potencias dividida pe
diferencia de sus bases) la division no es exacta.

3. Dividir x*—a* por x+4a.

El esquema es el siguiente:

= Resto.

EL CALCULO A
. LGEBRAICO
Coeficientes del dividendo: 1 CON EXPRESIONES ENTERAS
P 0 o
ociente: ¥* —gx? 4 gty -3 —a +a —g
ax*+a*x—a°, Resto = 0, (Divisisn e a 0 = Resto
Xacta),

Las car. fopr
acleristicas d .
el cocient
. . e
res; los signos alternan san Bndlo

., 2as a las de los e
divisor es x +a, 0s ejemplos anterio-

positivos i
¥ negativos, lo cual ocurre siempre
que el

4. Dividir x*—g» por 2 — i

Coeficientes del dividendo:
3 0 0
+a) +a 2 & -
] ta +a ta' g0

ta +a* +a' a7 0 = Resto

Cocient X Haxt g +a +da o = VISIOn exacta).
e: x'fagx? 252 . * R 0. (D
X X - es ( 181
n C a)
3 acteristicas del coclente so. n g 5 de S TES;
Las car € n aj 310 as a la d I(JS €as0s anteriores
) (& S
08 s18r St od, 'S positi 1 T T S X—a.
0S s0N todo osilivos, lo cual ocurre siem {4 e el divisor
e a.
T Y= = 3 R T T s
i ¢ ~ m s w— ‘f
r
A=, 2 m.&. - 'lts- _'.ﬁ\__.

Trata d
e obtener lo :
: . S COC:
a continuacién, observand 1entes y los restos de las divis
IO aterian e L] GAOH isiones que se indi
0 anteriormente: si no o gue en cada caso el ej can

es posible, emplo analogo

emplea el €squema de Ruffini

X'+g
)

x4 a
xig ' 2 =

xXT—a
e 33—,

X—a

Divy
SIBILIDAD DE x"+3a" ontre x=Eq;

amos a aplicar 1 0! a d q
I r sto para1 S g n
§e lic el teoren €l re; a nvestigar e ue casos

ife

Ahora v
I’a Suma Q = d
dl Tén i
cia de 0 i ivi
] P tencias €s d.l\risible POI’ la suma o dife
iferencia de s
sus

r Caso:

X" 4 gm

) Para
X+a obtener el rest
B (s} ha iny &
: x —= Y que susti -
Be Hene: p_ e (pO.r ser el divisor x+a_mtr en el dividendo
=(—a)4am= { 0'si m es impar =x—(=a)).
+2a™ si m es par.




EL CALCULO

XPRESIONES ENTERAS
ICO CONE
ALGEBRA

fvisi de sus bases cuan-
La suma de potencias es divisible por la suma
ge i
e :
Conchest? do el exponente es impar.
2 sustituir en el di-
Segundo Caso X"+a” para obtener el resto hay que su
i TX—8  Gdendo x por +a
-
! = 2a™.
e L isil la diferencia de sus
de potencias nunca es divisible por la
isn: Suma g
fusion:
Come bases.
— sustituir en el divi-
= el resto hay que sustituir
X —@  Para obtener assoici
O x3a ; —a (por ser el divisor x4
Ll *E dendo x por p
0 simes par.
=(~4 E_am:{ —2a™ si m es impar.
Se tiene: R=(—4) 24 )
L y es
i [Visil la suma de sus bas
La diferencia de potencias es divisible por
= o
Gt cuando el exponente es par.
F ustituir en el divi-
X" —0% para obtener el resto hay que s
Cuarto O "x—a dendo x por +a.
- r e 1. |
S e e divisible por la diferencia
Se gene R)Lu diferencia de potencias siempre es
Jusion: d
e de sus bases.
i i a de-
B anteriores par
semplos siguientes aplicamos las c:om1usu)nc:snegm“rU prmint
Ea kot EJCIT_IP e; que se indican son exactas y en caso
= ivision
- 1:- oi las divisk
cidir st

su resto:

X+4  Exacta
el
x+ta

xo+d Inexacta, R= 424"
- x+a
X+48  nexacta, Resto=2a".

—_—
x—a

¥+&  [nexacta, R=2a’.
2T
x—a

los cocientes y los re

©mos aqui, como reca

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Exacta.

Inexacta, R— _ 24a°,

xf—g

7 = Exaca.
XU _gn

8. P Exacta,

$tos (cuando sean inexactas) de las siguien-

1 xt—gt 2 x*+a°
X—a X+a
5_ 8
X6 _ g6 X't a
Bis 4, !
X—a X+a
5 X'+a x84 q¥
= X+a
Xx*—gt
7 8.
X+a

pitulacién, uno ¢ dos ejercicios de los tipos

s de Jas siguientes divisiones de mono
mio entero (dividendo multiplo
ionario: después obtener los co

mios dan como resul-
del divisor) ¥ cudles dan un
cientes exactos Yy realizar la

By EM"‘X{I"‘Z{'
el Wi
m.

dy = (wr{r‘u‘r:"
3mipuiz




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

—8ab*x’ —Sedty
%) 2ab’x H 15ab*rv*

2. Escribir los cocientes exactos (enteros © fraccionarios) correspondientes a

las siguientes divisiones y efectuar la prueba:

i

B a) (—2a%be+ 3bic>x* —2a%bex*) + Sbe

b) (—6m*n*u’ +4mPniutv' — 8mnu®) + 2mny’
) (x4 2x%yPz—5xy'z) + dxys!

#*
3. Hallar los cocientes y los restos de las divisiones de polinomios que se in-
dican; después realizar la prueba:
! ‘s a) (4x* —2x*+3x* —x+2) = 2x*—x+1)
1AL b(—6x°+3x* —4x*+8) + (3x'+4x—5)
c) (—Bx+4x*—2x*+8) + Gx*—3x*+2)
{ 4. Aplicar la Regla de Ruffini a las siguientes divisiones para obtener su
i cociente y su resto.
a) 5x*=3x*+1) = (x+5)
b) (Bx*—dx*+2x—1) = (x—4)
| C) (=20 43x*—2x0 4 X*—6x+8) + (x+1)
d) (3x'-2x241) + (x+6)

5. Aplicar el teorema del resto para hallar los valores numéricos dé los si=:
guientes polinomios para los valores que se indican:

a) 6x° —3x* +2x° +x*—9x 4280 para x= -5

b) —3x*42x*—6x*+8x—3 para x=3
c) 4x*—2x*4x*—x+1 para x=—10

6. Encontrar los cocientes y restos de las siguientes divisiones sin efectuar las
operaciones (recordando las leyes que siguen los cocientes y el teorema
resto, R=D(a). ):

= 5 5 5 __
a)f ¥ b)z-*rz , c)m n
| x—y y+z m+n
.“. \ 1 d) mt—nt e) ut vt f) Ea_zs
‘.‘"—._ V m+n u+v P—q

a‘+b‘ xt 5
g) o_p h)—i‘v—x_y

0 \0 G LF (‘[(Q o5\

EL CALCULO ALGEB
7. Averi oy RAICO CON EXxp|
.eﬂguar las divisiones de la forma X-2£2" P RESIONES ENTERAS
gulentes cocientes, sabiendo G s0m e:a"_;a uales provienen los sj.

tos: C—

a) x4 x41 53 - {::f
X'—x o

C) a2+ab+bz . +d '\:
,;5.‘

d) a*—ab4p?
€) x3+x2y+1y2+}13 Q‘S

f) x%—xt 2 \ ]
- }'-f-x i s -
8) @' —a'b+a'b* —aps 4 bt o %\\

2.5
POTENCIACION DE EXPRESIONES ENTERAS
I) POTENCIA DE UN MONOMIO:

monomio
a un exponente entero

by i mio
on potencias: n las siguientes reglas del célculo

a) (@.b.c)"=gv, pr_ oo (uars
b) (@™)r=gmen (yalid ¢" (vilida para n ente :
(valida también Paramy n gﬁt‘éﬁqﬁgﬁg' .
quiera),

"
K R TR
= el e I ) e

= o o et

L (X-y.Z):’:xﬂ_),alzs .
2 (Pt g L L L 4 §
3. fﬂL’):’:a:‘oa___an m n* p” mﬂnzpu :\‘:\
4. (gefi= g :\\:::
So(a)i=a=] . __Q )

eéntero cualquiera:




EL CALCULO ALGEBRAICO COM EXPRESIONES ENTERAS

REGLA: Para elevar un monomio (entero o fraccionario) a un expo-
nente eniero cualquiera, se eleva el coeficiente a dicho exponente y los ex-
ponentes de las letras se multiplican por el mismo exponente.

.

_3a2bacxs)4=(_3)‘_ a*. b:.&. ol xa.a = + alasblzcaxzu
__za—lxiiy-zzi)-ﬂ = (_2)—3 al=3<(-3 xﬂ(-s’ },(—'5 a(=3 pa(=3_ _iaara),az—m
Ot (A Wy (Y (3 () (= durt v

3 (=) (=) 2= =0 _ _ 3yap

1. (Aa*bcz?)* = =1—

2. (—harr)™ = =1=
3 (—4pgey =-1-
4. (—yatbeP = —71—

\:,5 (—pxyz -t = =7
N

W) 6 (—daey S = 1

B 3o T R e
ST, b ERE

1I) POTENCIA DE UN BINOMIO:

Comenzaremos estudiando el cuadrado y el cubo de un binon

para obtener después una regla general para hallar la potencia

binomio, aunque este tema sera estudiado mas profundamente

de este libro, cuando se traten los nimeros combinatorios.

a) CUADRADO DE UN BINOMIO:
Sea el binomio (a+b); para hallar su cuadrado basta multip
por si mismo:

144

EL CALCULO AL
GEBRAICO CO
N EXPRESIONES
ENTERAS

a+ b
a+b
a+ a
+ ba+b?

(a+b)=a"1Zab 1 b

p

REGLA: E/ cuadrado

mer monomio, mds el dople

mds
el cuadrado del segundo monomi
0.

de un binomio es ;
es igual al cu /
Producto del primer monomio ;g:ajosgrﬁn-
0)

1. * .
) ((:z-bi-:i);= j:“-f-?. 2 x(2y)+{2y)2 =x?
: (a_b)z_.? =(abx)* +2abx . by +(bexy) =
(D =a+2a(—b)+(—b) = a=—2ab+i= S
ar una regla para el cuadrado de una dif
lerencia).

+4xp 44y
X+ bixy?

3 fo— = = = =
( Xy ab .X) rjx}’) 2.3x)f . ab*x (ab C.7
4. (3 2x)? 2 + ) =9x },z 6ab x'y-}-asb*x

;: (3abx+2)’z)2 R, R
3 f§ g
- Pmntx _ 3mzpyeyz

) = —7—
;" (2ax+b): = )
S LAy S
(=mixy_spyp g

L3




ENTERAS
EL CALCULO ALGEBRAICO EN EXPRESIONES

0: o . "

2 CgBdo Diiii)ﬁiiooﬁg obtiene multiplicando (a +b)* por (a+
El cubo de un ;

= a*+2ab+Db
(a+b) ! :

i1 2a’h+ab?

y i Ibaz+2ab2+b-"1
L (a+b)* = a’+3a’b+3ab’+b

—
Este resultado se traduce en la siguien

[ ; jgual al cubo del primer mono-
3 de un binomio es igua s
REGIEA.I' El‘f; iiuel;‘::u:drado del primero po;- Ce:b f%ﬁ?s:gundo,
dm i!o, r'nn(:zrz ;;f el cuadrado del segundo, mds e
el pri

i R Y <
R R T e TR

N L S
T T el

. e
1 Qx+3y)P=(2x)+32x) . 3y+3. 2x) . 3y + G
l 2y 4 54xy° +27y° ) ..
=3:: +;;J;)):=(3a“b)3+3(3agb)“.(2b a)6+33(30 b) . (2b*a)
2 y =2l 4 Stathr 4360 4B e
| N +( f _+(_b)]3=(ﬂ)3+Saz(—b)+3a(— 1) s
i Ll S > (a--b)?:}t;z+3al:ﬂ+bs (Dar una regla para el cul
| I =a3_ - .
| diferencia). ) 3_
—(3ax)*=
3ax) =@y =320 . (3ax)+3(2xy)(3ax)' —(Gax)
‘ (27;‘_);;5 —36x3yta+S54xa’y —21a°x°

o s v =
e — y ! = e h

i S R R L SRR S et 2 R

L. (2a+3b) = —1—
2. (Sxy—dw) = —1—
o~ 3. (ax+byy = —1—
4. (ax=byy = —1—
5. (mx%*+nxy?)® = —1—
6. (Sxy—3uy)' = —7—

entre los coeficientes de una potencia
8uiente: :

EL CALCULO ALGEBRAICO cON EXPRESIONES ENTERAS

POTENCIAS DE UN BINOMIO DE EXPONENTE
SUPERIOR A TRES:

cncontrar una regla general que nos permita obtener rapidamente Ja
potencia de cualquier grado de un binomio,

Ya conocemos hasta el cubo, o sea:

(a+b) = a+p
(a+b): = @ +2ab+b?
(@+b) = a*+3a% +3ab* + b2

Multiplicando (a+b)* por (a+ b) obtenemos (a+b)*:
(@a+by= a*+ 3a*b 4 3ab® 4 p?
a+b
a‘+3a*h+3a%p° +ab?
+ a@’b+3ah? +3agh? + bt
(@a+b)'= a* 1+ 4a7h +6a’bh’ + 4ab’ | p°

Si multiplicé:amos (a+b)* por (a+b) obtendriamos (a+b)°, y asi
sucesivamente; pero tratemos de obtener una re

gla directa que nos per-
mita hallar la potencia de un binomio rapidamente.

La ley que sigue Ia parte literal de los términos es muy sencilla: Se
trata de polinomios homogéneos en las letras ¢ Y b, de igual grado que

¢l exponente del binomio; por ejemplo, el desarrollo de (@a+5)* es un
polinomio homogéneo en 4

Cubrir la ley que siguen los coeficientes. p
coeficientes de las potencias sucesivas de

Potencias de fa+b)

(a+b)
fat-b)?
(a+b)
(a+b)

a+b
a*+42ab4 p?

I n




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

Se observa que los coeficientes extremos son “unos” y cada coefi-
ciente no extremo es la suma de los dos que tiene encima.

Ejemplos: 3=1+2, 4=1+3, 6=3+43, etc.
Al final de este libro probaremos que esta ley se sigue cumpliendo

siempre, pero ahora vamos a utilizarla para obtener los desarrollos de
(a+b)* y (a+b)"; para ello basta afiadir dos nuevas filas al triangulo

de Tartaglia, siguiendo la ley enunciada (extremos iguales a 1 y no

extremos iguales a la suma de los dos de encima); los coeficientes de
(a+b)® son por tanto: 1, 5, 10, 10, 5, 1; y los de (a+b)® son* 1, 6, 15,
20, 15, 6, 1. Los desarrollos correspondientes son:

(a4+b)y’=2a’+ 5ath + 10a°h? 4+ 10a°b* + 5ab* +b®
(a+b)=a’+ 6a’h + 15a*b? 4 20a2°b* + 15a%b* 4 6ab® +b°

De acuerdo con este método, si quisiéramos obtener por ejemplo
el desarrollo de (a+b)*, tendriamos que seguir ampliando el triangulo
de Tartaglia (siempre con la ley enunciada) hasta llegar a su fila 15;
esto no seria dificil, pero vamos a investigar una regla directa.

Observa atentamente el desarrollo de (a+b)* y comprueba th mis-
mo que se cumple la siguiente

REGLA: a) El primer coeficiente es la unidad.
b) El segundo coeficiente es el exponente (en este caso, 6).
¢) Cualquier otro coeficiente se obtiene multiplicando €l
coeficiente anterior por el exponente de a y dividiéndo-
lo por el exponente de b aumentado en una unidad.

Comprobemos la parte ¢) de la regla con algunos coeficientes:

e 15x4 o _ 20x3 _15%2
e B8, W=, B e

Esta ley de formacion de los coeficientes, que hemos observé
el desarrollo de (a+b)°, se cumple para cualquier potencia de un
mio, lo cual serd probado mas adelante. El uso de la ley expresa
a), b) y ¢), nos permite obtener directamente cualquier potenciad

binomio.
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Apliquémosla a] desarrollo de (a+p )7 ONES ENTERAS
(a4b). = a’+7a% + Tx6 @b 4 TX6%5
7 2 2><3 a b3 +
4+ IX6x5x4
2x3x4
TX6X5x4x3x2
2X3X4x5%6

a%4+7x6x5x4x32

2x3x4xs b+
ab 7§6x5><4x3x2><1 B
3 - X3X4X5x6x%7 =
=a +7a"b+2la5b2+35614b"+35a3b‘

+21a*b° + Tabe + b,

l. Desarrolla (a
+b), (a.'_b)a
regla anterior vy co Y (a+5)* aplicando las
en el texto. ¥ comprueba que obtienes log ijmof:‘:;;:: a),ub) yc)dela
1rollos ya dados

2. Desarrolla (a+ b

fila décima, y despu primero formando un trin

S gulo de Tartaglia ha
cclamente la regla anterior, =5

I
) CUADRADO DE UN POLINOMIO:

El cuagdr
ad
o de (a+b +c¢) se obtiene multiplicindol
Adolo por si mismo:

a+b+c
a+b+c
’ a2+gg+gc+b2+bc
“+b+c);——-—._+£‘3 +be+c?
= g* S o o S
e o
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Esta formula se enuncia en palabras asi

REGLA: El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cua-
drados de sus monomios, mds la suma de dobles productos de cada mo-

nomio por cada uno de los que le siguen.

La férmula anterior se puede obtener también aplicando la pro-
piedad asociativa de la suma, y el desarrollo del cuadrado de un bino-

mio, asi:
(a+b+c) = [(a+b)+clP=(a+b)*+2(a+b)c+c*=
—=a*+2ab+ b +2ac+2bc+c*=a*+b*+c*+2ab +2ac+2bc.

| A

1. Obtener el desarrollo de (a+b+c+d)%. Aplicando la ley asociativa de la
suma y el cuadrado de un binomio se tiene sucesivamente:

(a+b+c+d) = [(a+b) + (c+d)' = (a+b)*+2a+Db)(c+d) + (c+d)=
—a®+2ab+b* +2ac+2ad+2bc +2bd+¢* +2cd+d = :
=@ 4+ b+ +d +2ab+2ac + 2ad+2be +2bd + 2cd.

Rige la misma regla obtenida anteriormente con un trinomio.

2. (axy+bzt+cuy)* = a?xzyz+b‘*z”l’+c*u”v‘+2abxyzt+2acxyuv+2bcztuv.
3. (a—b+c)?=a"+b=+cg—20b+2ac—2bc. 5 y
4. (a—b+c—dff = a*+b*+c* +d* —2ab+2ac—2ad—2bc+2bd—2cd. |

1. (a—b—c)® = —7—

2. (a—b—c+d) = —7—

3. (2xy—3zt—5uv)* = —1—
4, (=xy+2z%—3xu) = —1—

5. (ab—cd+ef) = —1—
6. (@+b = +d) = —1—

2.6 RAIZ N-SIMA DE UN MONOMIO

Definicién: 7 ; :
] “La raiz n-sima 4, ;

€ Un mono
existe, que elevado a n nos da el radic mio es oiro mo

ndo.

EL CALCuLO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

nomio, cuando

De S
mostremos el siguiente teorema fundamental:

Va.b.c = va.

El se

elevad

tiene:
(Va. vb.
Ia férmula

al producto de I

I Veabor = W5, Wi
Prueba- Qabc) = Barpocr:

2. V_32xyieps =

gundo miembro sers Ja ve
rdad
oan nqs da el radicando de] pria:n:

Vb

Voo,

que es el radicando,

— 2 xyz 29,

Prueba: (—2xp2z5)s — e
(—2xp2z8)s = —32x%192%, que es el radicando,

L Vieabic = —p__

2 VS

9

=

9

Ve ,
ra rfxiz n-sima de] primero si
T miembro; Ppero en efecto se

10
¢ —2.02b=c!,

(1).

1 Ve ).n:( Va)r. (b ¢ V) =a.b.c.
(1) nos dice que: La raiz n-sima de
S raices n-simas de sus Jactores.

un monomio es igual
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SION DE CONCEPTOS DEL CAPITULO 2

REVI

1. ;Qué es una expresion algebraica?
de una expresion algebraica? (Existe siempre valor

hay algunos casos en los que no se obtiene
as letras por ciertQs nitmeros? ;Cud-
a expresion algebraica?

valor numérico
xpresion algebraica 0
1a expresion al sustituir 1
| valor numérico de un

2. ;Qué se entiende por
numérico para una ¢
valor numérico real para
les son estos casos? ;Como se obtiene &

3. ;Qué es una formula? jSon utiles las formulas? Cita algunos ejemplos de formulas.
4. Conocida una regla (con palabras) que relacionan a varias cantidades pot medio de cier-
tas operaciones (sumas, productos, cocientes, etc.), jse puede obtener una formula que
represente a la regla? ;Tiene esto utilidad?

5. (Quéesun monomio entero?

Jen en un mMONomio entero? (coeficiente nu
as y exponentes).

6. (Cuantas partes s¢ disting mérico y parte li-
teral, y en la parte literal se distinguen letr

7. ;Qué se entiende por grado total de un monomijo? ;Y por grado respecto de algnna.s
o alguna de sus letras?

8. ;Cuéando se dice que dos monomios son se:ﬁejantes? LY opuestos? Cita algunos ejem-
plos de monomios semejantes y de monomios Opuestos.

9. ;(Qué es un polinomio entero? (Qué es un binomio? ;Y un trinomio?
10. ;Qué se entiende por grado de ua polinomio respecto de todas sus letras?
respecto a varias de sus letras? ;Y por grado respecto de una letra?

11. (Quéesun polinomio homogéneo?

denado respecto de las po
an las potencias décrecientes de su

completo, ordenado segun
do ordenado segin las potencias crecientes de su Ve

12. ;Qué es un polinomio or
nomio de quinto grado,
riable, y otro de cuarto gra

13. Explica lo que son expresiones enteras.

umerador ni en el denominad

14. ;Qué es una fraccion algebraica’. Cuando ni en el 0
algebraica en forma de mOR

guran signos + 6 —, {s¢ puede escribir la fraccion
con exponentes negativos? Escribe alguncs ejemplos.

15. ;(Qué es una expresion irracional? Escribe algunos ejemplos de expresiones i
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.Y por grado

tencias-de una letra? Escribe un poli=

16. Haz un cuadr .
0 sindpti :
_— Ptico con la clasificacién general de las expresi
- ¢{-0mo s¢ suman . resiones algebraicas.
suma de dos mon::,:; O':‘;:‘;:los':‘, LY si los monomios son semej
: tos? cjantes? ;Cuanto val
: la
18. ;Cémo se su ! e
P man varios polinomi .
términos Semqjama? omios? Cémo se di
? 1 et s baka ko et e SpCeACiln i
uccién de términos On para reducir los
semejantes?

19. ;Coémo se defin
€ la di 9

monomios? diferencia de dos monomios? ;Cémo se obtienc Ia

enc la diferencia de do

S

20. COmO se obtiene la d]jelel]ﬂ.a de dos polmonuos
[ b

21. {Cumple la diferencia asi obtenid

igual al min: ¥ a la condicio
uendo? t.POr'qu"_r c1on de que su suma ¢ T
el sustraendo es

22. ;Como se supri
4 prime a -
signo —? un parcntesis precedido del signo +? ;Y si
7 ¢¥ st estd precedido del

23, ;Cua
¢Cual es el fundamento de la multi

monomios? plicacién de monomios? ; Cé
= (Omo se m‘ﬂliplican dos

24. ;Cuél es el fun
: damento de la inli
et multiplicacién de i
B o Un monomio por un polinomi
. mio? ;Cémo
e e de la multiplicaci6 i '
Popresagie 1 cacién de dos polinomios. ; i
" en la multiplicacién de!:!us polinOIni?;;-l cuels reduccig;- gg?o-se i
== : 0S semejantes
i es el grado del producio de dos polinomios? J
57

27. ;Co ]
4-0mo se define el cociente de dos monomios?

%. 1Es po
- (s posible, mediante alpg "
:1“ mismas letras? ;Cémo se | cio, lograr que el dividendo y el divi
s monomios? 0gra esto? (Cudl es el fundamen{: d :m T aparezcan con
e la regla para dividi

29, :Cus
- iCodl es |a nomios
regla para obtener el cociente de dos m
0! ios?

30. .0uz
- {Qué condicid
n debe c i .
par s umplirse )
2 que el dividendo sea miilti PI;:r:dq::“FI mﬂ €nte sea Un Monomio enter:
sor? 0, es decir,

3 .
* iCudl g el f
undamento -
Com % para dividir - :
0 Cociente up polinomio mtﬁro‘.llﬂ polinomio por un monomio? iCuitndo resul
- - ultars
Lcémo se =
: obtiene el pri .
Plimer divi €l primer término del -
€ obt: videndo parcial? ; cociente de dos polj i )
Obtiene ¢ segundo divid: £Cémo se obtiene el scgundDPOhno-mms? ¢{Coémo se obtiene
idendo parcial? ;Cémo se obtiene el tem"‘”’g cociente? ;Cémo
rmino del cocien-
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te? ;Cuando se detiene la operacion? ;De qué grado es el cociente? ;Cuéando se dice que
la division es exacta? ;Qué relaciéon existe entre el dividendo, el divisor y el cociente
exacto? ;Qué relacién existe entre el dividendo, el divisor, el cociente y el resto de una
divisién inexacta? (En qué consiste la prueba?

33. ;Existe una regla especial para dividir un polinomio, ordenado segun las potencias de-
crecientes de x, por el binomio x —a? ;Como se llama esta regla?
Podrias obtener la ley que siguen los coeficientes del cociente de la division de

X+ a,X° + ;X" +a;X+a, por x—a?
;Cual es el grado del cociente? ;Como se dispone en la practica la operacion? ;Qué

cambio hay que hacer cuando el divisor es x+a?

34. Enuncia y demuestra el teorema del resto.

35. ;Como se averigua si una division de un polinomio por x —a €s exacta aplicando el teo-

rema del resto?

36. (Como se halla el valor numérico de un polinomio para x=4 aplicando el teorema del =
resto? ;Resulta este método més rapido que la sustitucion directa de x por a en el poli-
nomio?

- : . xmta™
37. ;Cémo se obtienen ripidamente los cocientes de la forma ——— ?

%7k g

38. ;En qué casos las divisiones de la forma —— dan cocientes exactos?

39, ;Cual es el fundamento- para elevar un monomio a una potencia‘? ;Como se eleva un

monomio a una potencia? :
40. Demuestra la regla para hallar el cuadrado de un binomio:(a=b)* = —1—
41. Demuestra la regla para hallar el cubo de un binomio: (a=b)* = —1—

42. Explica como se obtienen los coeficientes del desarrollo de la potencia de un bin
mediante el triangulo de Tartaglia y directamente.

43. Demuestra la regla para obtener el desarrollo del cuadrado de un polinomio.
44, ;Como se define la raiz n-sima de un monomio?

x % *

CUESTIONARIO DE SELECCION

Selecciona la afirmacion que corresponda al concepto enunciado al principio:

1. Las letras que se usan en Algebra representan:

EL CALCULO ALG
EBRAICO CON E
| X
Z) un nurpero fijo cada letra: T
Ci C\.'la.IanEl‘ numero real cad,a letra;
numeros enteros o fraccionarios ’

2 La CXPIESIOH al ebraica X—a o, tie valor n €TICO real:
g \/ L, a> ne lo umeri 1
€

Y ;
b)) Para todos los niimeros reales:
solo para los niimeros real ,

c €S X gue .
) solo para los valores reale que sean iguales o mayores que
:

s de x que sean menores que a

3 L«'i CX])ICSNH] al ebrai a €ne valor numerico re;
b C tien 1
2 al

;13 Ppara todo valor real de x distinto de 2;
para todos los valores reales de x- '
¢€) para todo valor real de X mayor t;{c 2

4. La expresion al . V2
gebraica =
34x 3 V5x+1 es:
a) entera;
b) fraccionaria;
¢) irracional,

5 U 1 p()h
nomio es homogéneo leSPCC!O de dOS letl as s1

d) tiene igual

grado respect .

b) en todos los términcl:s © de 1as dos letras;

€) la suma de los ex
polinomio.

intervienen las dos letras:
;

poneéntes de las dos lEu’aS es la misma en todos IDS téllﬂlllOS de
1

6. Un polj
polinomio reduci
ducido completo de 5¢ grado respecto de una |
na letra tiene:

8 .
; €inco términos;
. SEIS términos;
Mmas de seis términos.

1, El poli
Olinomj
1010 opuesto de un polinomio dado se obti
" iene:
b) “ambiando de s
“ambiando de sj

gno su l’érm'ino de mayor grado;
BN0 su término independiente: '

9 camp,
gno tod.os los términos del polinomio

iﬁndo de si




a) o

ucmomocoumﬂll“

a) el mismo coeficiente;
b) o mismo grado,
c) coeficiente distinto

b) un binomio reducido;
c) Cero.

8. Dos términos semejantes son los que tienen:
de cero y la misma parte literal.

9. La suma ﬁe dos monomios semejantes €s:

. coeficientes;
3 te es la suma de los
z ante cuyo coeficien
tro MOoNOmio SEmej

10. EI grado de una suma de polinomios es:

suma de los i i Uman;
ados de los polinomios que s€ S :

2 3 gmdoct‘fel pofirnomio sumando de menor grado; -

b; el grado de los polinomios sumandos de menor grado;

c

d) igual o menor que el grado de los

11. La suma de varios polinomios es:

a) siempre otro polinomio;
b) un polinomio, un monomio o un

¢) un polinomio de grado mayor que los

12. Para restar dos monomios:

a) se forma

b) se forma un binomio con los dos monomios,
¢) se forma un binomio con los dos monomios,

oo - polmom“'}s- i n todos los términos de los dos cambi:ctdos djc ‘
mﬁ: c?n todos los términos de los dos y cambiando de s

a) se forma un solo pol
b seforma un solo polinomio
a los términos del segundo;
¢) se forma un solo polinomio con

a los del primero.

sumandos de mayor grado.

namero real;
grados de los sumandos.

ian binomio con los dos monomios cambiados de signo;

cambiando de signo al primero;
cambiando de signo al segundo.

todos los términos de los dos y cambiando de sigao

14. La regla para multiplicar dos monomios se funda en:

a) las leyes conmutativa y asociativa del producto y

de igu.f_] base;

i i nente;
b) mla]eypammalliplicarpotcnc_:asddmxsn:om_cpo
¢) enlaley para elevar una otencia a otra potencia.

15. La multiplicacién de un polinomio

2) laley conmutativa de la suma;

156

por un menomio s¢ basa en:

la ley para multiplicar poteti®

16.

20,

21,
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b) laley conmutativa de la multiplicacién;
¢) laley distributiva de Ia multiplicacién respecto de la suma.
El grado del producto de dos polinomios es igual:

a) al grado del multiplicando;
b) al grado del multiplicador;

¢) alasuma de los grados del multiplicando y del multiplicador.

Un monomio es miltiplo de otro, es decir,

se cumple que:

a) todas las letras del dividendo tienen
b) todas las letras del divisor figuran
¢) todaslas letras del divisor figuran

) se divide el primer término

b) se divide cada término del

¢) serestan a los expo

te) los cocientes obtenidos;

divisor.

exponentes mayores que las del divisor;
en el dividendo;

en el dividendo con exponentes iguales o mayores.

- Para dividir un polinomio por un monomio:

del polinomio por ¢l monomio:
polinomio por el monomio ¥ se suman (algebraicamen-

nentes de las letras del dividendo los exponentes de las letras del

- En la divisién de dos polinomios el primer término del cociente se obtiene:

En la divisién de dos polinomios, ordenados se
Nable, g segundo

) dividiendo el segundo

a) dividiendo el dividendo por el primer término del divisor;

b) dividiendo el primer término

c)

En la divisién de dos
riable, el primer divid

a)
b)

c)

<)

dividiendo los coeficientes del
la variable al grado del divisor

restando del dividendo el divisor;
restando del dividendo el
del divisor;

restando del dividendo el
divisor.

dividiendo el primer
divisor;

del dividendo por el primero del divisor;
primer término del dividendo y del divisor y elevando .

polinomios, ordenados segilin las potencias decrecientes de su va-
endo parcial se obtiene:

producto del primer término del cociente por el primero

producto del primer término del cociente por todo el

gn las potencias decrecientes de su va-

término del cociente se obtiene:

término del dividendo por el segundo del divisor;
término del primer dividendo Farcial por el primer término del

dividiendo ¢l segundo término del dividendo por el primero del divisor.
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el cociente es un monomio entero, cuando




2. El resto de la division de dos polinomios, orden
22.

GEBRAICO CON EXPRESIONES

su variable, es:

ivi ial;
; | tercer dividendo parci A .
?:; :1 dividendo parcial de gado igual al d
¢) el primer dividendo parcial que se encu

23. Cuando s€ divide un polinomio ©
Cx por €l binomio x—4,

a) al coeficiente que ocupd el rmsme
b) al coeficiente de igual lugar en
ciente multiplicado por &
c) al coeficiente que ocupa igua
cociente multiplicado por &
ta:
24. La division (x™ 4+a™) + (x4a)es exac
a) cuando el exponente es par; .
b) cuando el exponente €5 1Mpar;
c) siempre;
d) nunca.
s acta:
25. La division (x™ +a”) =+ (x—a)es exa
a) cuando el exponente esvpar; .
b) cuando el exponente s Impar;
c) siempre;
d) nunca.

26. La division (x™—a®) + (x+ajes exacta:

a) cuando el exponente €8 .par;
b) cuando el exponente es impar;
c) siempre;
d) nunca.
; cta
27. La division (x™ —a®) + (x—a) es exa
a) cuando el exponente es par; .
b) cuando el exponente €s impar;
¢) siempre;
d) nunca.

i a pot
28. La elevacion de un monomio a una p

la ley distributiva de la potenciacio

a o
: una potencia a otra potencid;
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ivisor; L
entra de grado menor que el divisor.

i Ci s de |
rdenado segin las potencias decrecientes
cada coeficiente del cociente (

ividendo;
o lugar en el divi ‘ .
1 digvidendo menos el anterior coeficie

1 lugar en el dividendo mas el coeficient

ENTERAS

ados segln las potencias decrecientes de

a variable

distinto del primero) es igual;

nte del co-

e anterior del

encia se funda en: .
1

n respecto del producto y en I regla pard

I3 U

~ \ G, \ ‘W’?\V. LA

( LAA
WMt
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b) en la regla para multiplicar potencias de la misma base;
c) enlaregla para multiplicar potencias de igual exponente.

29. El cuadrado de un binomio es igual:

a) a la suma de cuadrados de sus términos;
b) ala suma de cuadrados de sus terminos mas

su doble producto;
¢) alasuma de cuadrados de sus

términos mas su producto.

30. El cubo de un binomio es igual:

) ala suma de los cubos de sus términos:
b) ala suma de los cubos de sus términos més la suma de sus cuadrados;

¢) alasuma de los cubos de sus términos mis el triplo del cuadrado de cada término
multiplicade por el otro término.

El cuadrado de un polinomio es igual:

a) la suma de cuadrados de sus términos mas e
todos los que le siguen;

b) ala suma. de cuadrados de sus términos mas

¢) alasoma de cuadrados de sus términos,

1 doble producto de cada término por

la suma de dichos términos;

32. Cada coeficiente del desarrollo de (a+b)" a partir del segundo es igual:

a)

al coeficiente anterior por el exponente de a;

b)  al coeficiente anterior por el exponente de a y dividido por el exponente de b;

¢) al coeficiente anterior por el exponente de a y dividido por el exponente de b au-
mentado en una unidad.

CUESTIONARIO DE DISTINCION

(Puedes distinguir las afirmaciones verdaderas de las falsas?
1

- Cuando en una expresion algebraica cualquiera se sustituyen sus letras por nimeros
feales dados, siempre se obtiene un valor numeérico real.

2. Una €xpresion algebraica rac

ional se puede expresar-sin usar la raya de quebrado, pero
Usando exponentes negativos

Un polinomio homogéneo es siempre completo.

% El coefici ' i ;
Coeficiente del producto de dos monomios es Siémpre mayor que cada uno de los

Coeficienta .
IClentes 0s factores. Corroborar la respuesta con un ejemplo.

de |
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5. El producto de un polinomio reducido (sin términos semejantes) por un monomio es
otro polinomio reducido.

6. El producto de dos polinomios ordenados segin las potencias decrecientes de una mis-
ma variable (reducidos ambos) completos, tiene como méximo un nimero de términos
igual 2 la suma de los términos de los factores menos uno.

7. Para que un monomio sea miiltiplo de otro sus exponentes deben ser multiplos de los
ponentes de este otro.

8. El nimero de dividendos parciales que ocurren en la division de dos polinomios orde-
nados segn las potencias decrecientes de una misma variable, incluido el resto (que
puede ser cero) es igual a la diferencia de sus grados.

9. El resto de una division del tipo Ruffini (divisor x—a) se obtiene sumando al tltimo tér-
mino del dividendo, el tltimo del cociente multiplicado por a.

10. El valor numérico de un polinomio para x=a se puede obtener dividiendo el polinomio
" por x—a por la Regla de Ruffini.

11. El grado de la potencia n-sima de un monomio es igual al grado de la base multiplica-"

do por n.

12. El cuadrado de un binomio es igual a la suma de cuadrados de sus términos.

13. Los coeficientes del desarrollo de la cuarta potencia de un binomio son:

1°) los coeficientes extremos iguales a la unidad;

2%) cada coeficiente no extremo del desarrollo de (a+h)' es igual a la suma del_
ciente del mismo orden de (a+ b)* con el anterior de dicho desarrollo; por €j€
coeficiente tercero del desarrollo de (a+b)* igual al coeficiente tercero de (a+0
maés el coeficiente s_egundo de (a+b).

m m
14. La division xx::—-z es siempre exacta, cualquiera que sea m (par 0 impar).

x"4a”

15. La division nunca es exacta.
x—=a

——QJ_E_ -

16. La expresion x*+ax+a* es el cociente exacto de xx =

EL CALC
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CUESTIONARIO DE COMPLETACION

1. El grado del
rod .
procucto de dos monomios es igual a. .. de los grad
iRt 5 gra
2. El grado total del cociente grados de los factores:

y divisor. de dos monomios esigual a. .

- de los grados de] dividendo

- -. de los exponentes, yele

ue figura S
ponentes. g Eura en su producto es Ia

xponen
p te con que figura en su cociente es la

.. de los ex-

4. Para tan
: que :
x+4a Sc@exacta m debe ser. .
5. Para X7 _ g
que Sea exacta m debe ser

6. x*— 2 i
ax+a es el cociente exacto de

Se
(Se supone que se busca una division del tipo X gm )
-

7. El exponente de x en (—2abx*)" es
8. La Va'be'r 5.

8 & !

9. Si el polinomio x? +1* axty
X, __1‘_); ademaés completo (es de
€0 xy en y), rellenar los térmj
tes iguales a 1.

1 ] te A 1
0. El tercer término del desarr

tridngulo de Tartaglia). ollo de (a+b)" es..

- (Hagase directamente, sip formar el

M. Elei: T
Cuarto término del cociente de x'4a

. =
o Ba

4 division d :
) € un polinomio
POr un monomio s
¢ basa en la |
[y

P
ROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO 2

(Problemmzs

[ de repaso sobre calculo algebraico)
1 Ef"H?lu .

ar |

4s Siguiente: C: ]
£ S adlu()nes redu iendo los [erminos seme ante
) fx— s b

&Y +3z
41) + (3_}'—4z+5f—2_\;) + (55—6f+3x—4w‘
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x' —ax*+ - 4+d + (—2x'+ ¢ —2bx* +-dcx—d)
(2x* —ax® +2bx* —3ex d) + (—2x*+2ax
b) (42

L ST | bx i L daxt 3x° 4 bx 2(1
c) (5\"—33}(--{— x*—bx+4c) + (=23x* 4+ 4ax' —3X"+0X—
.

i érminos semejantes:
las siguientes sustracciones reduciendo los térmi
: r las si
R ! ¢ —5x'=3x*+2x—1)
2x 4 5xt=3x+1) — (3x*+4x*—4x+1) — (
a) (3x'—2x ; b

iy b—24d]
b) [a-b——(b42aj+2a—b] — [a—2b—(2a—b) +

3. giendo P, = 2x*— 3xty + 2 — )
. P, = 3x'—4xiy 4 5x% =3P x4+

E g4 .
ERp RS - conti-
o e ; k se indican a
. sy 4 Gx2y? —3y*, efectuar las operaciones que s
¢4 —3x3y 406Xy —23V,
P, = 4x*—3x%Y
nuacion:

a) (Pi+P.) — (Ps+Py)
b) (Pi—P2) + (Pa—PJ
¢) P.—[P.—(Py—PJ]
d) P,—(P,—P;+P,)
¢) (Pi+Py) — (P.—Py)

—d)+(2b—a) = b
Probar que (a—b) —(b+c—d)+(B+c—d)+(
4.

zt—v)l=2(y+1—v—T1)
) —(z—t—t+$)] — [(x+r—35)—(p—w)—(z+1 ==
5. [(x+y—v—r)—(z

6. Multiplicar los siguientes MONOMIOs:
a) (=3x%) . (—xp*2Y)
b) (—2abc) . (—1a'be?) . (—tabe?)
o) (—3xy) - (3x9°) . (— 1xy) . (—4x'y’)
" : i inomios:
Multiplicar los siguientes monomios por polino!
il

10

a) 3ab*. (5b° — i&° + sab).
3 3 ipint
b) —imnip( m*np—gmnp + w MAP )
-3 2
¢) 0.5xp(2x%y* +4x'y— 6xy")
d) 2w (— v+ ey =3ut+ A7)
8. Multiplicar los siguientes binomios:

a) (x—14) (3x+1)

162

b) (x—3) (x—2)

¢) (2a—b) (2b—a)

d) (3m+4n) (3n—4n)
e) (abe—x?) (abc+x2)

9. Efectuar los productos que se indican a continuacién simplificando el resultado:

a) (a—1).(a=2). (a—3)

b) (x*+x*a+xg® +a%) . (x—a)

€) (x*—x‘a +x*a*—xa* +a'), (x+a)
d) (a*~2ab + b?) (a—b)

¢} 4y +2) (x—p—z)

f) (a—b) (a® —b%) (a*—p%)
g) (0.5u* + uv—0.2v*) (0.2u4v)

10. Comprobar la siguiente ignaldad:

1 a*he— {%abc(icz —36%) — Lab®c— tabla*c — 2a%c —

11. Dados los polinomios P, = 2x°—3x 41,
FZ = x“+4xﬁ2,
P, = 3,\""*2.\‘2-!'-].
PQ

= 2x+1, efectuar las operaciones siguientes:
a) (P, +P,). (P;+P,)
%) (P,.—P,). (P,—P,
€) Py: By, P, "
9P (P, + Pypy
&) Pi—p,. (Py+P,)
£) P+p, — P,. P,
&P . P — (PyP)
e pp P,
DP.P._p. p

Deyp.p, p,

12 ¢
OMprobar [a siguiente igualdad:
(g p e (n4

P=m) (p+m—n) + (m—ny (m+n+p) (m+n—p) = dmnp

EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

bet)] f=— Labe' 4 3abc.




EL CALCULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

13. Comprobar la siguiente igualdad:
(a*+a+1) (a*—a+ 1) = a+a+1

dad:

14. Comprobar la siguiente igual
'A) — x! +4y4

(x*4+2xy+2y°) - (x*—2xy+2y
15. Comprobar la siguiente igualdad:
(a—b) (c—d) + (a—c) (d—b) + (a—d) (b—c) = 0

16. Obtener los cocientes de los monomios que se indican:

a) 18a*b'c* + 6ab*c?

b) (—4a’hx®) + (—2abx?)
c) (—3m*x%y’) + (2mxy)
A (—xyz) + (B9
¢) (—3ab*x’) + (—3abx?)

_ Calcular los siguientes cocientes, usando los exponentes negativos cuando sea ne

a) (4abx+6a’bt—ab+20°) + (—4b)
b) (8x%*—4xly+ 3xy°) + (2xy)
¢) (3t —4xyz +8x7) + (3x9°)
d) (8x"-4x2+.2x-6) = (2x)
e) (—3a’hx +4ab*x? —5bx7) + (3a*b*x*)
f) (—4c‘x3y’+8xy-—60?x’y“) + (2ax®y’)
_ Obtener el cociente, ¢l resto y el cociente completo, de 1as
polinomios:
a) (6x"—3x‘+1xa—3x?+x—-4) + (2x*—=3x+1)
b) (4x*—3x'+x*—4) + (4x—1)
) (x*—2x*+4) + (x*—4x+2)
d) (ax*—3x*+2x—8) = (5x2—=2x+1)
e) (Bx*—dx*+1) + (4x*+1)
19. Considerando a la x como variable, obte
divisiones:

ner los cocientes y los restos de Ias si

a) (x*42ax+a'—b*) + x+(a—b)

b) (x*—a’) + (¥ +ax + a’)

e) (12x*—11x'y— 26x7y% +28x%y7 — 5xp4) + (3x*— Sxy-+y2)

164

cesario:

siguientes divisiones @&

EL CALC
ULO ALGEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

20. Aplicar la R,
\pli egla de Ruffini
oo inl para obtener los cocientes y los restos de las divi
as divisiones
a) 4x°—_3x° ividi
[Py e i
ity 2_x:_ x?l:;ildozpdzr x—2y después por x++é
. —2 dividid - :
d) x*4ax +a&x+a® dividido por x—aoyp;;:x-f . i
€) dx®_2x* * i h
) 4x®—2x* 1 3x* 4 dividido por x*—1 y por x*
f) ax®—2a°x* 4 347 dividido por x*

+ 1. (Hagase x*=7),
—ay por x*+a (Hagase x’=z)

21. Obtener directam
8 :
ente los cocientes y los restos de las siguientes divisi

ST s divisiones:
b) (P +n%) + (m—n)
€) (15 —v°) = (u—v)
d) (u*—v) = (u+v)
) (x*-32a°) = (x—2a)
f) (125a*b* —8a™ p3) (Sab™—2a'h)

22 R.ecoﬂocel. sin efectuar la dIVlSlO]l que las s gmﬂl te dIVIS Oones son exactas:
-y 1, S 1 S

a) (2x°—5x* 4-4x — I+ (x=1)
b) ¥t Dpros
[axt—2a2x +2a3x”+(2—a*)x—2a] + (x—a)

c % 3 z ' R

) (x*42x —8x*—10x+15) = (x—1)
d (x'+2x% _8x2_ 10x+15) + (x+3)
A : i ]

yuda: Apliquese el teorema del resto.

23, Hailal sto de cada una de las si ente: dlvlsl(l]]CS.
el Te.
d a gul S

a) (X*—3ax*—a*x g3 - (x+a)
b 5
) (x —ax’ta’x—a) + (x—a)

(E lé.ll&se €l v i — V
1 valor del d:videndo para x=aq, !'CSPCCU
—: ameme).

24 Calcy
4 lar Ias i
potenci indi
as que se indican de los monomios sigui
uientes:

a) r“'%a:bxy’)‘
b) (}X’_};zljz

€) (—
9 (-

Sabxtyziys

i m"'nxayz )2




EL CALCULO AL

€) (—2abcx’y*z* )

E) (—3a*bu*v'e' )

95, Calcular los cuadrados de los siguiente
c) (5a*h—3ab*)*

a) (3a—2b)
b) (2a*x+by)?

GEBRAICO CON EXPRESIONES ENTERAS

s binomios:

f} r%ax_ %b_}'}

. Desarrollar el cubo de los siguientes binomios:

a) (2x+3p)
b) (2a—3b)
¢) (4a*x+3ax®)’
d) (Sxy—2

27. Desarrollar los ¢

a) (x+2y+32)°
b) (x—2y+2)*
c) (a+2b+3c)?
d) (x—y—2z)°

e) (3a*x+2b%y+ 5c¢tz)"

28. Construir un tridngulo de Tart
prolongarle las filas que le faltan

29. Utilizar los coeficientes

las poten

a) (m+n)°
b) (m—n)’

(Ayuda: Puedes h

30. Calcular |

b) V—8xz
c) v 16m*n'‘p**

Y e
d W 2725

nadrados de los siguientes polinomios:

del triangulo de T
cias de los binomios que s indican:

C} (X':}’-{'-)C}v'!)“
£y (2x+3y)°

acer el primer términ
desarrollar (a=b)"; después sustituyes e
aydeb, efectuando las potencias in

as siguientes raices efectuando en cada caso la p

e) (Yax+ iby)
f) {%ab F= %'\—_‘y}.\
g) (3xyz+2xp)’

f) {a+b—c+d)?
g) (x—y+z—1t)
h) (2a—3b+4c—5d)*
i) (4ax—by+icz)’

i) Gax—iby =42

aglia hasta la fila décima. (Puedes copiar el del texto ¥
hasta la fila décima).

e) ( dax*+3%a'x)’

artaglia del ejercicio anterior para desarrollar

g (Sxi—e i) (abx I

h) (dxty+2xp°)°

o del binomio igual a &y el
n este desarrollo los valores correspa

dicadas con dichos valores).

rueba: - ta), qu
bra‘
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arte ciemmc‘olgo que el Algebra es un
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Contrar, I:a‘ \modo que se puedan en-
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del Califa Harum-al-Raschid, donde se escribio un libro titulado
1 Mucébala” que es el primer tratado sistematico de Algebra.

gy autor fue Mohamed ibn Musa Al-Khowarizmi (Al-Juarizmi) persa

de origen €D el siglo VIII de nuestra era. Aungue el libro de Al-Juarizmi

" & “facilitar las operaciones que se presentan ante las

teriia por objeto segun e
necesidades de la vida”, su conocimiento causd un gran impacto en la ma-

a de Europa.

el reinado

“Al-Jabr ud

tematic
Del nombre de Al-Juarizmi se derivé la palabra “algoritmo” (procedi-
miento de calculo o teoria de los ntmeros) v del titulo del libro “Al-Jabr

n arabe significa “reduccion” se obtuvo la palabra dlgebra.

La incognita, llamada “res” fue traducida como “cosa” v los cultiva-
es del algebra se {lamaron “algebristas” o “cosistas”. También las perso-
nas queé sabfan arreglar los huesos dislocados se llamaron “a]gebristas” por
cuanto hacian « educciones” de las fracturas y luxaciones. Como los ciruja-
nos de 1a antigitedad eran los barberos se leia frecuentemente en la puerta
de sus establecimientos: BARBERO, ALGEBRISTA y SANGRADOR.

Los arabes tomaron de los hindies el “cero”, numero correspondiente
acio. Lo llamaron “as sift” que significa “el vacio”; de alli se

labras “cifra” y “cero”.
Europa por Espafia. Juan el Hispanico tra

que €

dor

al conjunto V
derivaron las pa

E] 4lgebra se introdujo en
ibro de Al-Juarizmi en el afio 1140.
Khayyam, poeta, astrénomo Yy filosofo persa, escribio un libro
e explica la técnica o regla de encontrar las in-

dujo el 1
QOmar
de Algebra €n el afio 1100 qu

i : "
cogmtas .

“Con €
lgebra- digo que el Algebra es un arte cientl

bsoluto y las magnitudes mensurables desconoci
nadas con algo conocido, de modo que se puedan encontrar. Las cosas '1""':
cidas son cantidades o relaciones individualmente determinadas cCOBIOTSES
e cuando se examinan con atencién. Lo que se busca en este arte s

es que ligan los datos del problema con la (incognita), QUEE

bieto del Algebra”.

| auxilio de Dios y su precioso concurso -empieza Omar Khay~
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3.1 INTRODUCCION

En este capitulo comenzamos el estudio de los tipos mas sencillos
de ecuaciones algebraicas, que son las ecuaciones enteras de primer
grado; pero ;qué es una ecuacién?

- Te lo vamos a explicar con algunos ejemplos, después vendra la
definicién general.

Observa la siguiente igualdad:
3x+2 = x+6, (1)

En el primer miembro figura una expresion algebraica entera con
la variable x, y en el segundo otra expresion de la misma naturaleza.
Sustituyamos la variable, X, POr un nUmero que se nos ocurra, por
¢jemplo por 3; el primer miembro toma entonces el valor numeérico
3X3+2=11yel segundo toma el valor 346=9, y como 11 es dis-
tnto de 9 concluimos que para el valor 3 de la x no es verdadera la
1gualdad, lo que se expresa diciendo que el valor 3 de la x no verifica
(0o hace verdadera) a la igualdad (1).

.Si sustituimos el valor x=2 obtenemos: 3 X2 +2=8 como valor nu-
Merico de] primer miembro ¥y 2+6=38, como valor del segundo miem-
lm’ Y ambos valores son iguales; en este caso se dice que el valor 2 de
4 X verifica (hace verdadera) a la igualdad (1).

etc 8i continnas dando otros valores a la x (por gjemplo, 1, 4, 5, 2, 1,
) Observarss que la igualdad no se verifica (no se hace verdadera)
lgu:lg”éguno de ellos. Llegamos asi a la siguiente conclusiéon: Hay
B ades entre expresiones algebraicas (como la igualdad (1)) que

€ verifican (que solo son verdaderas) para ciertos valores de sus
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Jetras; por tanto son igualdades condicionales, es decir, queé solo son ta-
e las letras se sustituyan por cier-

les igualdades con la condicion de qu
tos valores numéricos. Estas igualdades entre dos expresiones algebraicas,
que sdlo se verifican para ciertos valores de sus letras se llaman ecua-

ciones.

icos de las letras que hacen verdadera a la igual-
dad condicional entre las dos expresiones algebraicas, €s decir, los va-
lores que verifican a la ecuacion, se llaman las raices o soluciones de la
ecuacion; la ecuacion (1) tiene por raiz o solucién al namero 2.

Los valores numer

Veamos ahora un ejemplo de igualdad entre dos expresiones alge-
braicas que €S incondicional, es decir, que s€ verifica para todos los va-

lores numéricos que s¢ atribuyan a sus letras:

(x+y):'=x3+2xy +)° (2).

1
3, La igualdad (2) tiene sus dos miembros también expresiones alge-
i braicas enteras, pero el segundo miembro resulta del primero por apli-
cacién de las leyes formales de las operaciones, que no alteran el resul=
tado de las mismas, cualesquiera que sean los valores numéricos de
letras; ta mismo puedes comprobar esta afirmacion, dandoalaxya la

los valores que se te ocurran y viendo que los dos miembros toman
&l igual valor numérico.

s entre dos expresiones algebraicas qt

| |
| Las igualdades incondicionale
sus letras, se lla

se verifican para todos los valores que se atribuyan a
identidades.

chraicas tiene como

Toda identidad entre dos expresiones alg
Igunas leyes forma:

do miembro el resultado de aplicar al primero a

las operaciones.

EC
UACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

2 1C iguien es igualdades e € X
Clasif ar las 8
g L £ d ntre e

ciones e i 3 o . F
identidades. presiones algebraicas en ecua-

» (X+y+z) = Sx +5y+5z

- (X+p) . (x=p) = Xty
. 3x4+5 = 2x+4
2x4+1 = 5x—2

Yo WO —

I:;_);a = (x2+xy+ g
Y. (x—y
| 4X+2y = 3x—};+[ )

o

3.2 CLASIFICAC
ION DE LAS EC
CONCEPTO DE EQUIVAI.ENleaElONES'

Las ecuaci
aciones se clasi
cas que fig asifican atendiend
‘ uran en sus mi endo a las expresi .
una igualdad condici $ miembros (no olvidemos up esiones algebrai-
onal entre dos expresiones alg ‘117 TSGR
ebraicas).

) Ecuacro
NES ENTE ;
TERAS: g‘na ;cuacio’n algebraica se llama ent
ando es la igualdad condicional ecrz’i

d N
05 expresiones enteras, monomios o polinomi
1 ey mios.
5 CION.
ES FRACCIONARIAS: Una ecuacién se | Vi
ama frac-

os de ¢ ;
Sus miembro, cionari

S es u ;. ria cuand

na expresicn algebraica fracciona;; s e

a, por tanto

a8 letra
$ que se consi
ebep consideran como vari e
figurar bajo denominador. ariables o incOgnitas de la ecuacién

]

CU C]OA AJ; ‘.; oRn qu as en la que =
ain

bajo
r e ;
Bl cognita (o incdgnitas) figuran

LI ERALES S n aq“e!las en Ias que, ademd.s‘ de

Que 5
€ conyi la incdeni
ideran ¢ a incdognit
n como constantes, aunque in geref};qﬁggran otras letras
naaas.
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1. La ecuacion 3x*—2x+1 —2x43, esentera, pues sus miembros son expre-

siones enteras.

45 2 3 ; L  emfinston 16155 X

2. La ecuacion Sx— =+ 1 =—=+ 7 es fraccionaria, pues su unica letra, X,
X x+

(la incognita) se encuentra bajo denominador.

l 3. La ecuacion % + 3\ x=5x"+ 1,es irracional, pues la x figura bajo radical.

ndo Gnicamente a la x como incog-
o constantes (aunque indetermina-
de su incognita

4. La ecuacion 2ax+b=5x—2, considera
nita y por tanto a las letras a y b com
das), es una ecuacion literal; ademas es entera respecto

por no figurar bajo denominador ni bajo radical.

Clasificar las siguientes ecuaciones:

L 2x* + ;—1=3x+2
2. 3% 4+ 2x — 3=4x*4+x—6
3. \/§x+1=2x=_3

4, ax+by=3x*+2* (laay I
determinados).

a b se consideran nimeros fijos, aunque N0

5. Vx4l=3x-2

CONCEPTO DE EQUIVALENCIA: L aerl

El concepto fundamental de la teoria de ecuaciones es €

ciones equivalentes.
Dos ecuaciones se llaman equivalentes cuando lienen exactame

mismas soluciones.
para probar que dos ecuadis

De acuerdo con esta definicion,
son equivalentes hay que demostrar:
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2 Que toda 01UC10 de ]a Se LlIlda 10 € de ].a rimera.

De esta f
orma queda es i
o e e e q tablecida perfectamente la equivalencia de
- Toda la tarea de los métodos
’ ra’ns.formarlas en otras e
mas faciles de resolver, ente
todas sus raices.

quivalgﬁf:srfsolver las ecuaciones consiste
' que no pierdan rai

d aices) per
diendo por resolver una ecuacién ol)btgne?-

a. nes 2x = Y —1= P
Las eécuaciones +1=3 X 1=0 no son eqmva[emes, ues si blcn el

=1 = -
valor x €S SOIUCIOD de ambas la SOlUClDIl X dela S nd (o8 (o J -}
N 1 Egﬂ a no I 5

. Las ecuaciones 2x—
raiz x=1 verifi
tienen.

1-5 —

i=5x—-6, y x i i

ool E,n 35(6 _.4x 3 sison equivalentes, pues la

m guida veremos que es la tinica raiz q
ue

3.3 TR
ANSFORMACIONES DE LAS ECUACIONES ENTERAS

. B
(

Sus raices o ;
soluciones) h
resolver : ay que transformarl
el ide arla en otras mas faci
con eStE:SytI'aDS £ ci-l ;5 que las nuevas ecuaciones que se Sv:;as g?cues ge
aciones seq ; obteniend
pues resolvi ey n equivalentes a 1 . 0
iendo a la gcua i
la Gltima transformada, que puedee . :z‘?n dfls partida,
e solucion in-

mediata, | :

cdiata, las raices que

original, que se obtengan son exactamente las de la ecuacid
16n

SUMA
DE UN MISMO NUMERO A LOS DOS MIEMBROS

Una e
€Cuac : i 1
100 dlgebfa]ca Cua!qﬂlerﬂ con la iﬂcdgﬂita X ]a

lare
mos asi:
i: 4 represen-

{x) = B(x), d
E:)Sree? presiomes algebiaﬁ:asogg ?o!: (c)Icc)asy L gimbogza” O representan
$ que toma b miembros de la s
n el primero y segundo miembros para icugc;:n. Los
A= repre_

sEHtan asi A"
S1: y i
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IMER GRADO . ok
g5 ENTERAS DE PR der el primer principio
ECUACION atencién para compren ue se expresa asi-
bes prestar 5n de ecuaciones enteras, mismo nimero,
la ;esolliicm na ecuacion se les suma un mi

s de u
mbros

imera.
cuacion equivalente a la prim

Ahora de

basa

en que s€ ;

Si a los dos gt
se obtiene 0tra

«i a sus dos
, = B(x), (1), si a sus &
.sn: Dada la ecuacion A(x) ¥y B){;t)en(emos la ecuacion
Demostracion: = mismo numero real, h, ¢

i mamo
jembros sS4 +h, (2). i Tamins
= A(.‘f)+h:B(x) ones (1) y (2) son equivalentes,

: s ecuaci 22 s de la segun-
ue probar que la e la primera lo es d

TenemOs qbaremos que toda raiz d

imera.
ara lﬂdcual igrc(i)e ]a segunda lo es de la prim
da y toda 12

): B{a):
una raiz de la primera;

entonces se cumplira que A(a
1v) Sead
(3)-

La igua]dad (
bros 135 suma

. iem-
§1 a sus dOSnﬂf 2

_ igualdad numérica, y ad numérica,
5) e yla ?ilrlr?e;%)uh obtenemos %U? lg?;lllll(zll"ldahora bien,
mos el 1 iforme Ce la Summd, & = ala

4), por la ley un amero a verifica

A(a)‘+h'”:3(a)+}élﬁri(ca) (g) nos indica que gl F:D esta primera parte.
la igualdad)nufcle es lo que queriamos proba

10 2 ] q
ecnacion (

de la ecuacion (2)); entons

rafz de la segunda ecuacion ( (4) la ley cancelativa de

; I
27) Sea d VI Slira la (4), y aplicando 2 la

i ue-
los dos mlembrqs, q :

O imi | sumando h de iembros, 4
gﬁinsa, s puede ehn};nil;lg Lo ol ag,s(;gr?o::lmeme 3
dgsee A(?Jl;:fo(z)’lo que el teorema ha queda
ecuacion (1)
bado.
APL[CACIONES:

e
de un miembro a Otro di

ar a los dos miembr
r es sumar a los ; mieﬂlbroz

und
' osél
mos que un nimero 1}):15&:e
C o
aibn lo 88 oo o Gon lg cual desaparece de s
i icho nuimero con 1 |
de dicho y con ey '
oPuef:cOe en el otro con signo cambi O cnetems pasar -
apar e ; o
s dos miembros s
L ejempi do miembro, sumamos & los dOb;nlltéH_ ros Su oF el
a : posea. Xx=4+2=1 a ¢
3 R iando x—3+3=4+3, 0 sca: x=4+43 . Le
43, resultan 7, es equivalente a la prop ot Do oo cvil
1 ? . i s . 1 :
obtemi ues el valor de la 1guogr}11;{d e
estd resue po se dice que la incognita _
ia: en este €as 1
cia; en

1), Squers

0. si en la ecuacion
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EL CALCULO ALGEBRAICO con EXPRESIONES ENTERAS
2*) Aplicando reiteradamente la aplicacion 1#) podemo
todos los ntimeros que estan precedidos de] signo

s conseguir que |
den en un solo miembro de Ia ecuacion.

L |
+ o0 del — que- ‘l

|
SUMA DE UNA M1 SMA EXPRESION EN TERA
A LOS DOS MIEMBROS:

El segundo principio en el

que se b
Nes se expresa asi:

|
. - ; . |
asa la resolucién de 1as ecuacio- |

Si a los dos miemp
Sidn entera (un mon
valente,

ros de una ecuacion se

les suma una misma expre- i
omio o un polinomio) se

obtiene otra ecuacion equi- ‘

Demostracion:
5ros les sumamos u
F(x), obtenem

Dada la ecuacién 4 (x)=B(x), (
na misma €xpresion entera.
0s esta otra ecuacidn:

1), si a sus dos miem-
que simbolizaremos por l
A(x)+ E(x) = B(x) + E(x), (2). ‘

Igual que antes tenemos

que probar que toda raiz de Ja ecuacion Il
lo es de 1a (2), y que toda

raiz de la ecuacién (2) 1o es de 1a (1). Il
Si a es solucién (0 raiz) de (1) se

cumplira que A(a)= B/
€s una igualdad numérica,

1), (3), que !

i

Si representamos el valor numérico que toma E(x) para x =g por |
Efa), y sumamos a los dos miembros de (3) el ntimero Efa), obte-

Nemaos A(a)+E(a):B(a/+E(a), (4), (por la ley uniforme de 13 su- |

1). La igualdad numérica (4) nos indica que el numero a es raiz b

de la ecuacion (2), que es lo que teniamos que probar en esta pri- I
mera parte.

(4), y por la ley cancelativa de
ero Efa) de los dos miembros,
dica que el nimero g es raiz
ueda el teorema totalmente

), qU€ nos in
‘€ 1a ecuacioén (1), con lo que g
demostrado.

ACIONES:
.

leden pasar (trasponer) términos enteros en x
: de una ecuacién, pues ell
“058 los términos opuestos,

de un miembro
0 equivale a sumar a los dos miem-
con lo que desaparecen del miembro
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ER GRADO |
ES ENTERAS DE PRIM | »
e n el otro miembro con signos cambia

IO] gjem 10 €n la ecuacl n
Segu ?

x=8 (ya resuelta).

donde estan y aparecen €

incipi erio-
ciones de los dos principios ant

Como resumen de las aplica O e tiniar o D i, po-

i n ca
res, de los cuales el pn_meio' es u
demos enunciar la siguiente:

NOS:
REGLA DE LA TRASPOSICION DE TERMI

) de
ar (trasponer)
do niimero o término entero en x sedplueil‘z l;i; . (trasp
0 . L4 }
mril::nbro a otro de una ecuaciéon cambiindolo f
un

E,ll I!al cular S€ Ie(le I()g]a! (l]]e l()(l“s l()s telllllll“s con x quedell
% . . .
en un Illle!“hl() y l“s numeros en el otro I)()! E‘,lellipl() Od()S lOS tCIII].l-
) 5 i
1 ]. 3 p
l pl’lIIlCr IIl]Cl[lbIO y tOdOS 105 numeros €n 61 Segundo-

Ll !
IEHII bleIl. 5€ u den asar [,Od.()s (0] €I nos al T1mer Ill!eﬂlbIO

quedando reducido el segundo a cero.

odos los términos a su pnm(;:;
un polinomio, cuyo grace

., g

Si en una ecuacion eniera s¢ gasanucda l

miembro, en dicho primer m_ler[; Sreomci:jantes) se llama el irc:ido afe

; ir los termino e Bama & & e pokll

e e una ecuacion ente : . PO
’ g an que el polinomio reat
ecuacion. De acu 3 priqren i . el

do grado, tercer g , ete. de o D e de
g_rgdo, Segqlilrfl:da %11 pas:ar toda la ecuacion a un mi rimi
cido que

etc.
grado, segundo, tercero,

U 1 S RS T
S L TR

- TR T S S
1. Pasar los términos e
segundo en la siguiente ecuacion:

contie i i b 0! ﬂumﬁmﬂ ‘_
ntienen x al prlmer miembro y los
que

3xf2+5x—3+4:4x—2x+3+x—1. .
terior de trasposicion de té‘rrmln o
—1+243-4, y reduaencllo término o
quivalente a la de partida, o sea,

do mucho mas facil de resolver.

Aplicando la regla an
3x +5x—4x—x+2x“:3
S5x=3, y esta ecuaca?n, es. e
mente las mismas raices, sien

2. Pasar al primer miembro todos los términos de la siguiente ecuacion ente-
ra, reducir los términos semejantes e indicar &l grado:

SX'—3x242x —4=5x" +4x*—2x 46,

Aplicando la regla de trasposicion de términos obtenemos:
Sx0—3x* 4 2x—4 5y _ 4x°+2x—6=0

¥ reduciendo los términos semejantes:

—Ix*+4x_10=0,

Se trata de una ecuacién de segundo grado, pues al reducir los términos se-
mejantes se han anulado los términos de tercer grado.

Hacemos observar que siem
no igual (como en este
bros directamente.

pre que en los dos miembros figure un térmi-
ejemplo 5x°) se puede suprimir en ambos miemr-

=EARY = o

MULTIPLICACION DE LOS DOS MIEMBROS
POR UN MISMO NUMERO:

El tercer principio necesario para resolver las ecuaciones enteras
de primer grado se enuncia asi-

Si los dos miembros de una ec

uacion se multiplican por un mismo
hiimero distinto de cero, se obtiene o

Ira ecuacion equivalente.

Demostracion: Si los dos miembros de la ecu
(1), los multiplicamos por el nimero real h#0, ob

A(x). h = B(x). h, (2).

1) Toda solucion de (1) lo es de (2). En efecto, si a es solucion de la
€cuacion (1) se cumplird: A(a)= B(a), (3), y si multiplicamos los
dos miembros de la igualdad numérica (3) por el niimero 4540, ob-
tenemos otra igualdad en virtud de la ley uniforme de la multiplica-
cidn:

Afa). h=B(a). h, (4); si observamos la
¢l nimero @ es también raiz d
€n esta primera parte.

aciéon A(x) = B(x),
tenemos la ecuacién

(4) y la (2) advertimos que
€ (2), que es lo que se queria probar
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ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
3 dad cancelati-
. lira 1a (4), y por la propie dos
= adei f;;(z)(;i\fcg) [i?)é::rxrlllgs suprimir el factor # #0 de los
va ael

miem = muestra

da A(a) B(a), que nos !
- bms’taﬁﬁiéf [cfil: diugl); asi queda terminada la demos
que a es

|
Sracitm. minadores: '—; - i;+ 3= g +1. H mem de los denominadores es 12;

APLICACIONES:

: |
multiplicando los dos miembros de la ecuacion por 12 se obtiene:
I) Trasposicién de factores (o divisores):

.

g. 2= f. 1Zea 12— g. 12 + 1.12; o sea: 6x—3x436=2x412,

HOImIlﬂdO[EE.
u

ac

U f 1S ( f ), P a q contiene de;

i 2. Transformar la siguiente ecuacign Entera en otra equivalente que no con- '
ultiplican por el nimero reci- tenga denominadores:
s i s m
. s dos miembros
En efecto: Silo

En este ejemplo el m.c.m de
cando los dos miembrog de |

los denominadores es 5x3 x2=30; multiph’-
a ecuacién por 30 se tiepe:

2 5 x %
30.§x+30.j:30.§+30_§+30_1’ o sea,

De Ia ecuacién 3x= i valor reci-

ién 3x=5, multiplicando los dos miembres por § ( . . S |

1. ocxt:»!El di Efalctor 3) qu;da' }.3x=5.4 osea: x=4% - Lmr phefsctando Cz tli 0 : 0 0
pr e :

esta ecuacion es equivalente a la

2 == do los dos miembros por2 ‘Valo[ Iect-
De la ecuacion 3 4, muinphcan

. = , x=8.
proco de }) queda: J55.2_-4.2, o sea

3. Despejar la x (es decir,
solver la ecuacion, pues
écuacion 6x=12.

dejarla sola en un m;j
las soluciones apar

embro, lo cual equivale a re-
€cen en el otro miembro) en |a

Pasando el factor 6 al segundo miembro come divisor queda:

= | 0
X =k
L\
i i numéricos: . ‘ .
II) Supresién de denominadores - -
{ ion Pasando el divisor § al segundo miembro como factor se obtiene:
] Sricos de una ecuaclon
' Se pueden suprimir los denominadores numericos
' e

n | T n "{-
F 7 Omlnado es CO‘ g
multiplicando SUs dGS mlemb (7)) po le[ m.C.m. de loide . indd

] 1o} uiva ente, pero que a no hene de”o”z na
que se Obtlene olra ecuacion eq 5 p |
dmes.

*=10x5=50,

bl

i I acidén por
En efecto: Al multiplicar los dos miembros 32131?&:1?: . rg.c -
mﬁltiprlto de todos los denominadores (el mas con
estos desaparecen.




i N 7ERAS DE PRIMER GRADO

{i ECUACIONES EN &) Si un paréntesi ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO |
“ [ . 5 ntesis estd pr ; . 1
=2 factor dentro, mulsi 15‘ ?Csd‘d" (0 seguido) de un factor, se pasaei

tiva) y despits so agli.g;’:' olo [f)or todos los términos (Iéy distribu |

. : . < e 'a la regla By : K ‘
1. Pasar todos los términos en x al primer miembro y los nimeros al quede precedido del signo -+ Ood’/aj A Segln que el paréntesis ‘ ‘|

: el —. En la prdctica se realizan los |

segundo, en la siguiente ecuacion: dos pasos de una solg ves
' 1

2Ix—543x—2=4x+1-2x+43.
' |

2. Quitar los denominadores en las siguientes ecuaciones (es decir, S
transformarlas en otras equivalentes sin denominadores): Suprimir los paréntesis en las siguientes ecuaciones: |\ |
l. (3x 2 - U
= ‘ Gx+2) —(Gx+ 1) =x — @2x 43 |
a_}———:7+—+2 ‘ K ) I
- 2 4 3 2 by X = (7_‘~ . 4) L D N I
| T + (2x — 5) = 4x — Bx + 2) — 5 |

x 1 x ! dox —[Bx — (2x - 1 _ \

B _c+2=%+5+1 N+5=241-@-3x) |

4 5 5 2 | 4. 5x — 3, (2x I

\ A DAL G- =2 5x-D 44 |

¢ 5 3x4-2 (5x =W ]
x x xX_ X < PX—4) 3. (@x—1)= — :

U BVl Al | o )= 4204 ) — 3.5 ) |

. 4. (x — — - M

1) 3.(\+l):S.(2.x“2)_4‘(.3x_]) I

SOLUCIONES

3. Despejar el valor de x de las siguientes ecuaciones: Enla 1. se tiene: 3 .
: (33X 2 — Sy — | =3 l
: =X —2x —3 \

s_ = o XYy = % .
) c) %:4 e) 3x = 18 : _ 4+2.‘.g3:4,\-73_\-ﬁ2_5 V\
' \

M g 5x=2
:..,(3.‘(—2),;_%])_.‘-__) .
N \ . - ..‘:gu-!-Aw’_:_2—31].05&&:.\'—3x+2,\—_]+5_2+3 243 I
X p BIX —bx — 3 ¥ — 6 — Iy ~ Fal=egd—c4Ix
D) g4 9 5 =9 £l 5=3 5. 8 = 10 S+ —6=2x—5x+544 f
B 2F T U — B 12k = ’
x+3_—4.\+2x+2_3‘\._§_3 ‘

dx - 4
4 3_¥-—3:le—1(}—le+4

SUPRESION DE PARENTESIS EN UNA ECUACION

Suprimir los signos de a

; rupacion (; s
guientes ecuaciones. grup (parentesis, corchetes, llaves) en las si-

Para resolver una ecuacién hay que suprimir los paréntesis que

- ¥ 4 g 1
puedan figurar en los miembros de 1a ecuacion. La supresion de paren-

tesis se funda en las reglas del calculo algebraico estudiadas en el capi=

tulo anterior:
a) Un paréntesis precedido del signo + se
nos de sus términos interiores.

I

Y= (2x 4+ 1) = 4x 4 (5x — 3)

2 4y 4 34
Y+ [Bx— @x = 1)] = 6x — @x — 1

suprime conservando los sig= !
T

4x — (3X + 2)] = 4x — f ¢
» No=dx — { — 2% — [4x — (2x D] }

' - ; ; ; o110 (3x — 2¢
b) Un paréntesis precedido del signo — se suprime cambiando de Signe ¥ = 2x+ 1) —4.(3x —2) = 6x 4 2. 135 — 2 — 3]

a todos sus términos interiores.
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_ ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

Quinta Etapa: Ahora pueden ocurrir varios casos:

1° Caso: as4o y bs%o0,

5.4.65x—2+x0—3.2x—@-22=4.6-D

Pasando-el factor as£o al segundo miembro

6. 9 [Zx_(sx_z)]=4.[2x—(3x—4)}+2

7. 8x — 2[2x — (4x — 3) + 3x] = 6. [8x — (2x — 6]
| -1
S9.{2:(f3.{4x—(er-3)]+2x}=3x—2.(x )

que es la tnica solucién, pues la ecuacién es equivalente

a la de partida.

2° Caso: a=o ¥ bs%0, o sea, o..
dice que es imposible,
multipiicado por cero

X = b; en este caso la ecuacién se .
Yy ningiin nimero que
cto igual a b0,

pues no ha
dé un produ

RA
REGLA PARA RESOLVER UNA ECUACION ENTE

DE PRIMER GRAD

Todo lo aprendido has
ra resolver una ecuaclon en

3° Caso: as~o ¥ b=o, 0 sea ax

cado por a40 da un
la ecuacién tiene sol

=0, el tnico nimero que multipli-
O CON UNA INCOGNITA: producto nulo es el ¢

I €ro, y por tanto
ucidn lnica, x=o,

resumir en una regla pa-
o con una sola 1ncogmta.
cuaciones no habra que

ta aqui lo vamos a
tera de primer grad

0sea, 0. x=0, cua
as, y en algunas €

lquier valor que se dé a la

i varias etap
Esta regla tiene o
aplicar %lgunas de ellas, por car:gzg lae
i : jemplo, si una
ondiente; por €j€ :
Eién naturalmente no habra que ap

les signos.

n de la dificultad corres-
contiene signos de agrupa-
licarle la etapa de supresion de ta-

a ecuacion, pues el
mero por cero es igual a cero.
€sie caso indeter
Ia ecuacion es u

producto de cualquier ni-
La €cuacién se llama en

minada. Lo que ocurre en realidad es que

na identidad.

a ecuacion de primer grado con una Incog-

Regla: Para resolver un

nita se procede asi:

d Veamos algunos ejemplos de los distintos casos:
_ g
rimen los signos de agrupacion en los do.

Primera Etapa: Se sup

miembros (si los hubiere).

- La ecuacién 3x=9

(a0, bs0) tiene una solucién tnica, que se ob-
tiene pasando el

actor 3 al segundo miembro como divisor; esta

imen los denominadores numéricos (si los hu-

da Etapa: Se suprim e
biere?‘:ngzz’ltiplicando los dos miembros de la ecuaci

denominadores.

Tercera Etapa: Se p
cégnita al primer miembro

solucidn es x —

én por el m.c.m de los

: 3x+2:3x +4. Antes de se
tenido de 1a ecua

2 sea igual a su triplo mas
asando el 3x del

al segundo, queda:

j 1 in-
asan todos los términos que conlienen a la

ZGS ue no ]a COnil 5 gu t e
y 0CO en a[ C

de existir algin nimero cuyo triplo mas

segundo miembro

. al primero y el 2 del primero
s en ambos mié

Srmi jante
Cuarta Etapa: Se reducen los términos semeja

bros, con lo cual se
ax=Db, (1).

184

3x—-3x=4-2 65
gun nimero cuy
acion es imposib

€a: x(3—3)=2, o bien, 0.x=2,
cida, de la form& 0 producto por cero sea 2 se

le; mo tiene ninguna solucién.

Y no existiendo nj

) it ada redu
obtiene una ecuacion, llam toncluye que ha ecu
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ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO | U

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

3. 3x+1=3x+1. Salta a la vista que se trata de una identidad, pero Sorunds
resolvamosla; pasando el 3x del segundo miembro al primero y el egunda Etapa:  El m.c.m.de los denoming : X
L i adores es 20; multiplicando |
1 del primero al segundo, queda: 3x —3x=1—1,0sea,0.x=0, 0s miembros de la ecuacién por 20: 8x_15 neo fos
que se verifica para cualquier niimero, pues el producto de cualquier =2 +4 G
ntimero por cero es igual a cero. Tercera Etapa:  8x — 15x — 2x = 4 _ |5 "y
Cuarta Etapa:  — 9x = _ || \ J
4. 3x+2=2x+2 (piensa en el nimero cuyo triplo mas 2 sea igual a ; A
" su duplo mas 2). Pasando 2x al primer miembro y el 2 del primero Quinta Ftapa:  x = —11 _ %g ‘““nj}
al segundo queda: 3x—2x=2—2, o sea, x=0, que s la Gnica solu- =2 SN\
cién de la ecuacion. r — \\ \
4 =3 Bx — 1 (x-2)] + 4,(2x—3) = i {3x _ [2.‘:—();_4)]} ¥
. - . i Primera Etapa: : i o~
A continuacién resolvemos algunos ejemplos con los distintos gra- era Elapa:  Procediendo de dentro hacia afuera se tiene sucesi L
d d dificul d mente: S1va- <& )
os de dificultad. p b N
— Iy . g2 2x 3
3 (3x z+3)+“ﬁ—'}0:.7}[3)_-_2‘,,_,_():_4)}’ N

+

‘ . | o bien:

: ” —F+E-—%+5 -3
| 5t o — T — = r—}"-k}(x—f-l-),

| Resolver las ecuaciones siguientes: ¥ finalmente:

Ll

L 3x—245x—1=4x4+2—5+x. " mEt bt B =2 o
fhi Primera Etapa: No ha lugar. Segunda Etapa: Multiplic e B :
! plicando por 20 :
R Segunda Etapa: No ha lugar dores: ueda: P que es el m.c.m de los denomina- *
s Tercera Etapa: x4+ 5x—dx—x=2-5+4+2+1 —24x 53
| +2x —444x—6=15x— 1D
i 5 =0. ; - — 10x + 5x — 20.
% Cuarta Etapa 3x=0 Tercera Etapa:  —24x + 2x + 4x — 15x + 10
La ecuacion reducida pertenece al tercer caso, (ax=0, X — Sx = ~204+4 4 6.

Quinta etapa: & _
b ., uarta Etapa: — =
con az=o); su tnica solucién es x=0. apa. 28x = — 10,

Quinta Etapa:  x = ~10_10_s
—28 28 14

2, 3x — [2¢x — (4x + D] = 5x — 3 (2x — 4).

Primera Etapa: 3x—(2x—d4x—1)=5x—6x+12,0 bien: 3x—2x+4x+1=

=5x—6x+12.

e w‘ Segunda Etapa: No ha lugar.
v | 2\ Tercera Etapa: Ix—2x44x—5x+6x = 12 — L.
1M Cuarta Etapa:  6x=11.
: ! ) Quinta Etapa: X = %

\ :2, 3. =2t
) 3.5x 7 D 10(X+2)

§x-—%x+?{ = &+

Resolver las siguientes ecuaciones:

(Dy3x 4255

st o by s o i
é' :‘\‘_“(2‘\'— l):5x+(3x__,2)
3442 @x-1=0

"\g: j.\"{5_.¥—(3x+ )}=2-3. (x—1)

Qf-j + i 1 =X 3x 2

§ -3 "

2WLCLOS

o
.
e

&

Primera Etapa:
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s, 3 2%,
@§'?+m_s 4
2
@%(x+2)=3x—§(x-—3)
B 1
Qé/.-‘%[lx-(3x+4)]:z(x—2)

1 x
ANE _2.%_3 (x—D+ =
Q.I/“w’s*“i B

< 1 = cow 4
(2)L -2 - 3+ =55+

o
| @4+ e-n-5-3(-3) J

B Ifx 1
1\, % 3 _‘) _(—+—
‘4%’%G'9+E‘ﬂ” §)T5\s 7 12

1 J
1 o __)]}
15.%.{3_[2,(_l(x_z)]}_g.{lx Bx + (x

1
: = !
16.'n‘x—2[3x—(x—§)]=5x+2.(3x 2)

/
1) 2% — Bx — D1}
17.9.(%;:4.1)_5 (%»E)_4.{5x+[ 4
1\_3 5__)
18.%(x+l)~%(x—2)=%(3x—§) d4(2 )

1 < 1
19-%(4::—2)+%ISH(SX~2)1=K'[3X'( EE

20.%(3x— %)=7-V—3-(§+1ITJ) 4

3.4

ran letras ademas de lg in;égmézsi;czsstt
i indeterminados. Sioked
JOS; il:lgqc‘lflas Gltimas letras del alfabeto y a las con

o

de las primeras (a, b, ¢, etc.).
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fi
. - uando en ella g
n se llama literal ¢ . -
Ya dijimos que una eeuatly as letras representan alﬂqm:g
ncog
epresentar a la 1
umbre rep es por le

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

La regla para resolver una ecuacién literal es la misma dada en la
que las operaciones entre letras

seccién anterior; la tinica diferencia es
hay que dejarlas indicadas.

Algunos ejemplos serviran de orientacién para resolver los proble-

mas que propondremos después.

1. Resolver la ecuacién ax —b=d— ex.
Pasando —ex al primer miembro
ax+cx=d+ b,

Sacando factor comtn a x (Cuarta Etapa): Xfa+cj=b+d, y pasando
(a+c) al segundo miembro (Quinta Etapa), se obtiene:

b+d . ; .
que es la tinica solucién de la ecuacion.

2. Resolver la ecuacién: %J-c g 2ab _ (a+b)x _bx

a+1~ " ab a

Multiplicamos los dos miembros por abfa+ 1) para quitar denominadores,
quedando: afa+1) ax+ab . 2ab=(a+1) (a+b)* x—bfa+1) bx.
Pasamos los términos en x al primer miembro y sacamos factor comin a x:
xl@(a+ 1)+ b a+1)—(a+b)*(a+ ]=—2a%*.
Sacamos ahora factor comin a {a+1) en el primer miembro, quedando:
(a+1)x . [@®*+b*—(a +b8)*1=—2a%* o sea, operando en el corchete:
(a+1). x(—2ab)= —24%*, de donde:
—2a°h* ab : s
= jab__-_(a-f- )= zz7 quees la solucién de la ecuacion.

—a—b  x—a-—¢ x—b_¢
+ =ik = = 3.

3. Resolver Ia ecuacién-

por abc para quitar denominadores,
ac* +bex— b —be* =3abe.

ndo los términos constantes al segundo
3b+abg-,‘»a“n."+m:"'+1'fc‘«fw.'.’)c“+3abc.

El segundo miembro se puede escribir sacando factor comiin a ab de sus
dos primeros términos, a ac de los dos siguientes, a 4. ¢ de los dos siguien-
tes, y descompﬂniendo 3abc en abc+abctabe, asic x. fab+ac+bc)=
-‘-ab(a+b)+ac(a+c)+br(b+c)+abc' +abc+abe; ahora sacamos factores
Comunes en e] segundo miembro, asi: 4.5 de los términos 19 y4, a.cde
l0s términos 20 ¥ 5%y b. ¢ de los términos 3° y 67, asi queda:

Multiplicando los dos miembros
queda: abx —a*h —ab® +acx —ate —
Sacando factor comtn a x ¥ pasa
Miembro queda: x(ab+ac+bc)=a

¥ —b al segundo (Tercera Etapa), queda:
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f tac.(a+c +b)+be (b+c+a)
+be)= (a+b+4c)+ac.(a+c +4 _—

Sl e in rb+c) e segundo miembro,
F'( Imente sacamos factor comun a (a+b+c) en el seg
inalme E s fact

ue nos queda: - § s
o 1.:: : b ;q (a+b+c¢) (ab+ac+bc), y cancelando el factor rab :
; Fac+oc)=(a+ 0 / J = - ) e .
’ ‘;ﬂ)—;’ los dos miembros, por la ley cancelativa, tenemos: X=a+ q
+bc) de los 0s, 2
es la solucion de la ecuacion.

acion: sustitu s la ucion x=a-+o+4c¢ la ecuacién o gina
ac Si o sol b 1 1g1n
Verific:

obtenemos: -
o p
btc)—a—c (atbtc)—b—c
ra+b+:;a_—i+ a-: +b) + a
¢

5 do miembro.
3 b +92 = 141+1=3, que es el segundo
b a

o

i s, verific: resultado, es de-
Resolver las siguientes ecuaciones literales, verificando ‘e.l e
€3501VE S siguic ‘ i omeic : :
i ompm;)ando si la solucion obtenida verifica a la ecua P
cir, ¢ S

l. ax+b=c

2. mx+n=0

3. ax+b=cx+d

4. ax+bx—cx=d

5. ax—1=1-bx

6. a(x—1)=b(x+1)

7. b.(a—14+x) = a(b—1+x)

8. a(f f'}"):“’(‘_%)
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3.5 APLICACION DE LAS ECUACIONES

8

108 un nimero (o una cantid

roblema, y los niimeros (o las ¢
tos del problema.

Algebra es la resolucion de problemas p

plir ciertas relaciones con otro

Imeros (o cantidades),

ognita (o las incéenitas .
T . e . . - |
> digebraicas, se procede de Ia siguiente forma:

DE PRIMER GRADO
A LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Una de las aplicaciones mas interesantes y bellas que se hacen del '

- : |
por medio de las ecuaciones. ‘
Un problema es una cuestion en la aue nos piden que determine- [ |
ad) que esta sometido (0 sometida) a cum- [

§ nimeros (o con otras cantidades) cono- I
dos (o conocidas).

El nitmero (o 1a cantidad) desconocido se llama la incognita del

antidades) conocidos se llaman los da-

. L ; |
Hay problemas en los que nos piden la determinacién de varjos

es decir, problemas con varias incégnitas; en
SECCIOn siguiente trataremos de estos problemas. ‘

[
EL METODO ALGEBRAICO

Cuando las relaciones que deben cumplirse entre los d

I
atos y la in- '
) s¢ pueden expresar por medio de las operacio-

Se elige la incégnita del problema y se re
(si hay varias incognitas se represe
generalmente de las altimas del alfabeto. La incognita elegida de-
be ser tal, que conocida ella pueda obtenerse facilmente. o inme-
diatamente, la fespuesta a la cuestion del problema.

presenta por una letra,
ntaran con una letra cada una)

Se expresan, con los signos del Algebra,
cumplirse entre los datos y la incognita
que se obtiene una ecuacidn (0 un sistem

las relaciones que deben
(0 las incOgnitas), con lo
a de ecuaciones),

Se resuelve la ecuacion, (o el sistem
Obtiene el nimero (o les numeros)
nes del problema.

a de ecuaciones), con lo que se
que cumplen con las condicio-

Cuando 1a incdgnita pedida sea una cantidad (o un numero espe-
“ial) hay que ver si la solucion de la ecuacién pertenece al campo

191
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de realidad de dicha cantidad, y en caso contrario se concluye que
el problema no tiene solucion real, con las condiciones exigidas

en el enunciado; por ejemplo, si nos piden la edad de una persona
y la ecuacion del problema tiene como solucién x = 2,500 anos,
evidentemente el problema seria irreal.

Insistimos pues en que, cuando la incognita del problema sea una
cantidad, hay que verificar si la solucién de la ecuacion del problema
pertenece al campo de realidad de dicha cantidad.

A continuacién damos algunos ejemplos resueltos que aclararan
estas ideas.

EJEMPLOS RESUELTOS DE PROBLEMAS
DE PRIMER GRADO:

Problema 1°): Encontrar un niimero que sumado con 16 sea igual S8
a su duplo. ' |
Resolucion: Elijamos como incognita el nimero pedido y repre-

sentémosla por la letra x. Segin las condiciones del enunciado debera )‘
cumplirse que: x+16=2x, que es la ecuacion del problema.
|

Resuelta esta ecuacion nos da x = 16, que es la solucion del pro-
blema. (Piensa, analizando el enunciado, por qué la solucion ha sido

precisamente 16). _

Problema 2°): La edad de un padre es de 42 afios y la de su hijo 18
afios. ;Dentro de cudntos afios la edad del padre serd el triplo de la delS
hijo?

Eleccion de incégnita: Tomemos como incognita, x, el nimero de
afios que pregunta el problema, es decir, los afios que han de transci=
rrir para que la edad del padre sea triplo que la del hijo.

Planteo: Dentro de x afios el padre tendra: 42 4 x afios, y el hij@
tendra 18+ x afios, y seghin la condicién exigida en el problema deb:
ser 42+x=3 . (18 4+x), con lo que tenemos la ecuacion del proble'

Resolvamosla: 42 + x = 54 + 3x, 12 _ 6.

——2.’(‘—’12. X = _—2—

dad d

La solucion de la ecuacién no corresponde al campo de realidad @
la cantidad pedida, pues los tiempos futuros se consideran positivos

&
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. . 1 . 1 ~ 1 ' .
o ql 1 ; ) ; PI s€ra l]ll'lplo de Ia'd[el_ flli-
0 Equ ale a CCIr que hunca en € uturo la edad de padle sera l’lp 2

de la del hijo; lo indi

d : 10 que nos indica la solucid i i

gdaafSoSZIl P";(ére ya fue triple de la del ]I:llci:'lg l}u?ceeggtg’éa oo b
padre tenia 36 afios y el hijo 12 afios y 3601’%)6(1112&“& e

Problema 3°): Se gu;
= o€ quieren repartir § 3
manera que i ; ir 3,870 entre tr
plo que !Z rﬁ:@ primera reciba el a{z);plo que la segunda 'fx }Dem‘onus, de
primera. ;Cudnto corresponderd a cada unaa} eneery el

) Eleccién de incdgnita: Ele
corresponderd a la se
representacion.

gimos como incégnita, x, | i
ot g , X, la cantidad que
g Persona, pues de esta forma se facilita la

Planteo d, ion:
e la ecuacicon: De acuerdo con las condiciones del proble

ma, si al segundo corr
esponden x pesos, al pri
{ | L
y al tercero el triplo de esta camidapd o sea IBJ 11121?0 Cgrresponden =
) s 2 . 2X = OX.

La suma de las tres~
o partes deb igu S
X+2x+6x=3,870, 0 bien: 9x— 3,8%(S),Erd(igcloanJ 3: L

_3870 _ .0

Las cantidades pedid

Para el segundo{) $1 4§B.en =l
Para el primero: § 430%x2=$ 860

Para el tercero: $430x6=%2 58-0

Comprobacion:
dod gl oone 8430 4+ §.860 4 $2,590 = § 3870 queres

X

la canti-

PROBLEMA 4v); ld ;
Boodog & IOOA 4[). Un gavildn pregunté a una bandada de palomas:
dic;: N e 1 10%0 omas, ;a donde vais?” La paloma capffang resnas.
. pero las que vamos, mds otras tantas, mds la mﬁzz-

mds |g ¢
! uarta par is tu 107
iban) parte, mds tu gavildn, sumamos 100”. ;Cudantas palomas

Eleccidn de incognita: 'IJ

Vi ; omemos co incOenits 4
1as que iban en la band ol o cogmita, x, €l numero de

Palor
ada, que es el que pide el problema.

Plante "
0 de la ecuacidn: D
a, vy oo .- @ ecudacion: De acuerdo con las condici 5
Y con la incégnita elegida, debera cumplirse qu(tiel'Clonea el probie
- . X X
e e 1. X 4 b7+ =100,
< €cuacion del problema.
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. p T
126.50[“(“?” de la ecuacion I\‘[ultl llCdI]dO 105 dOS mlemb 0S p()I 4

. : , queda:
para quitar denominadores, 4 11x=396, de donde

—, bien:
4x+4x+2x+x+4—400- 0 396 36.
X =55 =
11

36 3i§ 1=100.
Verificacion: 36436+ > + +

nfer[)re{cl( 101 de la solu 101 l numero ‘) riene a a pO d
I .0] C E T 3 pe L cE 1C m (5]

- de los
ue es el campo
P ida en el problema, q :an loiil
' realidad de '8 Camldf‘tc'l g:d;’dpor tant% la solucion de la ecuacion
f " s posi 1VOS,
nameros entero

[aIIlb (< de plOblEIIla de [Ollna qlle lba 36 al mas.
1€n l s n p (8] da

Problema 59): (Problema de los moviles).

V'Km/h
/
| VKm/h e

4 d Km B ¥

nte. con movimiento unifo

i insta  ve:

Dos mdoviles parten en un ,»311330 :1[ encuentro el uno del otro,d‘::ﬂ'l

B, distantes , al . Cudntas horas 4

b o L o fmv/h y¥ ¥m/h, respectivamer j(;?:ara' el punto del et
locidades de?:rr;,.se y a qué distancia del punto

rdn en enco J

cuentro?

. ” . ﬂm r
egimos como incognita, t, el ni

i sta el del
instante de la partida hae 2 st

l 1°) Eleccion de inco’ggzta&eEgl :
il ' Ia partida b
transcurriran desde ¢ o
horairzl'wconocida esta incognita se determin
cuentro;

AP pedida (siendo P el punto de encuentro).

amos por P el p

el camino AP recorrido por el pr;)‘[']zrnélogamente!
' Pewde v Km/h en t horas es .4P=1"I-d( or (2)y (3), B8
, uniforme los valores de AP y de BP, dados p
' (3); puestos los Ve
da: vi+v'i=d, ()
b La ecuacion (4) e

|
s la ecuacion del problema.
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. 3°) Resolucién de la ecuacion: Sacando ¢ factor comiin en el primer
Emlembro de (4) queda: /v + V)=d, y pasando (v+v') al segundo miem-
bro-

_d
T vy

4°) Interpretacion del resultado: Considerando v Y V' como cantida-
des absolutas (n° de km recorridos por cada mévil en 1 h) y 4 también

como cantidad absoluta (n® de km que estén separados 4 y B),
la solucién es positiva Yy nos indica que el encuentro se realiza den-

tro de

> horas.
Vv
La distancia 4P se calcula multiplicando la velocidad del primer
movil (v Km/h) per el tiempo transcurrido hasta el encuentro (L : ) ;
v

Syt
teniéndose asi: AP — f+ :, Km, que es la segunda cantidad pedida en

el problema.

Problema 6°): Dos mg.

V Km/h V' Km/h
viles parten en el mismo ins.- e S2H_, P
lante de dos puntos A y B { i
. h < 4
Situados a una distancig Je A dKkm B

dkm, en la misma direccidn

A—ﬁ; el primero lleva ung velocidad un
Velocidy uniforme de v' Km/h.
Y a qué distancia dej punto A?

iforme de v Km/h y el segundo una
éAl cabo de cudnto liempo se encontrardn

1'-’_} Eleccidn de incdg
fomo Incégnita, t, el ng
€ Inicigrge el movimien

nita: Como en el ejercicio anterior, tomemos
mero de horas transcurridas desde el instante
to hasta el instante del encuentro.

2°) Planteo de [g ecuacion: (Ver la

hiay figura).
-uacion: Si represent B=d () e MOvil que parte de 4 recorrers hasta llegar al punto de encuen-
B ! 2¢9) Planteo de la ecuac lira: AP+ BP=AB=4a& 0d Ky i : : r
i , se cumplira: : : 45 que el que parte de B, 0 sea, la diferencia entre el espacio
encuentro (ver la figura), s svil ool Tecorrig quep P

-ﬁgllra S‘,’ Por 4 y el recorrido por B es igual a d Km: refiriéndonos a la
s 8]

es el punto de encuentro se tendra:

AP — BP = 4B = 4 (1),
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do por el primer movil es igual a su

velocidad (v) por el tiempo invertido hasta el encuentro, t, o sea:
AP=vI; anig‘logamente, BP =v't, y puestos €slos valores de AP, de BP
en la ecuacién (1) se tiene: vi — v t = d, (2), que es la ecuacion del

problema.

Ademas, el espacio AP recorri

3%) Resolucion de la ecuacidén: Sacando a t factor comun en el pri-
mer miembro de (2) queda: 7. (v—v') = d, pasando el factor (v—v') al

segundo miembro, |, — que s la solucién de la ecuacion.

v—v'

Considerando las cantidades 4, v
] que en el problema anterior, si
rtenece al campo de realidad del
problema, pues si el primer movil es mas veloz que el segundo lo alcan-
zara en el futuro (tiempo positivo); en cambio, si v<V', la solucion sera

| futuro el movil que parte de A nun=

negativa, lo que significa que en €
ca encontrard al que parte de B. Esta solucién que nos da el Algebra

esta de acuerdo con nuestra intuicion, pues si el movil que parte de 4
es mas lento que el que parte de B, nunca lo alcanzard. )

4°) Interpretacion de la solucion:
v como cantidades absolutas, 1gua

y>>v', sera t positivo y la solucion pe

Problema 7%): La base de un rectdngulo mide 5 m. mds que su altu
si la base se aumenta en 3 m. y la altura se disminuye en 2 m. el d
disminuye en 12 m’. ;Cudles son las dimensiones del rectdngulo?

1¢) Eleccion de la incognita: Elegiremos como incognita X, la altur2
del rectangulo, y por la condicion del enunciado la base serda x-+
base nueva sera X+ e la anterior en 3 m.), y la

nueva (x—2).

8 (aumentada d

29) Planteo de la ecuacion: Area del rectangulo inicial:
(x+5). x=x*+3x. Area del rectangulo nuevo: (x+8). (x—2) =
+ 6x — 16, El area primera ¢s 12 m* mayor que la segunda,
x245x—(x*+6x— 16)=12,y suprimicndo el paréntesis: x245%
_6x+16=12,0sea —X+ 16=12, que es la ecuacion del pr

3%) Resolucion de la ecuacion: Pasando 16 al segundo MIEE
—x=12-16=-4,¥ multiplicando los dos miembros por —

4%) Interpretacion de la solucion: La base del rectang®

D ..
184S sy
q

EC
UACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

4+5=9. El drea

. * es: 4x9=36

tangulo i metros cuad :

gulo s 12X2=24, y Is. antigna ménos I s e i
:36—24=12.

Problema 8°): {/ :
s * Un capital de
mera fue colocad, P e 8 50,000 se dividio
las dos partefcjgnaua! 8(4}?”)’ la segunda al 10%. Lal sfnfg 50§P artes; la pri-
n afio fue de $ 3,500. Hallar cada u:af?;e!;ztereses aé
as partes.

Eleccion de incooni
€ tncognita: T
x;las ‘fa: lomemos c incéon; :
egunda parte ser4 entonces $ 50 3&1’0 miogmta la primera parte

3 = 5 ?

[ de a leII]CIa ar te €s:
rianteo de ia ecuacion. E] IﬂtCIES l p

El interés de la segunda es: (0.000—x) . 10
La suma de interes x.8
es es: (50,000 —
+ > x). 10
100 100 = 3,500.

Resolucion de la ecuacic
K acion: Multipli
2;\1—;— 500,000 — 10x= 350,000; Ui“gil(fﬂdo i
parte es: 50,000 — 75.000 = — 35,000, "

bros por 100
x=$75.000, y la

Interpretacion d.
: la solucidn: .
realidad del - ucidn: La soluciéon
fes que § ft() gg%blérg;a,l pues las dos partes de%z 1113‘;; ienece al campo de
- &-on los datos prefijados, el problema l;ze; l.rzgigte [m e
solucion.

ambiense los d

. atos de for

e ma

¢ir, de acuerdo con la rea]idggjlf ¢l problema tenga solucion real (es

L

L Divig:
Dividir ¢ nimero
Otra Sumen |8
Ayuda: Si upa

60 en dos
partes tales que, 4 de una més un tercio de la

una 5 X,
parte es x, la otra sera 60— x).

2. EI‘ICQ
nir
3 ar un nij mero e s do
tal . - s .
¢ al que su: S quintos d]SmlﬂUidDS en 3 mas sus

O cuarg
08 :
aumentados en 4, sean igual a 133

pieZd de 2
tela se he endido 'Cera S a parte
; ' s a vendid su fe T é
it parte, ma4s su cuart
4 parte aun quedan 12 metros. é CUéD[OS melros tenia la
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4. En un corral se encuentran conejos y gallinas. El nimero total de cabezas
es 30 y el de patas 100. ;Cuantos conejos y cuantas gallinas hay en el co-

rral?
(Ayuda: Si los conejos se representan por x, las gallinas serdn 30 —x).

5. Cuatro personas reunen un capital de $ 360,000. El primero tiene doble
parte que el segundo, el tercero cuadruplo que el primero y el cuarto cué-
druplo que el segundo. ;A cuanto asciende la parte de cada uno?

Ayuda: Tomese como incognita la parte del segundo.

6. Un deposito tiene tres grifos de entrada. El primero demora 3 h en llenar-
lo el segundo 4 h. y el tercero 6 h. .En cuénto tiempo se llenara el deposi-

to si se abren los tres grifos?

7. En una sala hay 420 personas entre mujeres, hombres y nifios. El niimero

de mujeres es doble que el de nifios y el de hombres doble que el de muje-

res. ;Cual es el nimero de mujeres, el de hombres y el de nifios?

y éste el séxtuplo de

8. Un padre tiene el triplo de la edad de su hijo mayor,
Cuél es la

la edad de su hermano menor. Entre los tres suman 50 anos. §
edad de cada uno?

9. Un padre tiene 46 afios y su hijo 10. :Dentro de cuéntos afios lu edad del
padre ser4 cuatro veces la del hijo? ;Cudntos afios hace que la edad del
padre era 10 veces la del hijo?

10. Dos personas A y B, juegan al billar. Por cada partida que gana uno reci-

be § 1 del otro. A comenz6 jugando con § 42y B con $ 24. Después de un

cierto namero de partidas el jugador A reunié 5 veces la cantidad de pe-

sos que le quedaron a B. ;Cudntas partidas de mas gan6 4 que B?

11. Un almacén vendio en tres dias $ 58,500. Las ventas del segundo dia fue-
ron la tercera parte que las del primero, y las del tercero fueron la tercera
parte que las del segundo. ;Cuales fueron las ventas de cada dia?

Ayuda: Representar las ventas del primer dia por 9x.

12. ;Qué numero
que se haga igual a §?

13. Hallar tres niimeros consecutivos cuya suma sea 63.

14. Pedro dijo a Luis: “Adivina los pesos que [engo, sabiendo
tenia Pedro?

15. Encontrar
do aumente en 120.

hace falta afadir a los dos términos de la fraccion 33 para

que la tercerd \
parte de ellos menos uno es igual a la sexta parte de ellos. ;Cudntos pesos.
I

un namero tal que al aumentarlo en cuatro unidades su euadras

~0 |
r . @ WT;)' w!‘
~ | — S | - ‘
_( \Ajwo N
\‘.“ ‘
ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO ] JI
$ que unos zapatos de nifo. § |
. Sa-
hombre cuestan juntos § 1.760
nto unos de hombre? C

16. gnos zapatos de hombre cuestan $ 28 mg
: iendo que 10 zapatos de nifio y 20 de
icuinto valen unos zapatos de nifio y cua

_——
)

17. La edad de un
padre es triple 1 -
doble. ;Qué edad i cadf un%l:l’e a de su hijo y dentro de 12 afios sera

’.
r

L

°

18. Una persona 3
a va de una poblacié
Km/h, . na poblacion a otra en un automovi
. E_mw_e]}-'[;’t:égrhes.c.zcc:n bicicleta a razén de 32 Km/h, Entr:‘ig f?jfﬂmn L
- ¢Cudntos Km. separan a las dos PUblaciones!'J %3 lamges

Ayuda: Si S e i 1
ad)::més. e]l en la ida u-{wcrle x horas en la vuelta invertirs \-\\.- \‘l
trayecto de ida igual al de vuelta ertird 6 —x horas,y  \_J
=y

r
L

19 Supomendo qUC €l a ua de n (2 P
gua un ar calido t Hgd = de sal Cuéan os i
al e 1 4% . antos

tros de agua pura h .
abra que agregar a 30 [
que la mezcla sélo contenga 8 2.5% de sall;trns de agua de ese mar para

\\
20. Dos moviles parten de un mismo punto y se m \ *w .
tas. Después de 5 h : ueven en semirrect \
Or. s S a5 opues- 1
[Cillice la velocidad :;s de mwmflq el movimiento se encuentran a 601:.Kes \\ )
es de 2 Km? e cada mévil, si la diferencia d m. \NJ
m? a de las dos velocidades VN - -

3.
6 PRIMERAS NOCIONES SOBRE SISTEMAS DE DOS

ECUACIONES DE P
INCOGNITAS RIMER GRADO CON DOS

que nos pi ; : que hay muc
piden determinar varios ntimeros o gantidhé)s problemas en los
ades, es decir, proble-

mas con vari . A B
as incognit
del] gnitas. En estos casos

Pproblema con los simbolos de] Algeb » al expresar las condiciones

s .

uii‘;?;r ccuaciones que deben verifi

i gmi‘z de ecuaciones. Un co

iy © 1as Incognitas verifican
a una solucion del sistema.

Los sist '
: emas més '
Mtas, Gnjcos sencillos son los d

Temos sobre

njclf;htve ijimu[ldneamente, ¥ que forman
0 de niimeros q i
ue sustiinidos e
: n
a todas las ecuaciones de] sistema se

que estudiamos en esta secceic’)qlmer grado con dos incog-
ues ma
este tema con mas profundidad Pucs mas adclante volye-




E
ECUACIONES ENTERAS DE PRIMI

R GRADO

P 99 sea ieual a 6.
ncor ¥ § ne cuya suma sed £z y cuya diferencia sec ual

{ e numeros cuya suma Jeét :
1. Encontrar dos It 5 [

debera cum-

imero por x y el segundo p
mer niimero por x y el seg I

-esentamos €l pri

-
o

nltineamente qt

plirse sim

El conjunto de do

nuestos e
jos nimeros que puestos €

aran en esta seccio
método de reduccién

<o estudi
todos que se estud

es el llamado

: 1) se obtiene: 2x T -
10 Ia =~u3c1nnes( } 9
umando las ec

hejando la x de (2) se t

S

s
ha eliminado la Incognita |

to este valor en la
p=22—14=8

cietems 1) es:
La solucién del sistema (

) =l tos son los dos niimeros que
Q y €S10Ss 5011 1V

1 Si =

L

“Maétodo de Reduccién” y lo apli-

ue |

- i
o menos el quintuplo del
duplo del segundo

Jos muimeros tales que e d
* dos 4 i

/ ) ue el
sepundo sea igual a 1, TU

sea feual a 3.

y el segundo deberd

- amero or
el primer nuUmero y P

Si representamos por X

cumplirse:

. ni los de la ).
pero podemos
licando las ecuas

io la primera ecua-

ecuaciones se

Segunda Etapa:

Tercera Etapa:

En el sistema (2)

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

0s coefici

a x, obten

P

P

=0 34 15 19 = "

. == == 2] (verificada )
19 19 19
51 6 . —
== = 3 (verificada)
19 19

ratemos ahora de resumir lo que hemos aprendido acerca del
10 de Reduccion™ en una regla practica que aplicaras a otros ej

ejer-

{GLA PARA RESOLVER UN SISTEMA DE DOS
CUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS
POR EL METODO DE REDUCCION:

Py

rimera Etapa

ognitas (

: Se igualan los médulos de
1 no fuesen iguales)
Convenientes.

los coeficientes de ung de

multiplicando las e uaciones por myj-

Se suman o se restan las ecuaciones, de forma que
a incégnita de coeficientes

de igual médulo,

Se resuelve Ig ecuaci

" obtenido se sus

n resultante con una
Stituye

sola iilaig-

en la ecuacion mds

jacil del sistema.
n con la otra incdgnita, que resuelta nos

i ,

la una ecuacio




ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
Multipliquemos la primera por 2y la segunda por 3, nos queda:

12x — 6y = 8
12x + 6y = 54 Q).

nes (2) se elimina la y (Restandolas se elimi-

Sumando las ecuacio
x = 62, de donde

naria la x, en este ejemplo), obteniendo: 24

c=82_ 3
—247 127
Restando las ecuaciones (2) queda: —12y = — 46, de donde
_—46 _ 23
Y=T12T %

31 23

Verifique el alumno que la solucion  x = = V= satisface las

'5s ecuaciones del sistema (1).

e S e e Aty P T R

Resolver por el método de reduccion los siguientes sistemas:

2x + 4y = 30 , [x-y=1
[ 1 .

. {5;;3}:: 18 {6x+ y =32

\ W —y = 4 1 x — 5y =26

{4x+3y:24 ' dx 4 y =48

9x — 4y = 2 6 xr—'.’y:fS

{1Ex+y=§6 i x 4 2y =38

EL METODO DE SUSTITUCION:

Otro método que se emplea con frecuencia para resolver Ul

ma es el de sustitucién; he aqui la regla:

202
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Primera Et
apa: Se despeja
] . una de las incéoni
ciones. Conviene ; Phje R as incogniias
si se puede, e legfreffg ‘M}'fa" incdgnita de Coe’ﬁcieé; o pegfe;’;a de lgs ecua-
incognita que tenga como coeﬁcien}y f A\idea es,
€ la unidad

Tercera Eta

pa: E/ valor enc

en el segundo mi . 'Ol’l!!’ado en la etapa se s e

o o ;g " miembro de la incognita despejada eﬁ I gunda se Sustituye
que se tiene el valor de Jg segunda incognita a etapa primera, con

. .

R T e e ST

RCSOIUCI oS IthlllaS S1 uientes [)0] el metodo de SUsi-

tucion:
X — 31 =6
4x +p = 24 (1)

Se despeja la y
» de la sesund . .
comoda de despejar: y=24 —g4t ?E?UE fiene cocficiente unitario y es la m4s

Se Sustituye este v (e] T ytenién-
alor en la i
g primera ecuacién del i
. : . sistema (l . G
de se: 2x—3 . (2; ‘\)—6- 0 sea: 2x— ;2+ 12/\';6; resuelta esta ultgma nos da:

X'

39

= pu

7+ Puesto este valor en la (2) nos resulta: y=24_4 §2_24 156 12
: S=2-10

) 7
Verificacion.
22 32 _36_a
5 = 7 ~ 7 == =6 (Verificada) Y
14_& =i, L s
7E F ek e e (Vedonn \J

b : oo
|

N-gpgg D

Degpe
qpqandoy de la primera: y = 30—3x
= 2 » (2)

Uesto .
&ste valor (2) en Ja segunda:




ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

5x—4.£;ﬁ: 14, o sea, simplificando: 5x—60+6x=14, que resuelta

11
222

| 74
5 30-3.¢7 30— 1 108 _ 54

Puesto este valor de x en @), p= 3 = 3 =5 =1

oy

o Wi o 7 54 222 108 _ 330 _ e ,;
Verificacion: |3 at 2. T = T Far=T11 = 30 (Verificada). :

74 _ 4 54 370 216 _154 _ 4 (Verificada). |

S -4 Moo

Resolver los siguientes sistemas por el méiodo de sustitucion:

| fa-r=T , [xty=% g |
t ~ S+ =32 © Vx-2p =18 |
Ny g oY= NCEE A
: \ ' x+2y=24 ' Tx + p =46

1K EL METODO DE IGUALACION

. Este método consiste en despejar una incognita en ambas ecuacio
nes e igualar los resultados, con lo que queda eliminada dicha in
nita; después se contintia como en los métodos anteriores. Es el mé
que conduce casi siempre a calculos mas largos y por tanto 00

interés practico.

Ejemplo: Resolver por el método de igualacion el siguiente sistema:
2x — 3y
Ix + 2y

Despejando la x en ambas ecuaciones ¢ igualando los resultados:

1
6

)]

1+ 3y
o

204

L Px-yr=4

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

( ),— O sea: 3+9v—_ 2 —4 f Q9
2 73 1 ¥ malnlentc, IJP =9 e nie;
- £l ¥ - po iend
13 B ndo este valor en el

i (2) 4 ‘ D
primer miembro de que esla X deSPE a d p q
da e la Timera de ( l)) ueda

I g, 5 2
r=— B _ ¥ 4

E _ 20 .
26 = 13 (Verificar la solucion),

EJERCICIOS 3.6

Resolver los

z siguientes s
método que sea m g sistemas de ecuaciones por el

as adecuado en cada caso:

SX + 4y =9 -
1.\'+3),:2 2. - Bx — 7y = \
X +y=2 3 4x+2_)' 2 P
y = 26 S,
dx + p = : (N
- {g,wév J; s, Pr-y=n e L o )
J 2+ p=4 6. 2x+3_1‘_v!
y=135
4x — 2y — ’
7. ey = 8
{2x+,.:4 8. {—2-f+6_v=14 .
el Sew Bu2s 2 {3 y = 21
10, {":k‘—s X+y=4
9x + 5y —
3 4y = 1. + i 4
=1 {3x+2).=5 12, {72“"3_1‘:6
X+y=4

€) {80: — 30y = 100

b) {h + =10

G 3} & (Resp.: x=2, p=2)

: Biivi
20x 4 10y = 80 (Dividanse por 10 las ecuacion

Simp].iﬁcarlas)_

(Resp,; x = 272 yo= ]7?)

€S pira
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ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GR

es la ecuac

6n que resulta de multiplicar los dos miembros de y

= ] na ecuacion por
) numeroe, distinto de cero?
1 ndo I ; : -
. 1 minadores multiplicandc licaciones tiene esta transform ¢ion?
X ) 5 Quitar denominador I
d [Y, =, 5 (Q .
! ‘b b y la segunda por 6). .

Enuncia la “Regla de trasposic

1 de términos” v exp

a su fundamento,
% +% = 4 ( Resp.: x = = J. Explica la regla para resolver una ecuacion de primer grado con un
Exnlics s = " - neds & B .
) ; o 14 10 . Explica lo que Como se puede expresar un problema mediante una

'd Y 4 V. == U . y = 11 . g .
o S X+ 4Y Resp.: x = i’ 7 11 ecuacion &
e) . e =y

lg‘\_ — Ly = £

ndo la incogni

ta de un pr

lem
¢ entiende por campo de realidad d

intid
1L

€S una car mero abstracto), ;qué
la incognita? ;Puede ocurrir que la ecuacion de
vblema tenga solucién Y que ésta no pertenezea al campo de realidad de la incg

¢ consiste el “Mérodo de Reduccion’

primer grado con dos incognitas?

" para resolver un sistema de dos ecuaciones

lica el “Método de Sustitucioén™
erado con dos inc
método cr

para resolver un sistema d

e dos ecuaciones de pri-

©€s que es mas ventajoso?

1 APITULO 3
§ REVISION DE CONCEPTOS DEL CAPIT

CUESTIONARIO DE SELECCION
' identidad?

3

cuacid una id
& cia existe en una ecuacion y g
1. ;Qué diferencia existe entre s Qusbaris
-l iende per raiz o solucion de una ecu
{Qué se entiende por ra

>elecciona la afirmacion que corresponda al concepto enunciado al principio: |
l. La expresion (x 4 ). (x

|
. |
y =y =x" = jpes: r
‘ ) a identidad; i
2. ;Cémo se clasifican las ecuacion T I‘l
| [ & 9 |
i jones son equivalentes’ ivalentes?
o se dice que dos ecuaciones son equ es son equiv
3. ;Cu4ndo se dice que s
3. {Cuan

s ecuaci
strar que dos ecua
) bar para demostrar q
 Oné s hay que probar p
;Qué partes hay q

“auéﬂ €s I
i 9
10 cualgquiera’ 1 ‘J'
1 51 ante a ecuacion LlldlL‘ -
6 ede representar simbolicamente una ect i - aiembiol d I I |
) ((‘\ psps) i o -l lores numéricos que toman los dos ‘
presentan los valores ricos ¢ dos miembros de 1a € ‘
;Como se represe
G i I
= 2 ara x = d:
A(x) = B (x) para , B g
Si a es raiz de la ecuacion, jque se cumpie: { .
a es raiz : |
5 Aa a ecuacion un mi 3| i )
} - q 1bros de un - 7 i
3 - que a de sumar los dos Il'llé? 1 - \ " | .
5. ;Como es la ecuacion que g e
) L‘(V( . " : ? (Qué aplicaciones tiene esta trar sformac
N mo nUmeEro: j\Juc aps i n

cuacion uA%
i rembros de una ecua R
sulta de sumar a los dos miem S ) “
;Como es la ecuacion que resulta de Al
i expresion entera de la variable? 7’_
Oout el e esta transformacion?!
;Qué aplicaciones tiene esta transi
A

6.

206



ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

. Si g es raiz de la ecuacion 4(x) = B(x) se cumple:
a) A(a) > Bfa);
b) A(a) = Bfa);
c) A(a)<Bfa).

. Si h es un namero real cualquiera, las ecuaciones A(x) = B(x) y 4 (x) + h = B(x) + h

tienen:

a) exactamente las mismas raices;
b) la primera tiene menos raices que la segunda;
¢) la primera tiene més raices que la segunda.

. Si E(x) representa una expresion entera en x, las ecuaciones A(x)=B(x), y A(x)+E(x)=
= B(x)+ E(x) tienen:

a) las mismas raices;
b) la segunda més raices que la primera;
c) la primera mas raices que la segunda.

. Sih=£o0, A(x) = B(x)y A(x). h=B(x). h son ecuaciones equivalentes, y est¢ principio
se aplica para:

a) trasponer términos de un miembro a otro;

b) para suprimir paréntesis;

¢) para transformar una ecuacion que tiene denominadores numéricos en otra equiva- |
lente sin denominadores.

_ Para resolver un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas por el
“Método de Reduccién™. |

a) se despeja una incognita de una ecuacién y se sustituye en la otra.

b) se despeja una incognita de ambas ecuaciones y se igualan resultados;

c) se igualan los modulos de los coeficientes de una incognita, multiplicando las ecua= |
ciones por nimeros convenientes, y se suman o restan las ecuaciones obtenidas d&

forma que se elimine una incégnita.

CUESTIONARIO DE DISTINCION

;Puedes distinguir las afirmaciones verdaderas de las falsas?

1. Una ecuacion es una igualdad incondicional.

n equivalentes cuando tienen exactamente las mismas solucioness

[35]

. Dos ecuaciones se llam
]

3. Las transformacionss ¢ una ecuacidn consistentes en sumar a sus dos miembros
"
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misma expresion e _—
it u olp niera, o en multiplicar los dos miembros POT un mis " .
g ras ecuaciones equivalentes a la de partida mismo nimero, dan

C o .
4. uando se quitan dell(ﬂllllladOIES NUMETICOS se PUEde EICVal el gxado de una ecuacion

5. Los médulos de los coeficientes de
€0 X, y, se pueden igualar multipli
cente de x en la segunda, y la segu

% . :
; e:; un sistema de dos ecuaciones de primer grado
Zn o la primera ecuacién por el médulo del coefi
B ; =
a por el médulo del coeficiente de x en la primera

CUESTIONARIO DE COMPLETACION

1. Completar el térmi
mino que falta en las siguientes i
gulentes ecuaciones para i
que admitan la raiz x=2:

a) x+3'=2x 4 72 _
b)2x_5:4x‘_?k
)5x+8=Tx 424 —1—

. Completar los términos
en identidades:

(=]

ue f; igui i
que faltan en las siguientes igualdades para que se conviertan

a) (x +'V)"' =Xy 2 + 2
B (x + yf = x* 4 3x° P =0 + 0

o) =2

x—agd=-%Y+-1-+a

d) (% — P=x=9 + 3xp? _},-.

. Para resolver el sistema {3-“ -y =1

2x + 3y =10 por el método de reduce
= ¥ la segunda por —?

. Si el sistema {2x +y=4

X4y=2

[

ién se multiplica Ia

primera ecuacién por —?
—- Asi se puede eliminar la —9—.

=

liene por solucién para la x el niimero Zlay = —9

Si enla cua 1ax = b, a 75 o, el ni ero de solu ones de la C ?
€Ccu
Cl0 y , €l num olucion de L €cuacion es

. Sien] s
decuacidnax = b, g =
X =ba=o0b i ;
se llama , 7 0, el nimero de soluciones es —?7—, L4 ecuacion

- Sien| Te = = = T !
a ecua G i
cinax=b,a=o¢, b= o, el niimero de soluciones es —?

[ P -
o ?—; la ecuacién se
8 Dag
4da la ecuacién A(x) = B(
oy n A(x) = Bfx), (1), complet ‘gl |
Deg e aacin 409 = B L. pletar lo que falte en las siguientes ecuaciones

o A0+ Vo= By 4 o,
) 3 A(x) = 7 B(x).




ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO y .
A(x) + E(x) = B(x) + —7— (E(x) = expresion entera x).
c) A(x, = By
d) A(x) + x* + 1= B(x) + ...

€) A(x}.\/g_: B(x). —=7—.

3
PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO

i imer grado:
Resolver las siguientes ecuaciones de primer g

8 sp.s X = 5)
7(x - N\=4+5 (Resp:x
1.%(x—%)+g(§ 7) 9
5x 6 [ = fhg)=450,000 (Resp.: x = 90,000)
2_T+2x+ ( 39

¢ .. _ _abc )
3'£+%:C (Res.._x_——(a+b
| ab
JREE_ XD, (ResP-:X:b_a)
a £
5, alx—a)  bx=b)_ \  (Resp: x=a+b)
b a .
= x—3 =] Resp.: ,\‘:7)
S ek (Resp

7. 5(x=35)_10=8 )(];4 +2  (Resp.: x = 425)
6

g X+l _ 2x—=5_ _ x+47 (Resp.: imposible)
: 6

i é is conveniente:
Resolver los siguientes sistemas por el método mas

x4+ =20

(RCSP.Z x =5, Pr= ”
2x— 10y =0 ‘

9.

- {12x +3=6 (Resp.: x = 16, y = — 62)

Sx +y =18

y

=

1L J{ (RESP-: xX=4a y= b}

bx g a-]': 0

9] leacion de oro ¥ plala PESE 128 gl amaos Y tiene una ]Cy de 0.915 bCuén!a
12 aa

hay que fundirle para rebajarle la ley a 0.8407
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13. Dos toneles de capacidades vy v/ Tespectivamente estan llenos, el primeto de vino y el

segundo de agua. ;Cuintos litros hay que intercambiar del uno al otro para que las dos
mezclas sean idénticas?
14. Un tren parte de una estacion y recorre 28 Km. en § h.; de otra estacion situada 32 Km.
antes que la primera, parte 8 horas después otro tren que recorre 20 Km. en 3 h. ;Cuén-
do y donde ser4 alcanzado el primer tren por el segundo?

(Resp.: El primer tren es alcanzado después de 80 horas de su partida. y a 448 Km. de
su estacion de partida).

Lh

Una persona coloca 3 de su capital al 8% y el resto al 10%.,

obteniendo un interés anual ’
de $ 18.000. Hallar el capital

16.

Una persona coloca los % de su capital al 6%
capital produce en 6 meses § 1.722,60 mas
una de las partes.

Y el resto al 4.5%. La segunda parte del
que la primera. Averiguar el capital ¥ cada

Una disolucién de sal al 59
agregarle?
(Resp.: } de la cantidad que hay de disoluci6n),

se quiere diluir al 4%. ;Qué cantidad de agua habra que

18. Un lingote se compone de oro Yy plata y pesa 2,500 gramos. Si el oro tiene un precio 19
veces superior al de la plata, y la parte de oro del lingote vale igual que la parte de
plata, jcudl es el peso de cada metal contenido en el lingote? )

- Calcular las dimensiones de un rectangulo sabiendo que si la base se aumentaen 3 m. y
la altura se aumenta en 2 m., el drea aumenta en 16 m® y si la base se aumenta en 3 m.
y la altura se disminuye 2 m. el 4rea no varia,

20. Los lados de un rectangulo miden 10 m. y 15 m. Hallar los lados de otro rectingulo, se-
mejante al primero, cuyo perimetro sea de 180 m.
21. La edad de una persona es doble que la de otra; hace 7 anos, la suma de las edades de

las dos personas era igual a la edad actual de Ia primera. ;Cuiles son las edades de estas
dos personas?

=% Un padre dice a su hijo: Hoy dia tu edad es ¢ de la mia y hace 5 afios no era nada mas
que % . ;Qué edad tenemos nosotros?

- Un reloj marca las 12, éA qué hora la aguja de los minutos alcanzara a la de las horas?
+ Un tonel contiene 120 litros de vino y 180 litros de agua; un segundo tonel contiene 90

litros de vino y 30 litros de agua; ;cuéntos litros hay que tomar de cada tonel para lle-
1ar un tercer tonel con 70 litros de vino ¥ 70 litros de agua?

%, Una esfera de 10 cm. de didmetro contiene en su interior dos esferas tangentes entre sf
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26. Un barco de transporte por rio hace el

27. ;Cudl es €l precio de venta de un articulo, sabien

28. ;Cuales son los precios de d

29. Hallar un niamero de dos cifras tal que al invertirlas queda dismi

40. Un automovil al

31. Se quieren mezclar café de §

32. Un amigo dice a otro: “si m

33, Los alumnos de una cl

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO A

ra. Los radics de las esferas interiores difieren 2 cm. ;Cual es el

y tangentes a la prime
a mayor?

volumen que las dos esferas internas dejan libre en |

recorrido entre dos puntos Ay B en 4 horas
5 horas cuando va contra corriente. Hallar las

cuando va a favor de la corriente y en
del rio, sabiendo que la distancia entre A y Bes

velocidades del barco y de la corriente
de 65 Km.

do que al hacer sobre el mismo un des-

cuento del 30% se gana sobre el precio de costo $ 12.50, y si el descuento fuera del 40%,

perderia § 10.007

(Ayuda: Representar el precia de costo por x ¥ el de venta por y ).

os articulos sabiendo que por cuatro unidades del primero y

siete del segundo hay que pagar $ 47, y por 6 unidades del primero y 5 del segundo hay

que pagar § 437

y el niimero invertido resulta ademas igual a § del nfiimero original.

canza a un tren de 80 m. de largo, tardando en pasarlo 40 segund

cuando se cruza con ¢l tarda en hacerlo 5 segund

vehiculo?

36. Dos tridngulos tienen un lado igual y

37. Un tren sale de 4 2 las 9 h. 20 m

nuido en 9 unidades,

os. ;Cual es la velocidad de uno y otie

38. Dos personas tienen el mismo ca

280 la libra con café de $ 3.50, de forma que s€ obte
80 Kg. de mezcla cuyo precio medio sea de § 3.10.

cada clase?

¢ das una naranja tendré el doble que til: el otro le
. (Cuantas naranjas tiene cada uno=

ta- “si me la das ti a mi tendremos las mismas”

e bancos, habien

ase estan sentados en un cierto niimero d
namero de alumnos en cada banco. Si hubiera 10 bancos mas se podrian colog:
ra habido 13

ntandose un alumno menos por banco, y si hubie
: Cuéntos

exactamente se
s mas en cada banco. §

menos, hubieran tenido que sentarse 2 alumno
y cudntos bancos habia en la clase?
r un punto 7 segundos y en pasar por uf puenté €

34. Un tren tarda.en pasar po
la longitud del trem.

tros de largo 25 segundos. Calcular la velocidad y

o difieren en 9 cm. Si ambas s€ aumentan en4

35. Las diagonales de un romb
ngitud tiene cada diagonal?

aumenta en 90 cm®. (Qué lo

212

;Qué cantidad hay que poner 8&

3C
39. Una campana se tafie en un

40. Calcular la base y la altura de un rectin
41. Dos depositos de petréleo estin llenos

42. Se compraron 25 litros de leche y

43. Se han «~
Se han comprado 2,000 unidades de

:'“' Dos
DUmergg son tal

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO

las alturas relativas al lado igual suman 56
cm.

ar las alturas sila razon de las dreas es 3
q-

yllega a B a las 13. Otro tren sale de B alas9h. 20

s J g A
i a C 0 1 p S 1 t
m.,y lle 4aa a las 21h Al ¢ bo de uinto tiem 0 S€ encuentran?

Eascai pital. La primera |
renta anual de la segunda excede en $ 6%0 ala dz l?llf(fa al 8%y la segunda al 10%
rimera. 3

tienen?  Cuih
¢ Cudl es el capital que

punto 4 y a los 20 se;
; i gundos se taii 2
(En qué punto del segmento A8 d e otra en un punto B dis-
tafiidos en el mismo instante? S cbe estar colocada una persona
€/ 5¢ supone que la veloci
ocidad del soni-

tante del 4 10 Km,
para percibir los dos
do es de 340 m/s.

es # de la base. gulo cuyo perimetro mide 120 metros y la altura

20 1. y del segundo 9 ¥ tienen igual capacidad. Si del pri
gundo. 'C‘uzl]g 1 5 1'_ queda en el primero doble cantidad d ’Pflmero oy
g i es la capacidad de los depésitos? € petrdleo que en el se-

para versic iz
1 contenia agua se pesaron resultando un

eso de 25,57 K . Averi
P B v flgllﬂl' los litr os de agua que contenian los 25 sabiend ql.le I
’ 0 a

densidad de la leche es 1.03.

110% de I i un articulo y al ir a venderlo :
as unidades por estar deterioradas. Si cada unids';iihcaonstl(;:?go b
Y quere-

mos gana
B r un 15% sobr > ix
E e la inversién h O
que quedaron buenas? echa, ja cémo debe venderse cada unidad de las

sechar e

44, se ha
d I repartido § 24.0 ona rim c e
oy ,000 entre cuatro per La primera be doble que la sesun
: § e personas. p! i q g
d"’-a? Tipie que la tercera, y ésta, la mitad que la cuartra reCl 'e h[E i ,
q . (Cuanto ha recibido cada

45. B R
L ey Herdn hi :
averig on hizo construir una corona entregando al orfeb
al orfebre 5 Kg de oro puro. P,
. Para

Uar si le habis ;
mergis 1. 14N sustituid
816 la corona en 4 0 oro por plata, el Rey llamé a Arquimedes, el cual s
a u-

ue ] ua
ger;irsoro pierde O.GSnge :ub;lfer;ando qu!:ei ella perdié 400 gramos de su peso. Se sab
€ en el apug 1 Cns por unidad, y la plata pi e
agua. ;Cudnto oro ¥ cuanta plmgcon]:t}i:;i E’JEZSfOO.Ofs POt el 8l s
na’

es que al dividir el mayor
; idir 30 veces el menorJ
05 dos niimeros?

por el menor se obtiene 11 de cociente y

€ resto, i
» Y al div,
por el mayor resulta 2 de cociente y 140 de

- iCusleg -




ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO .
5

| 47. Dos méviles parten simultanecamente de dos puntos distantes entre si d Km. Si marchan 3
i en sentido opuesto se encuentran al cabo de ? minutos, y cuando marchan en el mismo
sentido se encuentran al cabo de ¢’ minutos. ;Cuales son sus velocidades respectivas,

suponiendo que el movimiento de ambos sea uniforme? (&:pp/

48. Una persona divide una cantidad que ha heredado en dos partes, que coloca al 3% y al
4% respectivamente, obteniendo una renta anual de $ 2,400. Si hubiese colocado { de la
segunda parte al 4% y el resto al 3%, la renta hubiese sido de $ 2,070. Averiguar el im-

porte de la herencia.

49. Un capital produce al 8% un interés de § 800 en un cierto tiempo, y el capital aumenta-
do en § 2,000 produce el mismo interés en el mismo tiempo, al 6%. Averiguar el capital

y el tiempo que estuvo colocado.

50. La suma de todas las aristas de un paralelepipedo rectangulo de base cuadrada es 72
dm. y la altura mide 6 dm. mas que el 1ado de la base. Hallar las dimensiones del para-

lelepipedo.

METODO DE SUSTITUCION DE BEN EZRA

Dada la ecuacién
. m (ax +b) 4+ c+0,
poniendo ax + b = v, se tiene
my + ¢ = 0, de donde

Y = — c: m, y, por tanto

ax 4+ b = —c: m, que se
resuelve facilmente.,

Tue en i
Toledo durante el siglo V donde los arabes, judios y cristianos
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LOS ESPANOLES, AUTORES DE LA DIVULGACION DEL ALGEBRA

espafioles se mezclaron a estudiar la produccién cientifica de las Universida-

des de Cérdoba y Sevilla.

Los estudiosos italianos, alemanes e ingleses y los maestros de las recién
fundadas Universidades de Paris y Bolonia, acudian a este centro cultural de
Espafia en donde se realizaba tan importante intercambio de ideas.

Ya el Monje Gerberto, formado en tierras hispanicas, habia escrito dos
rratados en latin de Matematica y Geometria con los conocimientos hispa-
no-arabes-hindues.

El Rabbi Ben Ezra de Toledo escribid un libro de Aritmética en el cual
pretendi6 cambiar los niimeros hindti-arabigos por letras hebreas y tratd de
nameros a la manera pitagorica.
el calculo algebraico a la Geomes

do. Al Rabbi Ben Ezra y a Savas
método

explicar teorias de los
Otro judio catalan, Savasorda, aplico

tria y resolvio las ecuaciones de segundo gra
e el libro de Aumentos y Disminuciones que trae un

sorda se atribuy
de “sustitucion”

De la peninsula espaiiola pasaron las teorias algebraicas a Europa.

CONTENIDO DE LA UNIDAD

4 'E):ZCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN
TORES M.C.D. Y M.C.M. DE EXPRESIONES ENTERAS.-

4.1 - Concepto de descomposicién de una expresién entera
en factores. Definiciones y ejemplos.

4.9 . : :
2 : C?)sc;s notables de polinomios factorizables.
II) Pgligomfo con un factor comtn en todos sus términos
omios que se pueden factorizar a ;
‘ ) z rupa
1H'D Tl:ll'lOl’ﬂlOS cuadrados perfectos. Bripand partes deellos
j\v“% glfergncia de cuadrados.
i ombinacién del cuadrado d i i i i
. e e un binomio con la diferencia de
VII% gifror{zacg‘;&n de algur}os trinomios especiales.
Vi, Fauc.:g?z:c@n Se la dlfzrencia de potencias semejantes
: 1zacion de suma i j -
L s e potencias semejantes de exponente
) Descubrimiento de factores de la forma X—A

4.3 - Maxi 5
. ana_m_o comun divisor de expresiones enteras
m Mefn_nmones v ejemplos. '
I \’ﬁ)qmo coml:'ln d_ivisor de varios monomios.

B . Min;l}umo comiin djvisnar de dos o mas polinomios.

Dw?‘g comun multiplo de expresiones enteras
ML’ iniciones y ejemplos. . .
1 ;\"[;El'm(») comgm mt:lltiplo de monomios.

Imo camun multiplo de varios polinomios.




4.1 CONCEPTO DE DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION
ENTERA EN FACTORES. DEFINICIONES Y EJEMPLOS:

| Si multiplicamos dos eXpresiones enteras, que representaremos por
Ei(x)y Ey(x), y que pueden ser monomios o polinomios, obtenemos
! otra expresion entera, que representaremos por Ey(x), es decir que

Ey(x) = E\(x). E,(x). En este caso se dice que E.(x) y E.(x) son facto-
res de E,(x).

Esta claro que los grados de E,(x) y EZ(x) son inferiores al grado
de E,(x); precisamente, el grado de E,(x) es la suma de los grados de
E.(x) y E,(x). De acuerdo con esta explicacion daremos la siguiente

Definicién: Descomponer una expresion entera en factores, dentro
de un cierto campe numérico, es obtener otras expresiones enteras (dos o
mds), cuyos coeficientes pertenezcan al campo numeérico prefijado, y cuyo
Producto sea igual a la expresion entera primera.
Los gr

g ados de los factores son inferiores a los de la expresién pro-
ucto.

; Cuando se han encontrado dos o méas factores cuyo producto es
:Eu-‘ll 4 Una expresién entera, se dice que la expresion entera se ha fac-
Fizado, o se hg descompuesm en factores.

- (:;I(mdo “na expresion no se puede factorizar en un determinado cam-
€ dice

©Xpresic, que es prima en dicho campo. En particular se considera como
ay POHIT Prima una letra, o un binomio lmc_aal_. como (ax + b): pero
iCo f__(?mIC_)s de grado SUpErior que son primos en un campo numé-
Prefijado; por ejemplo, el trinomio de segundo grado x* + x + 1
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DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

1 es primo en el campo de los numeros racionales, y atiin en el de los
reales, lo que quiere decir que no existen dos expresiones enteras linea-
les, de la forma (ax+b) y (¢x+d), con a, b, ¢ y d reales, cuyo producto
sea igual a x* +x+ 1.

La expresion x* — 3 es prima (no’se puede factorizar) en el campo
de los numeros racionales, en cambio es compuesta (es decir, se puede
factorizar) en el campo de los numeros reales; en seguida comprenderas

que x* —3=(x— \/j) (x +/3).

En los apartados de la seccién siguiente vamos a explicar los mé-
todos para factorizar ciertos tipos de expresiones enteras, factorizables
en el campo numérico racional.

Evitamos la presentacion de casos puramente artificiosos, carentes

8 de generalidad, que después se resuelven con naturalidad cuando se co-

r noce la ecuacioén cuadratica; en cambio damos los primeros pasos para

, comprender el verdadero sentido de la factorizacion como auxiliar de

la resolucién de ecuaciones, aplicando el Teorema del Resto, que fue

explicado con ocasion de la Regla de Ruffini, a la factorizacidon de po-
linomios en los casos sencillos.

Para terminar esta introduccién afiadiremos que se dice que una
expresion entera se ha factorizado completamente en un determinado
campo, cuando se ha descompuesto en factores todos primos en dicho
campo, es decir, que ninguno de los factores admite otros factores den-

tro del campo.

8 En lo que sigue, cuando pidamos factorizar una expresion, se so-
brentiende que se trata de factorizarla completamente, y ademas que
nos referimos al campo numérico racional.

Por ejemplo, x* — 16 = (x* — 4). (x> + 4) no esta factorizada
completamente, pues x* — 4 = (x — 2) (x + 2); en cambio, x* + 4 €8
prima en el campo numeérico racional (y atn en el real) de forma qué&
la factorizacién completa de x* — 16, en el campo numérico real, es’®

xt— 16 =(x —2)(x + 2)(x* + 4).

R

- 3xt 2%y 29,2 yt=
muln ‘_x,.L +3x%* —xp*; se ve que todos los términos tienen el factor c
X. ¥, que puede sacarse fuera de un paréntesis, quedando: o
3%y 2y 22 -
Y—ixy + Sx*y* — XPEP=x.y.(3x —2 + S5xy — »)
2, 16ms 2y 3 =
+ 2mx < 4y = dm® | (dm* 4 3x — my) \)\)

4. Sqt b_\,’ +

DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

EJERCICIOS 4.1

3+

= b2

L. ¢Es correcto factorizar (3x+ 2) de la siguiente forma: 3x+2 =x( ) ?

(Recuérdese la definicién de factorizacion de una expresién entera)

2. Piensa si seré i : :
ensa si serd factorizable x* + | en el campo de los nlimeros reales

3. (Es izacid
3. ;Es correcta la f'actonzacmn X—ax+2.= \/;(\/_;a \/;,. \/Z_T)o

. T PR YIS =
A | e BN W aETh -y
ol 3 g MR AT ] ST TR T T i
. ST i p e~ ey

4.2 CASOS NOTABLES DE POLINOMIOS FACTORIZABLES

I) POLINOMIO CON UN
FA
SUS TERMINOS: CTOR COMUN EN TODOS

El caso ma i
as sencillo, y que ocurre con méas frecuencia, de factori-

zaci
: fa?tnc;rfs aql_.lel en el que todos los términos del polinomio que se va
e Zuar tlen'en un factor ‘co‘mﬁn; basta sacar dicho factor comin
D e v odo 0 i s polinomi que queds s

os términos del poli i i ‘
£ . polinomio propues
actor comun. El fundamento es la ley distributiva.p Sl d |

Sacar i
todos los factores comunes posibles de los siguientes polinomios:

_,\"'”1_'-‘:-‘ — 3xypise - J 2
30;;".‘ +76.:c{ Z - 9xyz? = 3zyz.‘(’4xy4 — V8 + 2xe — 3§)
Y — 1ab°x** = abx . (Sa + 3by — Tabxy?)

gl U

RS ARG PA0)




DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

Sacar todos los factores posibles de los siguientes polinomios:

v 1. —2p*qr + Spg*r* — 3p*¢°r + 2pgr = —1—
~ ] 16m*np + 4mn* p 4+ Bmnp* = —7—

\ 3. 14x%yz? — Txtz + 2lxyz = —7—

“ 4. 18x% — 9x%* + 3xp° = —1—
\& . 5. 3@ + 6a°x 4 9a° = —T1—

6 1zt — 22tz + 33xYizt = =1

|\ . 1) POLINOMIOS QUE SE PUEDEN FACTORIZAR
|' AGRUPANDO PARTES DE ELLOS

| Hay casos en los que todos los términos del polinomio no tienen
i un factor comin, pero ciertos polinomios parciales si lo tienen, y al sa=
car el factor coman correspondiente a cada uno de los polinomios par=
ciales los cofactores (los paréntesis) coinciden, €n cuyo caso se puede
sacar factor comun, en una segunda etapa, a dichos cofactores, que-

i aclaren estas ideas. .

R
i

Lmx4+nx+my+ny=x.(m+n+y (mitn = (m+n). (x + ¥)

' '|p \3@ 2. ax+by+az+bx+ay+bz = x.(a+b)+y. (a+b) 4:z. fa+b) =
QD = (a+b). (x+y+z)
e
S 3. @x+b x4+ x—a’ y—by—c'y = x(@*+b'+ %) — ya4-b 4t =

=(@+b'+c%) . (x—y)

4, x*+ax+bxtab = (x*+ax) + (bx+ab) = x(x+a) + b(x+a) =

. = (x+4a) (x+b)

— . i gy e et g T R
e R T T e, TR T e e

| dando factorizado el polinomio original; veamos algunos ejemplos que

Cide cop ¢

DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

i o o T B M T e — )
B e R O - TSR T

Descom Y i
poner en factores, por agrupaciones convenientes, los siguientes

polinomios:
L y*+(m—n) y—mn= —?—  (quitar primero el paréntesis para
agrupar de otra forma).
2 6axgbx+6a)'—by= P

3. am+4ay — 2ny — 2mm= —7—
4 X4 —2x—2= —7—

5.8 +a +atl= —7— ' |
6. a"’+abj-a-q:b= -
1. x*+ax+bx+ab= —7—
8 bx—3b—2x410
9. mx—my-!-'n’bx—'fby; -

10. a*+a*—g*—g= —9—

) TRINOMIOS CUADRADOS PERFECTOS: | -—

Recordamos aqui la féormula del cuadrado de un binomio:

(@ = b)* = a> = 2 ab + b

Esta f¢ ST ;
por do;d[é?;l rlpnu(i}a? nos indica que siempre que un trinomio esté formado
e o S que sean cuadrados perfectos, y por un tercer térmi-
: . oble producto de sus raices cuadradas, el trinomio coin-
ola diferenc?:?jra?o de un binomio (del binomio formado por la suma
Betos. oo . ¢ las raices cuadradas de los términos cuadrados per-
gUn que el doble producto tenga signo + o —).
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DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES . DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

Esta regla se emplea para factorizar diferencias de cuadrados

Lx*+ 4 + 4 =[x + @Q)F = (x+2) :
) "g‘“—baz(g_.‘_b (ﬂ_b
2. x' = 2y + = (X = pf 3 3
2. 5a — _a )

3 x4 D gt = BE WP 2 30" — dm' = 5. (& — 9mY) = 5(a + 3m). @ — 3m)
\ | KV =W =y -y =x.yxty. x—y)

4. 9¢* — 1227 + 4b* = (3a® — 2b°) . )
\\) | 488 — = (ab+¢)(ab - ¢)

5‘x1'—')’5=(x—y3)‘.(x+y3)

—

> T

[} L @x* — 2abxy + byi= —1— 6. 9a* — 3ab + Zz= i : . - —7—

i ) ! b1 1508 o2 o x? = i
f 2. 4x* — 122y + Y= —1— 7.5 _3x 49 =—1— e o e ek i N
| 3 20 — T = —F— (Descomponerlo completamente).

| 3. 4x* — Bx + 4= —7—

8. x*+x+4=—71— ‘ X216 =9
l . ) T R B == 9. 9% + 12xy + & = —1— 3 7 ?
: S .
1 . ox2 1 = 27— x_j_ﬂ ).’_2_—__
8 | B e Wr-—%+y5=—"7 S.x—gr= 0

1V) DIFERENCIA DE CUADRADOS

9, xie y"“ =

Comprobemos esta identidad notable:
(@+b).(a—-b)=a —>b, (). 10. X — 62525 = —7—

" En efecto, por simple multiplicacién se tiene: 11. 16x%ys _ B‘IT o

il a+ b
‘ xa—b
a* + ab

— ba - b
a: — b*

La identidad (1), (leida en sentido inverso), nos dice que:

' La diferencia de dos cuadrados es igual al producto de la
| sus bases por la diferencia de dichas bases.
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DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACT

16. 36a* b* — 49¢* &* = —1—
AR 25 .2 46 = ==
17. Ex‘y - 357 t

18. (x — ) — (x + pff = —1—

19. 4g* b* x* — S d?y* = —1—
20. 50m* 22 — 32 * = —T—

V) COMBINA CION DEL CUADRADO DE gg BINOMIO
CON LA DIFERENCIA DE CUADRADOS:

ar los términos que
i en los que después de agrupal 3
o ondeado di bin%mio queda otro término que es u;}j 2112_
1 K u 10~
drado perfecto, precedido del signo menos; en tallfij:)caégz éleog) el
grar la factorizacién combinando los tipos 1I) y IV). .

forman el cuadrado de un
gjemplos y ejercicios.

L x242xp+y*—92° = (x4+y)=9z" = (x+y+3z). (x+y—3z).

1 yz 2 ( x )’Jl 2 ,V ). i
2. 4x*— zxy oy — 252 2x —3 — 25z2=(2x-3 +52 {2x—3y—52)..

= - 2—{(x —y—l=
3, x*4+2x+1 )"A 2_)? 1 (x-;-l)“ (y+l)-.4(_x+]+_y+1)(x+l -y )

=(x+y+2). (x=y) ' ‘, o |
4. GE+203b3+bﬁ—Cﬁ+2£‘3d5—f:(a!»{-ba)z-—(C';—f)‘=(aa+b +Ca__a'.i).
(@b =+ db). ' i "
5. 641" —96uv +36v¢ —4m?® + 12mn—9n*=(8u —6v) —(2m—3n)
=(8u—6v+2m—3n) (8u—6v—2m+3n).

1. 4xt yt—2xyz + 2* — 16 V= —1—
2 @*4a+ } =256 = —1—
D 3. 25m® — 20mn + 4n? — 36p" = —1—

4, xyF —2xp + 1 — 2 = 4p?z* —4b* = —

¢ — . B
5. 4x* + 12xy + 9* — 92° — 12zt — 4 = —1

" 9
6. x* — 2xy + y* — mt —2mn — n* =

Lo im
. Ortante
termip P para
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T b= 2 4 oyt — 2 4 22 = )

8.4 —dab 4+ 4b> — 9¢* — 6ed — o = 7

9. 25m® — 40m*n® + l6m* — 36p* — 36p°g° — 9° = —71—
10. dx?yz* — 12xpzmnp + Imin'p* — a* + 2ab — b* = —7—

VI) FACTORIZACION DE ALGUNGS TRINOMIOS
ESPECIALES:

La factorizacién de un trinomio de segundo grado se logra por un
método general y muy natural y sencillo después de haber estudiado la
ecuacion de segundo grado, y asi lo haremos cuando llegue su lugar,
PUEs no creemos que sea conveniente recargar un texto de Algebra de

artificios que den la impresion al estudiante de que se trata de un arte
de adivinacion.

Aqui nos limitamos a indicar cémo se consigue la factorizacion de
Unos tipos especiales de trinomios (ademas de los, que son cuadrados
perfectos), que llamaremos “cuadrados perfectos incompletos”.

Explicaremos el método con un ejemplo. Supongamos que nos pi-
den factorizar e] trinomio x* + x* + 1; se observa que los términos ex-
treémos son cuadrados perfectos (de x* y de 1), y para que el término
€entral sea e] doble producto de las raices cuadradas de los extremos
tant::; -’; Pues x* + 2x* 4 1 es el cuadrado de (x? + 1); podemos por

resulta. " Y Téstar x* al trinomio, con lo cual rio se altera, y nos
a;

x‘+2x!+I“x2:fx2+1)"’—x9=(x2+l+x)(x2+ 1 — x).

que este método sea aplicable es que el

O que hay que sumar para completar el trinontio cuadrado per-

Sea un CUadradO_
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f i inomio m* + 2m*n® + 9n*; se ve X8 — P8 = (x* £ o 3 3 . .
Otro ejemplo: factorizar el trinomio m* + zm°n” + In*; se ve que e e cf} a5 f"‘ ) )-,(‘“ — »2). (1); ahora, x* + 7 eg divisible por
los términos extremos son cuadrados perfectos; el término central debe ld Suma de f:;_ bases, segun se probé aplicando el teorema del resto
. 2 a 3 v X — pP? es 1V, I - % SR = - i . s
ser el doble producto de sus raices cuadradas, o sea, 6m*n*;, por tanto, ) J* es divisible por (x—y), segun se probo también con el mismo

X° + ,.F-[ —_— 2
x+y % =X + )2 de donde

si sumamos y restamos 4m*n° obtenemos: a; y sabemos ademas que

. e 2.0 a2 212 Arandand F.2 - ;
7t G A Pt — AR (Y & WS A = =X =X + %) (X + p),y también que F_—J
— (m? + 3n® + 2mn). (m* + 3n* — 2mn). J . X —y
V.= (X = y)(x* + xy + y*); sustituyendo

= X%

+ %, de donde x* —

Pueden incluirse dentro de este tipo de “cuadrados perfectos in- S estos valores en (l) obtenemos: .
completos” las sumas de cuadrados; por ejemplo, a x* 4 y* le falta 2 xpug V=X =Xy 4+ y)(x + y) (x* + Xy + Y (x — y).

para ser un cuadrado perfecto; si 2xy fuese un cuadrad(}\ sumandolo y

restdndolo se podria efectuar la descomposicion; por ejemplo, a* + 4 .

es una suma de cuadrados (de a® y de 2), y ademas el doble de sus rai<Suy 7
ces cuadradas, o sea, 2x2a* = 4a* es un cuadrado perfecto; podemos

por tanto escribit a* + 4 = a* + 4a* + 4 — 4a* = (@°+2)" — 4a® =\
=(a® + 2 + 2a) (@ + 2 — 2a).

1 XY =) (=) = () (2 — 57 (x4 =

=7+ ) (x + y) (x — y) (x* +p7)

Loxt — = (x® —

VIO + 5% = (x — 3) (x + y) (x* + )

iguientes “cuadrados perfectos incompletos”, agregando

Factorizar los

/

@'9{‘! +8x2pt + 16 =1 ¢

3, m* + 4m* + 16 ="? V

9nt =17

4, 4m® + Im*n* +

i 5680 + =1 7

VI) FACTORIZACION DE LA DIFERENCIA DE
POTENCIAS SEMEJANTES:

Que el exponente seq impar:

Primer Cd o: Que el exponente sed par. sirercl
En este caso podemos considerar que se trata de una e

1 -6 53 |2 13 )2+ g ce
cuadrados; por e_;emplo. =9 = () = )', se pro'zando
- 1a diferencia de cuadrados y luego se contintia factort v
ejemplo anterior S€ ti

sabémos o 1
st S8 L8 u 1a ¢ Ararscta A = *
) _: que la diferencia de potencias es siempre di-
1a de sus bas

Y PO

] demos expresar la diferencia
como producto del divicor (dif o Ae Byl
producto del divisor (diferencia de ba-

tores que se puedan factorizar; en el
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\\

\

. Bx® = 2Ty = (2x — 3y) (4x* + 6xy + 9"

9 mt — n® = (m — n)(m + m'n+ m'n® 4 mn +n)
3. 32a° — b° = (2a — b) (16a* + 8a b + 4a* b&° + 2ab* + b%) |
\
§ ¢
| ‘
: & g2
=_J'4 -y !‘Q&:\o"iﬁﬂgﬁf"jﬁ) |
AN IS N N
2. 32x8 — 243y° = —1 _gY) Jé’;““l- g X }t ’f ’Q* _ :.
= y/‘ —3 19:‘\1-(" Al
3.m"_m:_?“‘¥f(“-,“ ,\«‘ ke U . |
-0 - P e B I
t 4. 125a° — 216b . 25@'&,:2 )@‘R&f' fﬁvéb‘# |
! " 3 ‘
.il”ﬁ VIII) FACTORIZACION DE SUMA DE POTENCIAS

SEMEJANTES DE EXPONENTE IMPAR:

¢ o gy ; . son8
Si repasas los casos de divisibilidad de suma o diferencia c?ee 511)1(5) 15
cias semejantes (del mismo exponente) P(gr (—i",urpa o1 (:S}f{';rg:::lat b
: otencias de igua 4
ses, recordards que la suma de p . e
divisible por la suma de sus bases; esta propiedad nos permit
zar las sumas de potencias de igual exponente impar.

S :

) e

DB i

1. 8a*4+27b*=(2a)’+ (3b) = (2a+3b) (4a* —6ab+9b°)
: 2. 3204y = (2% +y° =(2x+y) . (16x* — 8xly+dxy* — 2y 4y

2 __ paipld 2 g_mns+ne)
3. m'+n'=(m+n). (m*—m'n+m'n* —m'n’ +m'n

diente del polinomio.

Mio
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L 8a* ¥ + 64c* = —9—
3 2. 243x%y5 4 3275 = 9
1
\-—3 3 125x7 4 2t = —9—
N f
4 ab4cd = — 71— /

IX) DESCUBRIMIENTO DE FA CTORES DE LA FORMA x=+a:

En este apartado vamos a dar un método para encontrar factores
de la forma x==q, siendo a un nimero natural, en el caso de que el poli-
nomio contenga factores de esa naturaleza.

Este procedimiento se basa en
pasar) y es de gran aplicacién en
encontrar las raices enteras de u
tiene), y a rebajar su grado en

el teorema del resto (que debes re-
Algebra, pues equivale en el fondo a
na ecuacion de grado superior (si las
una unidad por cada raiz encontrada.

Veamos un ejemplo: Invesrigar si el polinomio x*— 10x + 3 contiene ‘
algun factor de la forma x=+a, siendo a entero.

Por el teorema del resto, si x*
anulard cuando se Sustituya x por o
(:a) + 3=0; pero esta igualdad
Independiente del polinomio) es
pues si se despejara el 3 aparece
multiplos de q. Llegamos asi a |

— 10x + 3 es divisible por x=*a se
a, es decir, se cumplir4 que a*— 10
nos indica que el numero 3 (término
miltiplo de a, (positivo o negativo),
ria como una suma o diferencia de
a siguiente conclusién:

Los niimeros enteros

que anulan a un polinomio (si existe n) se en-
tran entre los divis

Clen ores (positivos o negativos) del término indepen-

Volvamos a nuestro

ejemplo; el término independiente del polino-
X' —10x 43 es +3,y

sus divisores son =1, y 3.
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Ensayemos, por la Regla de Ruffini, si alguno de estos cuatro na-
meros, considerado como segundo término del divisor, da cociente
exacto.

Primer ensayo: 1 0 —10 + 3
1) 1 0 —10
1 1 —10 — T= R

-(x — 1) no es divisor del polinomio, o lo que es lo mismo, el nimero 1
no es raiz de la ecuacién x®* — 10x + 3 = 0.

Segundo ensayo: 1 0 —10 + 3
—1) —1 1 9
1 -1 -9 12=R
(x+1) no es divisor de x*—10x+3.
Tercer ensayo: 1 0 —10 +3
3) 3 9 -3
1 3 -1 0=R

x—3 si es divisor de x> —10x+ 3. Por tanto x=3

es raiz de la ecuacion x*—10x+3=0.

Ahora, puesto que la divisiéon (x*—10x+3) + (x—3) es exacta, po-
demos factorizar el dividendo (igual al divisor por el cociente), es decir:
x*=10x+4+3=(x—-3). (x*+3x—1).

Averiguar si los siguientes polinomies admiten divisores de la forma x=*a,
siendo a un nimero natural. (Este problema equivale a investigar si la ecuacién
que resulta de anular el polinomio tiene raices enteras, cuestién fundamental
en Algebra).

1. x*—4x% 4 Tx*—Tx+2.
En este ejemplo los ensayos por la Regla de Ruffini se limitan a los divi-

sores del término independiente, que es +2; estos divisores, positivos y nega-
tivos, son: =1y *2.

Primer ensayo: 1 —4 +7 =7 +2
1 1 =3 4 -3
1 -3 4 -3 —1=R;

(x—1) no es divisor.

DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

Segundo ensayo: 1 —4 + 7 — =5
=1) —1 + 5 =12 +19
1 -5 12 —18 21 = R:
(x+1) no es divisor.
Tercer ensayo: 1 s +7 =7 +2
2) 2 — e 6 —2
1 -2 +3 -1 0=R;

{(x—2) si es divisor.

Escribiendo que el dividendo de esta divisién exacta es igual al divisor
por el cociente, se tiene:

X' —Ax*+ Tt —Tx+2=(x=2). (x*—2x>+3x—1).

2. x*4+x'—Tx*—x+6. Los divisores de +6 son: =1, +2, +3 y =6.

Primer ensayo: 1 1 -7 -1 +6
1) 1 2 =5 —6
1 2 -5 —6 0=.R;

(x — 1) es divisor del polinomio.

Por tanto: x*+x*—7x*—x4+6=(x—1). (x*+2x*—5x—6), (1).

Veamos si el cociente, x*+2x*—5x—6, tiene también divisores de la mis-
ma forma. Los divisores (positivos o negativos) de —6 son los mismos indica-
dos antes.

Primer ensayo: 1 2 -5 —6

1) 1 3 —2
1 2] -2 —8 =R

(x — 1) no es divisor.

Segundo ensayo: 1 2 -5 -6
=1) =1 —1 +0
1 1 —6 0:=R;

(x+1) si es divisor; por tanto:
¥ 42— 5x — 6= (x4+D(x* + x —6), ().

Veamos si el cociente tiene divisores de la misma forma:

Primer ensayo: 1 1 1
1 1 2
1 2 —4 = R; (x—1) no es divisor.
Segundo ensayo: 1 1 —6
—1) =3 | 0

—6 = R (x+1) no es divisor.
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Tercer ensayo: 1 1 - 2_ :
) 2 '

(x—2) si es divisor; por tanto:
Arx—6=(x—=2(x+3 O

Sustituyendo este valor (3) en (2), y el resultado en (l')“ quec.la: x4xt—
—Tx"—x+-6=(xf 1) (x+1)(x—2)(x+3), con lo que el poiinomio ha queda-

lT do completamente factorizado.

il — : A "

Investigar si los polinomios siguientes tienen divisores de la forma x==a,

siendo g entero, y €n caso afirmativo, factorizarlos.

[ 2 : V/ )
q . +10x -4~ {

| Lx® —6x*

X —4x* —x+ 2 ‘.//

! 2.
i 3, e —4x +4x—3 :
il 4.x4_2x3—4x=+51-6/ |
[ 5 x% 10x =~ 3 4

’ /
o0+ Tx+3 ¥

A continuacion se dan polinomios para ser facvzsorizau
que pertenecen a los tipos explicados en esta seccion, O
combinacion de ellos; debes probar tu habilidad en aplica

cada uno el método conveniente.

/

|. Sabiendo que 5x* + 7@ — 124" xes divisible por x—a (compt
aplicando el teorema del resto), factorizarlo. (Obténgase el cociente
to (5x* + Ox* — 12a°x + Ta*) + (x — a) aplicando la Regla de R

[iag

W

wn

* 8
JQ.
10.

X1l

13.

14,

15,

. Factorizar completamente x' —8x* + 17x— 10. (Sigase el método de los /

. Descomponer en factores el polinomio

- Factorizar: 5g°x'y — 15a°x* 4+ 15ax%" — Saxy*

3 FSCIOTiZa]‘I at 2&‘16.\')’ + byt
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Comprobar que el polinomio 3 x* — 2x* — 3x + 2 se anula para x = 1

y para x = — 1, y por tanto que es divisible por (x — 1) y por (x + 1);
después factorizarlo. (Ayuda: Dividase por (x — 1) y luego el cociente por
(x + 1))
. Factorizar completamente el polinomio ' 4+ 2x* —8x* — 10x + 15. i

(Ayuda: Compruébese que es divisible por (x—1), por (x+3), por (x—5) y
por (x+3).).

gjercicios anteriores).

A4 fa+ b+ ¢)x + (ab + be 4+ ca) x + abe /

\p
(Ayuda: Verificar que admite los divisores (x+a), (x+5b) y (x+¢)). J
. Factorizar x' 4 2x" — 8x* — 10x + I5. (Ayuda: Comprobar que es di- /

visible por (x—1) y por (x + 3)).
7. Factorizar x* 4+ x* — x* — 2x — 2

(Ayuda: Porigase —x* = x* — 2x% y después siquese.factor comun a x*
de los tres primeros.términos y a —2 de. los tres tltimos). ;

Factorizar: 2(x—y)* +‘_(.\‘“'-_5-"') /

i

Factorizar: x'y*(x — y)* — X'p'(x—y) + -\‘fr'l(_i'—_l')'
/ w"“.
Factorizar: @* + 3a° + 3a + 1 (Recuérdese el cubo de un binomio).
Factorizar: m . ; %
actorizar: m* — 6m* + 12m — 8 (Recuérdese el cubo de (m—2)). &

g

(Ayuda: Sacar factor comin Sa%xy y recordar el cubo de una diferencia).

F'c_lclorizar: X' + x% = x* - x. (Ayuda: Agripense los dos primeros tér-
minos y los dos Gltimos, sacando factor comiin a x* de los dos primeros y
& —x de los dos nltimos).

Factorizar- X*—xy—y—1. (Ayuda: Agripense el primero y cuarto térmi-
oS y los dos centrales).

Factorizar- 16a‘b® — 8lctd
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17. Factorizar: @¢* — ax + 4 — X
18. Factorizar: (x* — y*) + (x + y)* = 3(x + y)
19. Factorizar: 5a — 56 + (a* — b°) + (a — b)*

20. Factorizar: a. (x +y) —x — %

4.3 MAXIMO COMUN DIVISOR DE EXPRESIONES ENTERAS

I) DEFINICIONES Y EJEMPLOS:

La teoria del maximo comun divisor (que se escribe abreviadamen-
te m.c.d.) es en Algebra completamente analoga a la estudiada en Arit-
mética.

Una expresién algebraica entera (inicas que estudiamos en esta
seccion) se llama prima, en un cierto campo numérico, cuando no admite
como divisor a otra expresion entera con parte literal y coeficientes de di-
cho campo.

En particular, se consideran como expresiones primas los mono-
mios con una sola letra elevada a la unidad y los binomios de primer

grado.

_ Son primas las siguientes expresiones (en el campo numérico racional):

a) 2x, b) —3b, c) ax+b, d) x*+)7% e) x*+x+1.

Con otras palabras podemos decir que una expresion entera es pri-
ma en un campo numérico cuando no se puede factorizar en dicho camp@

en dos expresiones literales al menos.
Se dice que una expresion entera es divisor comun de varias expresio=
nes (también enteras), cuando divide exactamente a cada una de ellas.

236
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1. Las expresio I_a® (x—al? 1__ 3 gl .
P nes x*—a’, (x—a)* y x*—a* tienen el divisor comtin x—a.

. . o 5 o5 ot .
2. Los monon{ms 3a*bx’, —2a*h*x?, Sab’x* admiten muchos divisores comu-
nes; he aqui algunos: abx, bx? abx*.

Entre todos los divisores comunes de varias expresiones
enteras se llama m.c.d.al de mayor grado.

En el ejemplo anterior 2., el m.c.d.es abx>.

Cuando varias expresiones enteras no tienen ningiin divisor
comun, se llaman primas entre si.

. dIgual que en Aritmética, recomendamos que no se con-
undan los conceptos de expresion prima absoluta, o simple-
mente prima, y de expresiones primas entre si.

o

: Leis expresiones 3a°bx® y 2c%y* son primas entre si, pero no son primas ab-
solutas. (Encontrar algunos divisores separados de ambas).

; DO e . . . .
[ 4 expresiones primas absolutas distintas (como dos niimeros primos abso-
utos en Aritmética) son primas entre si. ‘

. En¢ ? i 7} 3
. ambio, dos expresiones primas entre si pueden no ser primas absolutas;
Omo ocurre con las del ejemplo 1.

II) MAXIMO COMUN DIVISOR DE VARIOS MONOMIOS:

memle«aare}%la para obtener el m.c.d de varios monomios es eompleta-
ifine naloga a la dada en Aritmética para hallar el m.c.d de varios-
ros descompuestos en factores primos.
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ficient

REGLA: Para hallar el m.c.d. de varios monomios se pone por coe-

¢ el m.c.d. de los coeficientes y por parte literal el producto de las

letras comunes a todos los monomios tomadas con sus menores exponentes.

nomios:

a)

[TV

El med.de 12a'b*xhy?, — 16a°bx*z, y 4a*b*x°t° es 4a’bx*. (El m.c.d.de los

coeficientes se conviene en tomar positivo).

. Elm.c.d.de 15x*y*z" —20x*y*2%t, 30a*x°2, Sax®y*z?, es el siguiente:

Sx'y*z’.

. El m.cd.de 18mn'z%, —30am’n*z*t® y L2a°m*n’z’f es el siguiente mono-

mio: 6ém*n*z%.

Hallar el m.c.d. de los siguientes monomios:
L =T, ldawvie, 2latwvie y 28utvirizl
. 15a%hrex®y,  25a*bex?ys, y 30abiclxyt.
24(a+b)x*y, 12(a+bfxyz* Y 36(a+h)xyizie,
45z mind,  —I18ax*z’tm, 'y 21bz'tmin’:
. lepigire,  —24piqrt, +40p*q*r.
R, R R SR N

III) MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS O MAS
POLINOMIOS:

Distinguiremos dos métodos para hallar el m.c.d. de dos poli-

a) Por descomposicion en factores, y b) Por divisiones suce-

sivas.

M.C.D. de varios polinomios por descomposicion en factores: _
Cuando es posible, por los métodos dados en la seccion anterior,

descomponer complet _
de un polinomio se trata como si fuere y
queda expresado como un monomio cuyas letras son los factores

una letra y el polinomio

amente los polinomios en facteres, cada factors

2.
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en que se ha descompuesto el polinomio; por ejemplo, x* —y*=
=(x+y).(x—y) y sien el segundo miembro tratamos al factor
(x+y) como una letra y al (x—y) como otra letra, podemos tratar
al segundo miembro como si fuese un monomio (producto de dos

letras).

Una vez descompuestos los polinomios completamente en factores
se convierten en monomios (con la aclaraciéon de tratar a estos fac-
tores primos como si cada uno fuese una sola letra), v se les aplica
la regla dada en el apartado II) para hallar el m.c.d. de varios mo-

nomios.

.
°

Hallar el m.c.d. de los siguientes grupos de polinomios:

. x* =2prpt, oy xP—yt
Factorizando cada uno de los tres polinomios, se tiene:
K=pt = () (X —pt) = (X)) (x4p) . (x—p)
=2t = (0=t = (xpP . (x—pP
=yt = () (2 —y0) = (xX4p) . (X —xy+3) - (X—Y) (XY +))

= us

Aplicando la regla del apartado anterior a los monomios de los segundos
miembros se tiene:

med [x'—y, =24y, x*—)f] = (x4p). (x—y) = x* —y?

2. Hallar el m.c.d [¢*42ab+b%, a*+3a°b+3ab>+ b,
Procediendo como en el ejercicio anterior se tiene:
@+ 2ab4b*=(a+b), a*+43a*b43ab’+ b =(a+b)",
a'—bi=(a+b) (a—b) (a*—ab+b*) . (a>+ab+b>).
Eim.cd. es a+b.

ﬂ"'—b"]

Hallar el m.c.d. de los grupos de polinomios que se indican a continua-
Cton, descomponiéndolos previamente en factores:

L a—2absb: a*—b,

X—2Ty%, X% 4 3y + 92

a*—3a*b + 3ab*— b
(Ayuda: Al factorizar el primero resulta el se-
gundo como uno de sus factores).
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3. x®—3x*+4x—2, x*—1. (Ayuda: El primer polinomio se factoriza ensa-
yando los divisores (x*=1) y (x=2) por la Re-
gla de Ruffini).

4. a*—b, a—a‘b+b*—ab’, at—2a’h* + bt

b) M.C.D. de dos polinomios por divisiones sucesivas.

La obtencién del m.c.d. de dos polinomids por el método de divi-
siones sucesivas se logra igual que en Aritmética la determinacién del
m.c.d. de dos niimeros por el Algoritmo de Euclides, y el fundamento
es el mismo. Para que se entienda mejor el tema, lo explicamos repa-
sando primero los principios analogos que ya se demostraron en
Aritmética.

Deciamos en Aritmética: Si un numero es multiplo de otro, el me-
nor es el m.c.d. de ambos.

En Algebra se dice: Si un polinomio es multiplo de otro, el de menor
grado es el m.c.d. de ambos.

Deciamos en Aritmética: Los divisores comunes de dos nimeros, d )
b, a>>b, son los mismos que los divisores comunes del menor de ellos y del
resto de la divisién del mayor por el menor.

En Algebra se dice: Los divisores comunes de dos polinomios, P(x)y
Q(x), grado de P(x)>grado Q(x), son los mismos que los divisores del po-
linomio de menor grado y del resto de la divisién del polinomio de mayor
grado por el de menor.

La demostracion es completamente analoga a la que se dio en Arit-
mética, por lo que no la repetimos aqui; los alumnos interesados pues
den reconstruirla. (Basta poner P(x) = Q(x). C(x) + R(x), represen=
tando por C(x) el cociente y por R(x) el resto y seguir el mismo razonas
miento de la Aritmética).
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Una vez comprendido este principio, si alti
) ‘ plo, si P(x) no es multiplo de Qfx)-
(sl lo"fuera, Q(x).serla el m.c.d. de P(x) y Ofx)) se dividen, EbtenieQn((?;
}J?n! r)eato R.(,[x); si é_)(x) es multiplo de R,(x), éste sera m.c.d. de Ofx)y
,(x), y por tanto de P(x) x) que ti I i 5 divis n
nes que O(x) y R,(x). Y Q(x) que tienen los mismos divisores comu-

Sx Q(x) no es ml’g][i.plo de R,(x), se dividen, obteniendo un resto
R.(x); si Ri(x) es multiplo de R.(x), éste ser4 el m.c.d. de ambos, y

u;;?bll;n éie P(x)y Q(;); si R,(x) no fuera niﬁltiplo de R.(x) se dividen
obteniendo un'resto, R,(x), y se contintia el mismo . :
a una divisién exacta. ek e fogic

| E! mcd es el ultimo divisor empleado. Si este ultimo divisor Suera
un numero (sin parte literal) los polinomios serian primos entre si.

- Los célculos se disponen igual que en Aritmética, o sea, que los
cocientes se colocan sobre los divisores. '

1. Hallar el m.c.d. de 3x*+7x*—1 e Tx—2, y x* 4 dx2px 2.

La operacion se dispone asi-

X 1
A 3x—5 st
e I —lx4 Tx— 2 | xydxiix_3 | 6x?+ 18x— 12
—12x'— 3x*4+ 6x =3x'42x o
— S — 14X+ 13x— 2 X*43x—2
+20x*+ 5x—10 =3x42
6x% 4 18x —12 0

Elmcd. es 6x° 4+ 18x—12.

2, g
Hallar el m.c.d. de x*4 5%* 4 5x .2 yde x*4x—2.

{ 1 )
a x e
B 45yt e ‘?+\+é21 3 k!
Ax*4+7x_2 —x=-2 [
— —4x48 o=
3x+6 0

Elmcg, Pedido es 3x +6.

e
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Formar 3 multiplos comunes de los siguientes grupos de |

Hallar el m.c.d. de los pares de polinomios siguientes: expresiones algebraicas enteras:

i . x4+x*—3x"—x+2, x*+4x*—5x+43.
2. xX—=Tx*415x—12x*—x+4, x*—4x*—x+4. I. (a+b)?, 3ab, 2Za%h; I
3. 4x'=3x*4+2x'—x+41, 2x*4+3x-5. i }‘
4, x'—6x"+9x*—3x—4, x*4+x—20. 2 (x=y) Mx+y) 2y ‘
] 3. 4x%z, —2axy®, 6a*bxz’. Il
| g ] 4. Dadas varias expresiones enteras, jcudntas expresiones enteras se pueden |

formar que sean miltiplos comunes de todas ellas?

|| 4.4 MINIMO COMUN MULTIPLO DE EXPRESIONES
g5 || | ENTERAS 1 |
i . I) MINIMO COMUN MULTIPLO D :

1) DEFINICIONES Y EJEMPLOS: E MONOMIOS: \

. | _ La refgla para hallar el m.c.m., de varios monomios es completa-
| Dadas varias expresiones enteras, E,(x), E.(x), ..., se dice que una mente analoga a la que se dio en Aritmética para encontrar el m.c.m
Ll expresioén entera, E(x), es multiplo comin de todas ellas, si los cocientes de varios niimeros descompuestos en sus factores primos: o
':'IE de dividir E(x) por E,(x), por E,(x),..., etc., son todos exactos. .

B} :

H Entre todos los multiplos comunes a varias expresiones enteras, e« REGLA: Para hallar el m.c.m. de vari i

de menor grado, se llama su minimo comin multiplo, y se indica asks coeficiente el m.c.m. de | -C-M. de varios monomios se pone como

il w.e.m . % lotr - de los coeficientes y como parte literal el producto de
P elras comunes elevadas a sus mayores exponentes y de las ro comunes.

I. Dadas las expresiones 3a*h, (a+b), 2ab®, su producto forma un multiplo
comun: 6a°b°. (a+ b); otros multiplos comunes son: 6a*b*(a+b), 6a*b(a+b). Lomem, (3g2pe. 2ab%, 12abe?) = 12a°bic?

2 m.cm. (4xpez,

2. Cuando varias expresiones son primas entre si (no tienen divisores ol -
nes) su producto es su m.c.m., pues una expresion de menor grado deja
de ser multiplo de alguna de las expresiones. Por ejemplo: 2ab, 37,

son primas entre si; su producto 24abxy’zt es su m.c.m.

Sxp'zit,  10axtyiz) =20ax"y 241,
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I

Hallar el m.c.m. de los monomios que se indican:

1. mem. 6a*hx?z, 4dab’xy’t, 12a%b°x%°t.
2. mem. —4minp, 3mnig’, 24mnpgx’y* .
3. mem. —6a’he, Saix®y’z', 15ab’c*xyz .

4 mem. —8u7v:, duvxz, 32unx’y.

| III) MINIMO COMUN MULTIPLO DE VARIOS
' POLINOMIOS:

Para obtener el m.c.m. de varios polinomios se pueden seguir dos
métodos: a) por factorizacion; b) por medio del m.c.d.

a) M.C.M. por factorizacion:

como una sola letra.

6

1. Hallar el m.c.m. de x*—y*, x*—2x%*+y', x°—)~

Factorizando se tiene:

xt—yt=(x*4+)%) (x+p) (x—y),

xt=2utppyt= (= () (s

X =y =(x+y). (x—p). (X =xy+y*) (x* +xy+y°)

El m.c.m. pedido es:

(%2433 . (x4pP . (x—=p) . (X —xp+p?) (X7 +5°).

/2. Hallar el m.c.m. de a*+2ab+b*, a*+3a*b+3ab*+ b, a*—b". i
Los polinomios factorizados son: (a+ b):, (a+b) y(a—b) (a*+ab+b*).
El m.c.m. es: (a+b)* . (a—b) (a*+ab+b*).

El m.c.m. de varios polinomios, si estos estan factorizados, se ob-:
tiene aplicando la regla del apartado anterior, considerando cada factor

DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

Los polinomios que se dan aqui son los mismos que se pusieron
en los ejercicios del apartado IIT) de la seccién anterior y alli se dieron

ayudas para factorizarlos; si los conservas en tu cuaderno de ejercicios,
puedes usarlos.

I. m.c.m. de a*~2ab+b?, a*—b', y a®—3a*h43ab®— b

2. mem. de x*—27)", § +3xp+97

3. mem. de x*=3x*+4x—2, x—1.

4. mcm. de a*—b, @ —a*b+b'—ab®, a*—2a%h*+ b

b) M.C.M. por medio del M.C.D.:

El m.c.m. de dos polinomios se puede obtener por medio de su
m.c.d. de igual forma que se obtenia en Aritmética el m.c.m. de dos

nimeros; la demostracion es la misma que se dio alli, cambiando los
nameros por polinomios.

REGLA: Para hallar el m.c.m. de dos polinomios se halla su m.c.d.
Y se divide el producto de los polinomios por el m.c.d. hallado, 0 mds cd-

modo se multiplica un polinomio por el cociente de dividir el otro por el
m.c.d. de ambos.

L. Hallar el m.c.m. de 3+ T —1x* 4+ Tx—2, y x*4+4x*+x—2.

Elm.cd. ya fue hallado en el ejemplo 1. del apartado IIT de la seccién an-

terior, y es: 6x?+4 18x—12. Dividiendo el segundo polinomio por el m.c.d.
$e obtiene:

(4 dxt 4 x_2)+ (6x2+ 18x - 12) =H(x+1)
Multiplicando este cociente por el primer polinomio obtenemos el m.c.m.:

Bx* 4+ 7% L4+ 7x—=2) . bx+ D=4 00 — 30— 3 x— )
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i 9 Hallar el m.c.m. de x*+5x*+5x—2 y x*+x—2.

El m.c.d. encontrado en el ejemplo 2 del apartado I1I de la seccion ante-

rior, es 3x+6.

‘ Dividiendo ¢l segundo polinomio por 3x+6 se obtiene:
(x*4x—2)= (3x4+6)=4(x—1)

‘ i i ie m.c.m.:
Multiplicando este cociente por el primer polinomio se obtiene el ‘

(xo4+5x245x—2) b (x=1) =4x' + 4§ —Fx +}

Hallar el m.c.m. de los siguientes polinomios;
. mem. de x*+xX*—3x*—x+2 y x*+x*—5x43
| 7. mem. de X —Tx* 4 15x* = 12x* —x+4 y xX¥*—4x*—x+4

3. mem. de x' —6x*+9x* —3x—4 y x*+x—20

REVISION DE CONCEPTOS DEL CAPITULO 4

i SR campo
i a expres sra en factores dentro de un ca
i 1. ;Qué se entiende por descomponer una expresion enter

numérico?

[

| uando dice que una esi € ES P a n determir ado ca 1po nume-
I U
& s5¢€ C q na exp n tera €S 1 en
1CO Cu4ndo se dice quc una CXpresio enlera s€ na iJLT()llZJdD LOTAl},lLTdIiiU 1e
3 = 1€ IEY S€ da la factonzac de 1 1 ( C ( sus te nos tienen
q 5 ) 10 0 10dos
{ 10Nz n un polino
En Y fun S
un factor comun (Cl‘ mo se logra esta factorizacion:

4 cuadre Lo
i i 1 igua €53 vllo de un cuadrado pcrfe
Explica cOmo se descubre si un trinomio €s lgudl al desarrc ‘

1 2 117 . <7
5. ;Como se factoriza una diferencia de cuadrados?

¢l cuadrado de un b

(=}

i izarse cierto inomios combinando
Explica como pueden factorizarse ciertos polinomios com 1

nomio con la diferencia de cuadrados.

{ 210? ; CC 0 SE facto=
) €5 1 cuadre nerfecto incompleto’ ( omo
iCUi’lHdﬂ se dice UlLli‘ in frinomig €5 un cuadrado per ecClo ! It ]

izan estos trinomios? Da algiin ejemplo.
rizan estos t g
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o0

. (Cémo se factoriza una diferenci

9. (Como se factoriza una suma de potencias semejantes de exponente impar?

Explica como se investiga si un polinomio, dependiente de la variable x, admite factores
de la forma x==a, siendo @ un nimero natwral. ;En que teorema se funda la

11. (Cudndo se dice que una expresién entera es un divisor comin de varias expresiones

enteras?

12. ;Como se define el m.c.d. de varias expresiones enteras?

13; 4C

15. ;Coémo se |

@

ste método?

20. ;Cy

<2, (Coémo se hall

CUESTIONARIO DE SELECCION

Selecciona la afi
l. Descorr

4) expresar]
Brado:

b) EXpresar]a

mm!esq uiera;

x ~ A
2
M

a de potencias semejantes? (Explica los dos casos, segiin
que el exponente comin sea par o impar)

{C6mo se halla el m.c.d. de varios monomios?
ntos métodos conoces para hallar el m.c.d. de dos polinomios?
halla el m.c.d. de varios polinomios por descomposicion en factores primos?

“6mo se halla el m.c.d. de dos polinomios por divisiones sucesivas?
do se dice que una expresion entera es multiplo comin de varias expresiones
>

. {Como se define el m.c.m. de varias expresiones enteras?

- {Como se halla el m.c.m. de varios monomios?

tos métodos conoces para hallar el m.c.m. de dos polinomios?

- {C6mo se halla el m.c.m. de dos polinomios por descomposicién en factores primos?

a el m.c.m. de dos polinomios por medio del m.c.d.?

rmacién que corresponda al concepto que se enuncia al prircipio:
'Poner una expresion entera en factores dentro de un campo numeérico es:

& tomo producto de varios niimeros y de una expresion entera del mismo

como producto de varias expresiones enteras con coeficientes numéricos

¢En qué teorema se




DE

enteres.

! 4. Siur 1do perfecto de

roqaucto;

b) dos cu

¢) dos cuad

¢) el producto de la suma de sus bases por

6.

b) cuando el

€) cuando el
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b0 no es exacta se divide el divisor

division exacta, el m.c.d. de los dos |
Primeros

a) gl

b) el

) el aly
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Ii 14. El m.c.m. de varias expresiones enteras es:

a) el producto de todas ellas;
b) el producto de las dos de mayor grado;

¢) el muitiplo comiin de menor grado.

15. El m.c.m. de varios monomios se obtiene:
a) multiplicando todos los coeficientes por todas las letras comunes;
b) multiplicando el m.c.m. de los coeficientes por las letras comunes que tienen mayor:
exponente y por las letras no comunes;
| ¢) multiplicando todos los monomios.

‘ 16. El m.c.m. de dos polinomios se puede hallar:
i a) dividiendo su producto por su m.c.d.;
| i b) multiplicando el de mayor grado por el m.c.d. de ambos;
I ¢) multiplicando el de menor grado por el m.c.d. de ambos.

CUESTIONARIO DE DISTINCION d
;Puedes distinguir las afirmaciones verdaderas de las falsas?

1. Una expresion prima en el campo numérico racional siempre es de primer grado. I

2. Una expresién de primer grado es siempre prima en cualquier campo.

|
i | 3. Una expresion entera se puede factorizar siempre en el campo de los niimeros racionales
con factores de primer grado.

|
] r i 4. Si un trinomio es cuadrado perfecto contiene: dos términos que son cuadrados perfectd
y un tercer término que es el doble producto de sus raices cuadradas.

5. La expresion 8x°+36x%y +54xy" +27)" es el cubo perfecto de un binomio.

6. Una diferencia de cuadrados se puede factorizar siempre, siendo igual al producto

suma de las bases por la diferencia de las mismas.
7. x'+x%*+y" es un cu.urado perfecto incomplero de un binomio.
‘ 8. La expresion xi—pr=(xt4yE) . (xF—)°) estd factorizada completamente. o

9, xmzy™ se puede factorizar siempre, en el campo numérico racional, cualquiera '7--

/l el signo (4 6 —), y cualquiera que sea el exponente m, siendo natural.
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. Si un polinomi .
. debepse f?mqo, P(x), admite un factor de la forma x+a, siendo @ un nt
T forzosamente un divisor del término independiente de P(x) umero natural

3

11. El m.c.d. de varias expresiones enteras tiene

menor grado. que ser siempre de grado inferior a la de

12. El m.c.d. de varios monomios puede ser un polinomio
13. Elm.cd. de 3x* + X7+ 2x* —x 4 1 ydex’—x*—x—2es 9x*+9x+9

14. El mcm. de 3x* 4 x?+2x>—x : :
+1ydf: Xy x_2 ESI 5 - 5 1 2
X —gx - x? 3 .

CUESTIONARIO DE COMPLETACION

Completar las palabras o los simbolos que faltan en las si

sean correctas: guientes afirmaciones para que

1. Una expresié i i
expresion prima es laque.... ... . admite divisores literales de menor grado

2. El m.c. b e . .
m.c.d. de varias CXPI'CSJODCS enteras es el d]VlSOf comuin de gtado

3. E .G P P . .
I m.c.m. de varias expresiones enteras es el milt lo comuin a todas Ellas de grado

4. Elm.cd. de 12 a%%*, p 8ab%c’es

3. 25x — 160 =(5x* + 49 . (....... .. )

6. x° + Y=

T (X —y = (x50 Je G o o )
B (atbp = o 4 1 +b
% (@+b) = (@a+b)(..... ... )
10, X xig Oy o _ (x4+2) . (oo ... )
1L Los divi
sol'syd::;éltés_?ééu_#e_s_ a] .dividendo ¥y divisor son los mismos divisores comunes del divi-
2 424 8a2h2 4 gpe _ Qa*+3b% — . =(......... i )

PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO 4

; -08 PIObJemas
’ Ue€ se proponen onti i 1
hﬁldos q Prop a continuaciéon son EJEI‘CiCiOS de repaso de los tipOS €s.

€n este Capl'tulo_
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1. Descomponer en tres factores la siguiente expresion: a*h®— a’c®.
2. Descomponer en cuatro factores la siguiente expresion: a*b—ab®.
3. Descomponer en cinco factores la expresion: x%yz —xy°z.

4. Descomponer en tres factores la siguiente expresion: a°™ —a*™ b*".

5. Factorizar; 9x*— 12x% + 4xp*

6. Factorizar: x*—2¥*—3x. (Ayuda: siquese factor comin x y después ensdyense divisores

de la forma x==a con g entero).

7. Factorizar: m®+ m?—4m—4. (Ayuda: séquese m factor comin de los dos términos pri-
meros y —4 de los dos Gltimos).

8. Factorizar: x* —xy—y — 1. (Ayuda: agriipense primero y Giltimo términos y segundo y
tercero).

9. Factorizar: x*+x?—x*—X.
10. Factorizar: 4(ad+bc)* — (&°—b*—c*+4&), descomponiéndolo en cuatro factores de pri-
mer grado.

11. Factorizar: 25a* — 80ab + 645

12. Factorizar: 16a®+31a*b* +25b% (Ayuda: simese y réstese 9a*b* para completar el
drado de un binomio).

13. Factorizar: 9a*
perfecto).

14. Factorizar: 27a’+ 8%

15. Factorizar: x*—2xy +y*—Xxz+ )z
16. Factorizar: uv—v* 4 uf —Vvt.

17. Factorizar: a*+2ab+b*—ac—be.
18. Factorizar: x*+2x*+9 (simese y réstese 4x* para completar el cuadrado de un binomié
19. Factorizar: x*+2xy+)*—x*— y*

20. Factorizar: x*+6xy+9y* —16z°

252

ua-

—6a+1 (Observar si se cumple la condicién de un trinomio cuadra de

DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS ENTEROS EN FACTORES

21. Factorizar: x*+43x* 44 (stimese y réstese x* para completar el cuadrado de un binomio)
22. Hallar por descomposicién en factores el m.c.d. yelmem. de (x*+)°)%, x*—y7, (x2—)2)

23. Hallar el m.c.d. Yy el m.c.m. or divisi s .
I—dx'—3x—-2 y x* +x_7§. 1stones sucesivas, de los dos polinomics siguientes:

24, Hallar el m.c.d. y el m.c. i ios: §
et y el m.c.m. de los polinomios: x5 —x%42x*+ x*+2x—1, y x*—x*4

25. Hallar el m.c.d. de los siguientes monomios: 3a*hc®, 6ab®c?, 12abc

26, Hallar el m.c.m. de los tres monomios del ejercicio anterior.

27. ’I)nvcstigﬂar todos los divisores de la forma x-+g, a natural, que tiene el polinomi
2x"—Tx*+Tx—2, y factorizarlo completamente, ’ ’

28. Hallar el ‘m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios: x* 4+ 2x* — x — 2, x° + 3x 3
y x*—3x*—x+3, factorizdndolos previamente, ! el

29. Descomponer x°+)° en tres factores.

30. Descomponer x*—y® en cuatro factores.

31. Factorizar: 25x*—36x%" +4y* (stimese y réstese 16x?y?).

32. Factorizar: xzy+4zy—2xz—8z.

33. Factorizar: a'—b*4-b*—ga2

34. Factorizar: 34+ 4ax + x* (Ayuda: descompongase primero 4ax en 3ax +ax),

35. Descomponer en dos factores Xy —1.

36. De
g Scompone: 2 i i
e na[ura}; (YZ esnbfactores X —4xP— x> 44, investigando los divisores de la forma x—+g¢
? - . =k
abes que para a se ensayan los divisores de 4, positivos y negativos)

37.
Descomponer en factores x4+ x°—x? 4 1.
38, Factorizar: L —x3ptoz20,

3. Pactorizar: xo_ P =3xy (x=y)

%0. Factor;
2 Clorizar: y2 gy g
TIZAr: X* =)t 2% — 4 2xz— 2.




Ei ER CONCLURED MATEMATICD

El “magister” Juan de Palermo, “aba-
cista”, propuso pliblicamente con la pre-
sencia del rey en la plaza de Palermo la
siguiente ecuacién cubica, desconocida
entonces, al extranjero “algoritmico™.

X+ 2x* - 10x = 20

La solucién que Leonardo dio mues-
Ira su poderosa capacidad matematica:

X=1227 42 33 4 40

Al hacer |a prueba moderna el resul-
tado difiere de] ge Leonardo en

1 ;
31.104\.0(}(].000 de exceso.

4 contribucién del Fibonacci a la cul-
tura occidental con 1a explicacion de la
Pﬁfa' €Rtonces “nueva matematica” in-
Y6 poderosamente e ¢] posterior mo-
Vimientq intelectual del Renacimiento en
donde 5¢ buscs la “divina proporcién”.

. _Un dia en Palermo, ciudad del sur de Italia, la agitacién de la corte



LEONARDO DE PISA, el Fibonacci, famoso
“algoritmico” de su tiempo.-

del rey Federico II llegaba a extremos porque al matematico “abacista” Juan
de Palermo sostenia una discusion ptblica con un rico peregrino extranjero,
el “algoritmico” Leonardo de Pisa el Fibonacci. Este, con asombrosa facilidad
resolvia los problemas propuestos por ol de Palermo sin necesidad del 4baco
y utilizaba tan solo los numeros hind-arabigos.

Los viajeros han tenido mucha importancia en la matematica. Un pe-
regrino fue Pitagoras y conocid la cultura cientifica oriental que relaciond
con la filosofia griega.

Otro, Thales de Mileto, visité a Egipto y adquiri6 los conocimiento$
geométricos de los constructores de las piramides.

Leonardo, nacido en Pisa (1250) e hijo de Bonacci por lo cual se I8
llamé Fibonacci, fue un viajero que aplicd ingeniosamente los conocimientos
matematicos del mundo hispano-arabe.

Pisa, Venecia y Génova fueron ciudades poderosas que rivalizaban efig
tre si por el predominio del comercio con Oriente. Sus comerciantes tenial
grandes depdsitos y agencias en el Mediterraneo. La necesidad de hacet
c4lculos mercantiles con rapidez y seguridad obligaba a los comerciantes
estudiar los sistemas orientales. El padre de Leonardo, Bonacci, fue un

presentante de Pisa que controlaba los impuestos de los ricos mercaderes P
sanos con agencias establecidas en Africa.

Leonardo viajaba con él, conocia la lengua a
rentes procedimientos matematicos. Encontrd que €
para el cilculo podia ser remplazado ventajosamente por el
meracién hindi-arabigo “posicional”.

Los partidarios del 4baco se llamaron “abacistas” y los de la nume

. Estos tiltimos usaban el Algebra.

rabe y estudiaba los dif§
1 uso del abaco mant#
sistema de 0#

cidn posicional “algoritmistas”
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5.1 CONCEPTO DE FRACCION ALGEBRAICA

Ya sabemos que una expresién algebraica se llama racional cuan-
i do sus letras estdn sometidas Gnicamente a las cuatro operaciones ra-
B cionales de suma, resta, multiplicacion y divisién.

La potenciacion de exponente natural queda también incluida dentro
de las operaciones racionales, por ser un caso particular del producto.

También sabemos que cuando en una expresion racional no figura
ninguna division, sino Gnicamente operaciones de suma, diferencia y
Producto, 1a expresion se llama racional entera, o simplemente entera,
i ¥ que las expresiones enteras se dividen en monomios y en polinomios,
o

i Segln que no contengan o si contengan los signos de adicién o sus-
il i traccion,

Pues bien, llamaremos Jraccion algebraica simple al cociente indica-

5 de dos expresiones enteras, y fraccién algebraica compuesta al cociente
€dos expresiones racionales.

T

" if:;[ qu? en Aritmética, la primera expresion algebraica se llama
0 7 o - -
’l—’zlumya, ¥ 1a segunda denominador, y se escriben separadas por una
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— 3a* be

1.8 2axy

es una fraccion algebraica simple.

- k b) h?':'x—f_Z es otra fraccién algebraica simple.
- -

Ix 2y

L 2y 3x _ <
€) gz, ecsuma fraccién algebraica compuesta.

! 2—x

Escribir dos fracciones elgebraicas simples y otras dos
| compuestas.

Las fracciones compuestas serdn estudiadas en la ulti-
ma seccion de este capitulo y alli probaremos que toda frac-
cién compuesta se puede reducir a otra fraccion simple equi-
valente; pero digamos qué se entiende por fracciones alge-
braicas equivalentes: Se dice que dos fracciones algebraicas
| son equivalentes cuando ellas toman los mismos valores numés
' ricos para todos los valores que se asignen en sus letras, excep-

to para algunos valores particulares que puedan anular el
. denominador de una de las fracciones y no el de la otra.

1. Si multiplicamos el numerador y el denominador de la fracciéng:—l por
3x(x—1)

(x—1), obtenemos esta otra: o
xI—

|
Estas dos fracciones algebraicas toman los mismos valores numéricos pas

ra todos los valores que se asignen a la letra x, excepto para x=+ 1, en queé
s os £ 3.3 T
primera fraccién toma el valor numérico %=§ . ¥ la segunda carece de valol
numérito determinado por anularse su denominador.

Esta afirmacién se apoya en el hecho de que para todo valor numel
de x (distinto de 1), la fraccion segunda (numérica ya) se deduce de la pi

LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS
ra (numérica también) multiplicando su numerador y denominador por un
mismo nimero, v sabemos por Aritmética que si el numerador y denomina-

dor de una fraccién numérica se multiplican por un mismo nimero. se obtiene
otra fraccién equivalente. '

Para el valor x= —1 ambas fracciones algebraicas carecen de valor nu-
mérico por anularse sus denominadores.

L-a expll:’.‘ac.lén dada en este ejemplo tiene caracter general y nos permite
enunciar la siguiente:

PROPIEDAD FUNDAMENTAL:

Si el numerador y el denominador de una Jraccion algebraica se mul-

tiplican por una misma expresion racional se obtiene otra fraccidn alge-
braica equivalente a Iz primera.

l. Las fracciones x+2 Bx+2) (x+5)

x+37 Gx+3) (x-;-S)sO" equivalentes, pues se pasa de la

primera

e ala segunda, multiplicando sus dos términos por la expresién
x+5).

Estas dos fracciones toman valores iguales para todos los valores que se

atribuyan a la x, excepto para x=—5 en que la primera toma el valor
=15+42 _13 13
—104+3= —7 =77 ¥lasegunda carece de valor numérico por anularse

2 denominador.

Para x=_ 3 Ari i
5 carecen de valor numérico ambas fracciones, por anularse

los dos denominadores.

Pq
"glla!; !
Slgno i

ra expre, 7 3
presar gue dosﬁ-acc.'ones son equivalentes se separan con el signo

as frace; : ; g
x cciones del. ejemplo anterior se pueden escribir separadas por el
Bual, por ser equivalentes, asi:

3X+2  (Bx+2).(x+5)

2 +3% (2x+3). (x+5)

E
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GoliSiaA 2= Ty, e _'r'f'#'i,"ﬁ 18 5
T — ) se factorizan el numerador y el denominador y

; . x4 1) 2%) se suprimen los i
1. Obtener tres fracciones equivalentes a la fraccion W+ 2 ) ‘P fﬂCIOreS comunes en ambos términos.

i Naturalmente, cua .
‘ Indicar en cada caso los valores excepcionales de la x, si existen, para los rizados No haf} ué reaﬁdo eI] nutperador y denominador ya estan facto-
cuales deja de cumplirse la igualdad de valores numéricos de la fraccion ) 9 zar la primera etapa.
propuesta y la fraccién equivalente obtenida. C 3
uando € 3 .
: : Wi l'nu?erador ¥ el denommador3 después de estar comple-
’ . 2. ;Cuantas fracciones existen equivalentes a una fraccion dada? tamente Ia Onzla 0s, no tienen factores primos comunes, o sea. son
rimos entre si, la fraccié ; . ’ =,
| Eible : 6n no se puede simplificar y se llama irredu-
| | W, )3 U :
(R T
1 _—_Za_‘lgg = = 2ax S 5
= (Se han suprimido los factores a2, b, ¢, x, del nume-

" 3a*biexy 3By
: rador y del denominador).

' . N 5.2 APLICACIONES DE LA PROPIEDAD FUNDAMENTAL:
| | SIMPLIFICACION Y REDUCCION A COMUN
DENOMINADOR

I) SIMPLIFICACION: -
apc ot

. . =—, esta fraccidn es irreducible (no hay facto:

Simplificar una fraccidn es transformarla en otra equivalente cuyos aer y tactores comunes en el numera-

términos (numerador y denominador) sean de grados inferiores a los de lé

primera fraccion.

dor y en el denominador).

4 @+ 30+ 3abt 4 b _ (@b
fa+b) (a°+b%) @+ @+h (az—ﬂfH»b!):

= a+hb

Veamos como se justifica la simplificacion. .
' T @—ah T B

Sea %I(ﬂ una fraccion algebraica y E(x) una expresién entera; &
X

; st A(x .Ax.E
acuerdo con la propiedad fundamental, las fracciones & (x) Y “Bixh

3. Simplificar la siguiente fraccion: 2L +X —=3x"+5x—2
X34 2x—2x 43

Co s difici ’ : ;
i d::lo es dificil descubrir a simple vista factores comunes, hallamos el
e | : .{:umcrador y del denominador; se obtiene: m.c.d. (2x* 4 x* —3x* +
A X4 2x 4 ) =Tt~ Tx+ 7. o

son equivalentes, y por tanto podemos escribir:

Afx). E(x) _ A(x o g
#El%é: B?_xj , lo que nos indica que se pueden dividir los
. términos (el numerador y el denominador) de una fraccion algebr
i por una misma expresion entera (que sea factor de los dos términos)
teniéndose otra fraccion equivalente. Cuando se realiza esta operacions

fraccioén queda simplificada.

Dividieﬂd() num d €]
umerador y denormnador pUl’ su m.c.d. se tiene:

L0 N Y .
¥ o34 Sx—2)+ (T~ Tx 4 7) %(x2+3x—2) x*43x=2

(2520
+2x =243+ (Tx*—=Tx+T) 7](«‘(+3) x+3

Cuand
0 el nu . .
SUmegq, | merador y el denominador de una fraccién se dividen por

» 12 fraccig
n s ; ;
Yano g p S¢ transforma en otra equivalente irreducible, o sea, que

Desde el punto de vista practico podemos dar la siguiente:

& . . R 5 oo e : : ;
REGLA: Para simplificar una fraccion se siguen las sigui€ ede simplificar mas.

etapas:
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es fracciones, transformandolas en irreducibles:

Simplificar las siguient e
eductr g () .
R a comin denominador las siguientes fracciones:

3
3 Aolic - s
= plicando a cada fraccién la regla anterior, se tiene:

~] ta
-

r : L 24a°bctxy

30a*b*c*xz
N
2 —18x%H 'z "
- e
: xi oz 3Vt estas i . v \
e ey ajires fracciones son respectivamente equivalentes a las \ \
res primeras y tienen el mismo denominador. N\

© Aaebix® —2abx +8a*bx%y

a—b a+b a b : ;
D procediendo de igual forma;

3

| 4 (@=D) (@ 2ab+ b atb a=bt b
i (a+b)* (a—b)
x5 4 pP=x=Y (a—b)(a—b).b.a _ (a—b). b.a
E.:: 5. x*—y tard) fa=b) ba ™ (t!’ﬁb?)-_ i;)_ :‘: ! \
6. x_'y’j—"+{ (a+b) (a+b)b.a _ (a+b)*.b.a o8
x*+y -y (@—b*) . b.a — (az_bu).b..:d‘ 'L

ab—ac+ad P
" Ape e @laiblfa—bl.a _ (b
a ). D.a fu“—f?"}_h_(l‘

b.fatb)fa—b). b

f@—58). b.a
2° Mét
odo: Se hall
105 dos 1érminos e Cc!a’aaffcfcm:(’””' de ;’05 denominadores y se mult iplican
el propi. i i Clon por el coci s ge? ;
Propio denominador de g ﬁ‘acc{']dn ociente de dividir este m.c.m. por

mnp —mip+-mp*
¥ n'-'p—mnp-i—np"

II) REDUCCION 4 COMUN DENOMINADOR:

omiin denominador es iransformarlas

De est:
: a form: a1 Ts
tengan todas el mismo denons ma quedan las

; fracci - i
dqr Bviin, codas. 10 acciones reducidas a su minimo deno-

Ll a .
i Reducir varias fracciones a ¢
ominador comiin de menor grado

otras respectivamente equivalentes y que
dor.

Ming

pued el

cir varias fracciones a comun denominador Reducir o
al minimg den .
omin

Para redu

guirse dos métodos: ador e .
& agor comun las siguientes fracciones:

1er. Método: Se multiplican los dos términos de cada fraccion 8
producto de los denominadores de las demds fracciones.

Con este procedimiemo._ cada fraccion se transforma en 0
valente, por la propiedad fundamental.
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El m.c:m. de los denominadores es abe; aplicando a cada fraccion la regla

| anterior obtenemos:
24 : 4c*
abe’ abc’
n —3mn 2ub® Smn* 5 S - " oy
S T Py xe i Bl mem. de los denominadores es x iz
Procediendo ignal que antes, se obtienen las siguientes fracciones:
—=3m*nx:z 2
X ,l‘ s
X+y (x—p) 2xy
3 \—T—1 . » El m.c.m. de los denominadores es: x*—.
X~ X+ ; -
: x4y fx—)
Las fracciones que resultan son: i I —
{ X X~ —
4 2y e
’ ity X FIX 1377

El m.c.m. de los denominadores es: (x +y)
Las fracciones que resultan son

2xfx

2(x+p) Xty
tvp | (XFRR

,’_\_;.]‘;

Reducir al minimo denominador comiin las siguientes fracciones:

(]

LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS

| oy
L 2x
l *F
a+b 5a a—b
] a+b’' B =a%

5.3 LA SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
[) SUMA:

T ;‘- 1C
l : nicién: Se llama suma de varias fracciones algebraicas a otrq

1 ¥
fracci idn at ehl aica cuyo valor numérico es igual a la suma de lps valores
numéricos de los sumandos rara todos |, A

odos los v > atr ’ g
| g ! alores que se atribuyen q sus
De acue

C f rdo con esta definicién, para sumar fracciones algebraicas
oceder como en Aritmética. o sea, reduciéndclas a comiin

or, poniendo como numerador de la suma Ia sum

dor, a de los
Tes y como denominador el comiip.

} - las fracciones siguientes:
1. :_ i ~' . 3_“l£ . 3ac cdab  2bey3ae +4ab
e ] C abe abc (Iﬁa‘r o rJF-_H
5 X 3b 2 5
— L dafa+x) 3bfa—x) 2¢

— T — 4

a’—x*
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1 l“ | 3x y 2z

3x(a*—b*) N Vi{a+b)?

+

“a+bh  a-—b . fa+b)? 3 (a—b) (a+b)* ' (a—b)(a+b)*

_ 3x(a*—b*)+ylatb)+2z(a =b)

i‘ = (a—b) (a+b)*

4 T XELx tetw

1 1 1 1

factores para hallar su m.c.m.: x, x(x+1), x(x—1), x*(x+1) (x—1).

Se ve que el m.c.m.es el altimo denominador; reduciendo las fracciones al
minimo denominador comiin obtenemos:

x(x*—1) xfx — 1) xfx + 1) |

=l T ee—1) T @pe=1) T Fe-0)

I
e |
E _ ag(x”—lj+x(.x—1)+x{x+])+l

xx*=1)

X b

2
Lipgt 1= " 1=a¢

I u‘__ 5 _2x

3 4+ Sa 3h
S = el ooy

1

41y 2% X
X I =x + T

¢ & - B ¢

Sumar las fracciones sigyientes:

3y z
| 3 be 6abc T

2

6 a+b b+c

i Sy ) =

a+c

1 1 1
¥ Ix=6 tamt =2

: {b_(_)((,4a1+ (c—a)(agbf' fa—bj{b—c)

——+ descomponemos los denominadores en

LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS

. S
X*— 2;’} +y5 X—y
4m 2n

S vzt xFT

1 x 2 3

10. e -+ '__l.r+ -+ =

I) RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS:

Definicion: ] ] j
Pl ln. La diferencia de dos Jracciones algebraicas es ofra Jfra
cion algebraica que sumada con la segunda nos da la primera i

Regla: Para restar d. j -

: 05 fracciones de igual d ;
o : enominador se re.
numeradores y se pone por denominador el comin, EPeTIaR o

T2 T f A ’r s
H das jracciones qu‘e se qu!e.?‘en restar no g e”a}?”ﬂaa{)f
) uenen igua
S€ requcen ,i?lél:mmﬂlfé a comun aenominador [

I g.’f . El _ 3x-32y
a a - a =
2, Ba 4b 16.
TE T T = a _ 4bc _ 16a—4p,
e M08 = T o et
3. 3 2
Xy — T = _L — 3vix =3 2u—3 -
RS = e
4. a+b —

3%

G-t =1 _ 2 _1-2_ -
@+b " a+b " atb ~ a+h - atb
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i | :
i iones gue se indican a continuacion:
R est 1s fracciones que se 1ndican
Restar las fracc
| 3a* 2b*
) g a@_—2ab+b* a—b
] ol

w

S5a 4b
4. Ia°—ba

a—2a

i

7. Comprobar que

o
‘ 3uv 2u
|

S ury) T vy

5.4 EXPRESIONES MIXTAS. REDUCCION A FRACCIONE

A
a resta (es decir, la suma &g
Una e\;presién mixta es la suma o la resta (La_dcur, IF:
na exn ) : . o fraccionaria.
braica) dL una-expresion entera con una fraccionaria
’ [* (4 [ ¥,

I iones mixtas a fracciones son Ia88
-a reducir expresiones mixtas a fraccior
Las reglas para reducir expresic

mas que en la Aritmetica.

270

—b*)
(a+b) (a2 +b* =) )1l
i ab
=2(a+b+
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Regla: Se multiplica la parte entera por el denominador de g Jrac-

. cién, s Suma o resta, a este producto, segun el caso, el numerador, y se
por denominador el de la fraccién.
1 regla se justifica simplemente poniendo denominador unidad
a la parte entera y aplicando la regla general de suma o resta de frac-
cione
I oir a fracciones las siguientes €xpresiones mixtas:
I — =
i —1
. 2 2 (x—=1)(x+1)+2x+4+2 X—14+2x4+2  x*42x4]
b X—1 4+— = e = —
x+1 x+1 x4+ 1 x+1
= = |
3 0. Y e 16x*—dy?
S S T

4 5x— 1 -3 = _ (5x-1) (@x+1)=(3x—2) 206 + x—1—-3x+

* ifacciones las siguientes expresiones, simplificando los resul-

L1y a-b
a+-b
R 9
3%
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: b
4. g*—ab+b* — ath

8 il 3&ba—b-
7. m+n— Tn—::.

REDUCCION DE UNA FRACCION IMPROPIA
A EXPRESION MIXTA EQUIVALENTE:

Una fraccién se llama impropia cuando el numerador es de iguali
mayor grado que el denominador.

En ciertas ocasiones (por ejemplo en Calculo Integral) interesa
componer una fraccién impropia en suma (algebraica) de una expresid
entera y una fraccién propia (con grado del numerador menor que el d
denominador).

Cuando el numerador y denominador son polinomios en una
ma letra, por ejemplo polinomios en x, esto se logra simplemente P&
divisién completa del numerador por el denominador; _1? fraccion
equivalente a la suma del cociente inexacto mas una fraccion propia g
tiene por numerador el resto y por denominador el divisor.

A 420 —x41 x—35
L. xt—x+1 =4ra ik x*—x+1
2 2t 4 x42 —x-+4
v xtpx=1 T x*4x—1

LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS

i S e S >
el TS o s e o e =

Descomponer las siguientes fracciones impropias en su parte entera mas
una fraccion propia, y comprobar cada descomposicién reduciendo la expre-
sion mixta a fraccion:

Ix3—2x*+ x46

x*—2x+1 .

N

4x* —3x°+2x*—x+1
XP4x41

b

. 2x2=3x24x—6
x42

3x°—2x*4 x4 1 ; e
X —Ax? 4+ 2x4-2 I

»

5.5 PRODUCTO Y COCIENTE DE FRACCIONES
ALGEBRAICAS

I) MULTIPLICACION DE FRACCIONES:

El producto de dos fracciones algebraicas se define de forma ané-
lpga a como se defini6 la suma.

Definicion: Se llama producto de dos fracciones algebraicas a otra
Jr accion algebraica cuyo valor numérico es igual al producto de los valores
fiumericos de los factores, para todos los valores que se asignen a sus letras.

L deDtZ ]atguerdo con esta deﬁnici()’n,. la fraccién producto debe obtener-

Valore. 1 orma que su valor numérico coincida con ’el' producto de los

G lﬂl;merlcos de los factores (para valores numéricos cualesquiera

e pare 1aS) y esto se logra siguiendo la_mls:ma regla de multiplicacion
as fracciones numéricas en Aritmética.

REGLA PARA MULTIPLICAR FRACCIONES ALGEBRAICAS:

El pr , . : - .
or Producto de varias fracciones algebraicas es la fraccion que tiene

ny
T g?erador el producto de los numeradores Y por denominador el pro-
e los denominadores.
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| Las fracciones deben simplificarse antes de ser multiplicadas, y §
los numeradores y los denominadores estan factorizados se pueden susl
primir factores comunes de los numeradores y de los denominadore§

aunque no sean de la misma fraccion.

A continuacién se dan varios ejemplos de multiplicacién de fracciong§

N DIV <
| [I) DIVISION DE DOS FRACCIONES ALGEBRAICAS: !

simplificando previamente los factores y después el resultado.

Para poder realizar las simpﬁﬁcas?z"ones (supresion de factores del numg El cociente de dos ﬂ‘a(‘(‘a"oney aleebro:
rador y denominador) hay que factorizar los dos términos de cada fraccié fraccion algebraica que multiplic S aigebraicas, dividendo y divisor, es Ig
cuando no estén factorizados. ‘ ' iplicada por el divisor nos da el dividendo. |
. o
Regla: ) |

El cocient - :

7 e o i .
cidn di'l'i(fenj; ;?5 {"af(f‘mngg algebraicas se obtiene multipli
S r la fraccion divisor invertids et =
s términos).. Sor tnvertida (es decir, inter-

8 |
i 2 cando la fi

1 6a’bx® —4abx _3a —4a _ —124°
- Jabx 3@kt bx 3x | 3bx ‘
2mnuty® Gminptutv 2mnutvt _ 2ptutv' . AfX) Clx)
- Ineeuy | dmnpuy | 3mPntwy - 3mn? R et f—i‘{—_ & (_‘—‘L) = A(x) Dix)
X} Dix v ‘o Tos pues
i 3 4x’y  x—y 3(x+y) _ dxy  x—y IHx+y) _ 3 ‘| (x) B(x) Crx) p )
' C oy 2 2xy | (HIx=y) T Lyt 2xy Tyt ‘
:_pt 2a a+b a+bH 2 Al v )
- b a+b a—b  a ~ 5 —,;—(\‘) : D(x) ) Clx) _A(x) _
1 5(x)  C(x) D('x-)‘E(_T) que es el dividendo.
ON esta reola la divicis
| 4 W T - ta regla, la divis - i
s tiplicacisn + & 1s16n de dos fracc
' C10n v puede apl ClOnEs se T 2
, ) - uede aplicarse todo lo dicho en el ap: educe a una mul-
€ las simplificaciones, apartado anterior res-

4x* x4y x—1
xi=x*" 2x " x*—)°

(a+b—c)* et ab

(Efecttiese primero la suma del paréﬂ esis):
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li | T Ty == = e b S B o i it — .
Il): Para elevar una Vi 1)
. My: Fa : raccion a un exponente e, ;
V) la fraccion invertida al exponente opuesropque es u:fi;;neganvo e elevg
\ / | 4atb _ 2ab* lo que estamos ya en el caso I). ero natural, con
f ‘ 3act  6act
~ Antes de efectuar la o id
{ . 3 peracion de eleva
\ )} N 2 cia es conveniente simplificarlo. R ¢ el quebrado 4 una poten-
~ 2 \45 )* == mio a una potencia pl s ?. ecordamos que para elevar un mono
110 ¢ se eleva el coeficiente i : i
. a dicha potenc 1
) nentes de las letr inki 2P 12 Y 103 expo-
< y e ) 5 e D 7 as se multiplican por el exponente de la potencia p

= ————

i S 2 (U —

Et‘-. J 5 8a® ?
im Y ‘F_bF drab+bh
| y a b B a E ., . 7 7 A "'A._’j:t
\?’ 6. (—b_'; i a—"’) == (5 i a) 2. (2()”.’}!('! ) . (3&'5(" 3 _ Qabet \? ) A 2 datbies i i’. \ “.‘I
—3a%b 2a*b?c* ( | ) = (E) = = Sl \
: 9 85
qflx‘-.,; - f{"-"_bi &b _ 3258 ) i
\ 7. (a42%5 )+ (e-251) 9 F =243 o
e 8= = : Y,
. ! )
\ 8' AI“]IE i inll»l
‘--_,‘,g' xt—y*  x—=y
o . .| e T \M

@*+2ab+b " a+b

ey N
2 2 2 2 {‘
b ooy )

& =1 a' a—1

\‘w
E \ 10 (e;"‘—)c‘-i—a!zz;x2 ) ~ (a*+x%). (Asbciense los dos primeros términos.
\, del dividendo). [

—

5. (*Zax“z )*" - (3a'“'bx“z:)" = (3bxz ) _ 2bxz

—2a’x*z —2a _8a°

5.6 POTENCIACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

(x—1)7

La potenciacion de fracciones algebraicas se define de maneis 241\ (el
i O L O C ) R 8 TG W !
fxil)- (x‘-_l ) (xﬁij“ (-Y*l ) . (X—]): a—__]).s

loga a la de niimeros racionales.

{ Regla I): Para elevar una fraccion algebraica a un exponénie
, ral se elevan el numerador y el denominador a dicho exponente.
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Tk

i =
dmnu*v® _(_ .
2mn*uy

- (

(a+b)?
fa—b) 2. 1

y

(m+1)F 2myT -

2pq

b—a
4 " Trab

b=
I ab

5.7 FRACCIONES COMPUESTAS Y SU REDUCCION
A FRACCIONES SIMPLES

Ya dijimos que una fraccion compuesta es aquella cuyos terk :
(numerador y denominador) no son expresiones enteras, sino que€
no de ellos, o los dos, son fracciones. )

Si en el numerador y denominador figura una sola fraccion!

dividir la fracciéon del numerador por la del denominador para
ducida la fraccién compuesta a una simple, y si en el numeradorf
nominador figuran varias fracciones simples separadas por lo:
més o menos, se reducen a una sola fraccion, y después se divide
cién del numerador por la del denominador.
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m+1
m

TR |

bt T

:

m )

i

2m 1

ni

m+ 1 )

m+14+m
mi+1

1
+ =
1 m-

(m-‘r[—m
A e
Cm—1
m

(i

m+1 2m4|

m-

m

= 1
(m—+1)mim—1)

m—1

i_f"tﬂ)}f’;n
= — l4ab

[+ ab

I+ab *

b+ 1) 14ab
I+a

a—d+b
S
- fa—=hF"
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5.8 VERDADERO VALOR DE UNA FRACCION DE

" LA FORMA 2:
| )
Ocurre algunas veces que al dar un valor numérico a la variable €

una fraccion, para dicho valor se anulan simultdneamente el numeradg
y el denominador, en cuyo caso la fraccién toma la forma indeterminad

6; y decimos indeterminada porque cualquier nimero multlpllcado oe
el denominador cero, nos da el numerador que es también cero. § om
encontrar en este caso el verdadero valor de la fraccion, para ese val

de la variable?

h . o :
k Estudiemos la cuestiéon con un ejemplo.

(x*—2x+1) . (x=3)
2x+1 . (x=3)
lor 3 se anulan el numerador y el denominador, pues el segundo fac
(x —3), del numerador y del denominador vale cero para x=3
simplificamos la fraccién, dividiendo su numerador y denominados
) G s . x*=2x + 1
(x—3), queda la fraccion simplificada s v

damos a la variable x e

' | Si en la fraccion

cuyo valor

1

3_2x341_ 9—6+1
2x3+41 6+1

valor de la fraccion simplificada,

x=73es = convendremos en tOM&t

. como el verdadero valor d€¥

~|

mera fraccion.
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Otro ejemplo: Hallar el valor de la fracciop X —3X+2
3xX*—Tx+7 Parax=2.

Sustituyendo x por 2 resulta: ~2.—9X2+2 _ 0
IXL—T2ET = ik

El hecho de anul i
arse simultdneam
, S ente el nu - .
ador para x=2 merador vy el £
:jlel rmfema - rei;(;g 1)1’:6}];5&: tque ambos son divisibles por x_y 2 e?le‘?i‘lj'?ljjd
= ) anto podemos simpli :
diendo sus dos térmi 0s simplificar la fraccién divi
e ooiste o 1?;;11;0? por x —2: las divisiones se efectan Cégn d:'lw-
plicando la regla de Ruffini; en este caso se tien .
e:

I 0 —5 2
2) 2. # =»n ) 3 =7 2
1 2 =1 0 3 }5 -_S

Los cocientes son: (x*—5x42) = (x—2) = x24.2 1
5 (Bx*—Tx+2) + (x-2) = 3p 1.’
simplificada (con el numerador y el denomina{io_r c?iffizitljl)sl;cf;a}cca%l

X4 2x—1 .
cuyo valor para x=2 es: 22+ 2x2_] 4441 7
R P

TR
2=1 = 6-T - %

ue es el ve
q erdadero valor de la fraccién primera

€5

Las conclusi
clusiones de e :
" S .
den resumirse as;- tos ejemplos son de caracter general y pue-

del teore i
ma del resto; si |
| 0 { a frac-
- gy g ey asu‘ numerado_r y denominador pc;r X—ano
; ‘:_‘;a f{accion Simphﬁ;ad’ay eI] 1denommadm‘ no se anula, el valor de
€ra; sj e vy s¢ llama el verdad ] i
‘ lvery. adero valor de la fr :
Drque s €N a anular el numerad i s
Bt sionil rador y denominador pa
0 Proce o divisibles po ié aplicar o]
i . POr x —a, volviéndose i
g r - . . a
ador po x_ﬂaf)npg‘lal‘?lcacmn (dividiendo otra vez nurneragglrwa::lcI
- tor!na goalln obtener una fraccién de valor determigade(;
22 una franes 0 verdadero valor de la fraccién de parti-
it cciuyo numerador se anula para x = ¢ ¥y cu
en unaefr(;irg para x = g, la fraccién vale cero
€100 cuyo numerador es distinto de
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. { cero para x — a v cuyo denominador se anula para x = a, la fraccié - n
I| | p d I y y_ P : il x= 1 :la fraccién simplificada es: X420 5542 |
carece de valor para x = a. Yax_3 i veamos el valor que

. toma para x=1: ‘

En los siguientes ejemplos se presentaran los diversos casos y Sef

L B viran de aclaracion de lo dicho. 1 2 =5 2
‘ 1 1 'K
1 — | IR R N S S S
i 3 =2 0 — T \
X*—3x*_6x+48 2 :

1. Hallar el valor de la fraccion - x=— =
A Gx—4 PaAX Vemos que el numerador y denominador se siguen anulando para x=1;

la nueva fraccién simplificada es X +3x—2

Hallaremos el valor numérico del numerador y del denominador aplican: i3 owo valor para x=1 es
| 4 do la Regla de Ruffini, pues de esta forma, si se anulan el numerador § Ei3—-2 2 T i
I ; ; e y 12 3’ que es el verdadero valor de la fraccién prime

denominador para x=—2 ya tenemos los cocientes necesarios para 2 : primera.

fraccién simplificada; los calculos se disponen como de costumbre, cont
esquema de Ruffini asi:

" 3. Hallar el valor de X:F_ﬁj‘u llx—12

1 =3 — 6 8 4 6 . X*—3x+4 para x=4,
—2) -2 410 -8 =2) —8 - A
1 -5 + 4 0 4 =2 i \ ¥

Procediendo como en los ejercicios anteriores:

3 ! 1 —
h Vemos que el numerador y el denominador se anulan para x= -2, ¥ 4) 2 ! é - :; 1 =3 4
: Y tanto la fraccién toma la forma% para x& —2; dividiendo sus dos téf 1 -2 3 0 Ll—g%_*g’ ™S

\ nos por x—{—2)=x+2 se obtiene la fraccion simplificada x;'S'

= Se ve que el numerador se anula para

x=4, pero no el denominador (que
vale +8); el valor de la fraccién para x=4, es Q:O. :

i ;“H : (los cocientes del numerador y denominador por x+2 resultan de 10s
quemas anteriores); esta altima fraccion, para x= —2. toma el valor:

4. Hallar ¢f vajor de 3x'—2x"

(=2=5%(=2)+4 441044 —_18_ 1o X'+ X J
XKox-0,  parax=y. \

aX(-H-2 =~ -8—2 -0

que es el verdadero valor de la primera fraccion. B LY
) " Poniendo los cilculos como de costumbre: AL
i 2. Hallar el verdadero valor de * +x;;’_";);'_‘:;"*2 parax=1. B
3 ﬁ\;ﬁg‘l}i 1 —1 20
5 o
Los calculos se disponen asi: 3 13 0 5) 5 20
66 334 I 'y o

Se
Y& que el numer,
TSi; por t

+7 =2
1 1 2 —5 42 1
™ 2 —5 +2 0 K

o ]do; -no se anula para x=5 (vale 334), pero el denomi-
J» 12 fraccion dada carece de valor para x=35. '

Se ve que el numerador y denominador se anulan simultinea

o I p D ""?&:.‘ﬁg_‘f??.“—('.i\ ey -
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egla general para reducir varias fracciones algebraicas a comiin denomina-
gla g g

| or. ;En qué principio se fundamenta e regla?

i ;. s de las sigui s fracciones, para los valores [
Hallar los verdaderos valores de las siguientes frac p

es al minimo denominador comin.

3 1 rariahle:
que se indican de su variable:

es la suma de varias fracciones algebraicas?

Valor de

con la definicién anterior, ;como se obtiene la fraccién algebraica suma de
s fracciones algebraicas?

Valor de -

S —6x%+32 para x=4. 14, 1C6 ¢ iene la diferencia de dos fracciones algebraica
—Tx*+9x*4+8x+16 T

a expresién mixta? ;Cémo se reduce una expresion mixta a fraccién alge-

4. Valor de 4‘

» se dice que una fraccién algebraica es propia?
5. Valor de :

nde por una fraccién algebraica impropia?

ce una fraccién impropia a expresion mixta equivalente?

+62° b*+4ab  + bt op g b, 17.
a*+2ab+4-b

6. Valor de

REVISION DE CONCEPTOS DEL CAPITULO 5

e el cociente de dos fracciones algebraicas?

ne el cociente de dos fracciones algebraicas?

raccién algebraica si e? ; puesta?
;Qué es una fraccion algebraica simple? ;Y comp

£

na fraccion algebraica a un exponente natural?

1 1V ac’)
;Qué son fracciones algebraicas equivalentes?
fA s

[

23 - . -
5 - Wioin st ones: ] ‘d una fraccién algebraica a un exponente entero negativo?
3. Enuncia la propiedad fundamental de las fracciones algebraicas y explica las = P 2
nuncia -
= S 4 ! 24, 1COmo s e - T -
que la justifican. 4Como se reduce una fraccion compuesta a fraccién simple equivalente?
. i ¥ .ntal de las i ; =
4. ;Cuéles son las aplicaciones mas importantes de la propiedad fundamental 2. iQué se
. iCuéles s §

de por verdadero valor de una fraccién algebraica para un valor de su va-
a

9 ap fiable gye T sy : i ‘
i algebralcds:' que sSimultaneamente al numerador y al denominador?

mna fraccion algebraica?

" 4C6mg g

5. {Cémo se simplifica v al 4 ‘ 0 valor de una fraccién algebraica cuando toma la forma 0
4 al

Jué i - fraccion irreducible:
6. ;Qué se entiende por fraccidn irred:

‘ESTIONARIO DE SELECCION

: 14 i irreducible?
implific ccion hasta convertirla en irreducible?
;Cémo se simplifica una fraccion ha 0T

~

que corresponda al concepto enunciado al

S
Incipio:

. 9
+ i f lones YT lﬂﬂdOL
- ces para reducir v as fracciones a comun denoml
LCH{‘H‘_{OS métodos conoces parar ducir varias frac 1
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7. Cuando se reduce una expresion mixta a fraccion algebraica resulta:

1. Una fraccion algebraica simple es:

a) el cociente indicado de dos expresiones enteras; a) siempre una fraccién propia;

‘ b) el cociente indicado de dos expresiones racionales (no enteras); b) siempre una fraccién impropia;

¢) el cociente indicado de dos expresiones irracionales. ¢) unas veces una fraccién propia y otras una impropia.

2. Dos fracciones equivalentes son:

. El producto de una fraccién por su fraccién invertida es:

a) las que tienen idéntica forma (los mismos coeficientes y las mismas letras elevadas g
los mismos exponentes);

a) otra fraccién;

b) la unidad;

b) las que toman igual valor numérico para todos los valores que se atribuyen a sug
| letras;

¢) el cuadrado de la primera fraccién.

hd

Para elevar una fraccién a un exponente entero negativo:

c) las que toman igual valor numérico para todos los valores que se den a sus letras, ex:
cepto para aquellos que anulan al denominador de una fraccién y no al de la otray

a) se les resta a todos los exponentes de las letras el valor absoluto del exponente nega-
tivo;

3. Una fraccin se simplifica:

b) se les suma a todos los exponentes de las letras el valor absoluto del ex

ponente nega-
tivo;

a) suprimiendo sumandos iguales en el numerador y denominador; .

¢) se eleva la fraccion invertida al valor absoluto del exponente negativo.
10. Una fraccion, g?’tl » que para x = g toma la forma de indeterminacidn 8— :
a) siempre tiene un verdadero valor para x = a;

b) suprimiendo factores iguales en el numerador y denominador;

c) multiplicando sus dos términos por una misma expresion entera.

4. Para reducir varias fracciones al minimo denominador comun: b) siempre carece de valor para x = a;

. i o p €) unas veces puede hallarse up ve = : é
a) se multiplican los dos términos de cada fraccién por el m.c.m. de los deno: P n verdadero valor para x = a y otras carece de él.

| E . b) se multiplican los dos términos de cada fraccion por el cociente de dividir el
! | 1 de los denominadores por el numerador de la fraccién;

i CUESTIONARIO DE DISTINCION

¢) se multiplican los dos términos de cada fraccién por el cociente de dividir el m.

_ : . 1 iPuedes distinguir las afirmaci ?
| de los denominadores por el denominador de la fraccién. ‘ D e el

L - 3o
- Una fraccion algebraica tiene valor numéri

5. Por la forma de haber definido la suma de fracciones esta operacion debe cumpl .
que se asignen a sus letras.

co sin excepcion, cualesquiera que sean los

a) todas las leyes formales conocidas de la suma; ,1 Una fraccion a1

Co, cua]eSqu

3. (;“ando s su

SECIOn g obtien

i %d“ S€ Supri g .
Cibn algebra; Primen ?”mﬂﬂdos comunes en el numerador y denominador de una frac-
1¢a se obtiene otra fraccién equivalente.

gBebraica, y la que resulta de simplificarla, toman siempre el mismo valor

b) algunas de las leyes de la suma y otras no; 1€ra que sean los valores que se asignen a sus letras.

¢) ninguna de las leyes de la suma.

primen factores comunes en el numerador y en el denominador de una
© otra fraccion equivalente.

6. La suma de dos fracciones propias de igual denominador es:

a) siempre una fraccidn propia;

b) unas veces una fraccion propia y otras una impropia;

(b‘e‘l"i\’a.lentia d i :
c) siempre una fraccién impropia. e fracciones tiene las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
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6. El producto de dos fracciones propias es siempre una fraccion propia.

7. La suma de dos fracciones impropias es siempre una fraccion impropia.

8. Cuando los dos términos de una fraccion se dividen por su m.c.d. se obtiene otra frac-
cién equivalente irreducible.

9. El fundamento de la reduccién a comin denominador reside en la propiedad fundamen=|
tal de las fracciones.

10. Para multiplicar dos fracciones hay que reducirlas a denominador comun.

11. El producto de dos fracciones tiene siempre el numerador y el denominador de mayor:
grado que los numeradores y denominadores respectivamente de los factores.

12. Si llamamos grado de una fraccion algebraica simple a la diferencia entre el grado del
numerador y el del denominador (este grado puede ser positivo o negativo), el grado de
una fraccién propia es positivo.

13. Si nos interesa cambiar el signo del denominador de una fraccién, para que sea comin
con el de otras, debemos cambiar también el signo de su numerador para que la fraccidn
se conserve equivalente,

14. Toda potencia de exponente negativo de una, fraccién se convierte en potencia de expes
nente positivo invirtiendo la fraccion.

15, Una fraccion compuesta se puede reducir siempre a fraccién simple equivalente divis
diendo la fraccién que resulta en el numerador por la que resulta en el denominador.

16. Si el numerador y el denominador dela fraccion pry) se anulan para x =a, ambol
son divisibles por x—a y la fraccién se puede simplificar dividiendo sus dos términos
por x—a.

.. Alx)

17. Si una fraccién Bry) toma la forma % para x = g, siempre existe un verdadero vaig
de la fraccién para x = a.

CUESTIONARIO DE COMPLETACION

1. El minimo denominador comiin de L. 1 y 1 es

ab’  be 7 ac

2. La fracci6n irreducible equivalente a M'_ es...

3. El cociente de las fracciones £=2ab+b*  a—b o
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x:‘;),z

a+b Yot — b

=

un

o

-~J
=
ol
0
Q
&1
2.
=]
=
Q
[= W
=
0
g
(=]
(=9
(1]

9o

nos por. .

PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO 5

. El cubo de S22%c
x_y'

La diferencia de

Fl verdadero valor de Hﬁilﬁ:_l
xi—

Para transformar una fracci6n en otra equivalente irreducible se dividen sus

Simplificar las siguientes fracciones:

a — b
]' at — h.‘

m—nt
3' m:‘ 1 2
+n

7. X34 x°
“¥+xp

9 3
=y xp

11, X : ZX“zz
X’+2’+"}_xz~_y:

Transf;
o o . :
Tmar las siguientes €xpresiones mixtas en fracciones equivalentes:

13, +X=y
Xty
15,

X+yp

|+a+a=+ a
—a

. e_dxtg,,

12

16. 1—x4x°—

—ax4x"
ab*+ bx

na+nb

3 3

’ fa+b). ¢

14, g4 b_L=b*

a+2b

LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS

para x=1les.....

x* . ¢
20 )’_?J't% » €n {'urma irreducible, es. . . ..

x!
I+x
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lf H Efectuar las siguientes adiciones y sustracciones de fracciones:

18, 3m 2m _ 4m
"3a " 6a ~ Tla

i 19, &2 - =k
: u 35. (a+ “ )+ (a— a )
a

90, 2m_ 2n

| 3 .
Realizar las operaciones que se indican con fracciones compuestas, reduciéndolas a si
) im-

a1, Itax  l—ax s
" l—ax +ax pip previamente:

|
5a_, 2b 3¢ (_ m) 2 1
Ll a+b a—-b % m+-1 e m?

[

m ) 1

_ _ b5 e tan 1w
93 X 4 X X, Ax)
x—y X4y Xt yF x—y ‘
1 ;1 f
— 4
2 8 @ 2x+15 77. & b_ L1
“Ix—3 2x+3 -9 I 17 fa—bp
a- ’l
! g5, 22 4 2E . BARY o
f [ { ¥ x—y  Xy—) 1 1 - S ! ﬁé
I : — [4
Efectuar los siguientes productos y cocientes de fracciones: 1o B4’ L+ 2 [
2bc b
|} 2 <
2. (b s
b (b} le=%) a=b _axb
h 39 &tb  a—p
’ i ) ]_u*_,a_-;b_b:
5 et &b

m—x  mm+x)

xy-+ 2y | x4 14y
’ 6x° ’ 10x*

a—4b* g+ 2b
a4t T oa—2b

30. ( 2m ) ’+ mtn?

m-+n m+-n

(] 1 1 1 ) (1 1
n = = = = 1) =5 — 4 —y 4
a a a a a a

+

gl—
N—
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t 2"+ 9x* 4 Tx—6
) ’ 46, =X - 3 T-?,\ 3 )pm‘a X=—3
X 4x*—5x4+3

X*—f(a—1)x—a
a'—(a—2)x—2a

47. para x=a.

o La ecuacion cibica propuesta a Tartaglia:
8. 4 165 —10x 35 Para x=}

——— para x=3.
+3x+9 4

am+bm—2an — 2bn

ara m=2n.
am+m—2am—2n Pe

X*+3%X2 =5 -
YX' 46X 48X = 1.000
Sulucu’m general de Tartaglia: :

X + AXz = ' N

A s l

N ECCi i :
3 Peri N i des
. Ohamiento de Ia imprenta, los Elementos de Eucli



NICOLAS TARTAGLIA, EJEMPLO DE SUPERACION.-

impresos en 1482 se popularizaron en Europa. El desarrollo de la navega-
cién por el intenso comercio del Mediterraneo hizo que en Italia se concen=
traran los estudios matematicos. La astronomia se desarrolld notablemente
v con ella los calculos trigonométricos.

La “ecuacién de tercer grado” apasiond a los matematicos. Un sabio
“rartamudo” v autodidacta, Nicolas Tartaglia natural de Brescia (15064
1557), encontré la solucion y la mantuvo en secreto que apenas compartio
con Jerénimo Cardan, Cuando éste la publicé Tartaglia protesté piblicas
mente.

En realidad ninglin ser humano debe mantener en secreto un descus
brimiento que interese a toda la humanidad, por lo cual la historia ha ab8
suelto a Cardan.

Tartaglia publico en Venecia (1556-60) en dos volimenes un Tratadd
General de los nlimeros que es un libro de Algebra.

Tartaglia aplico las matematicas a la artilleria v se anticipo de €
manera a los modernos matematicos que han contribuido a la mejora @
las armas atomicas.

Nicolas Tartaglia fue un matemético profesional que aprendié poriss
mismo. Por su estudio y constancia superd sus defectos fisicos para gana
la vida ensefiando matematicas. Su capacidad fue tal que en un desafio
blico con Fior en el cual cada uno debia resolver 30 ecuaciones. Tarta8
las resolvié en 2 horas mientras su contrario en ese mismo tiempo no T&S8

vio ninguna.

CONTENIDO DE LA UNIDAD

6 ECUACIONES ‘
\Ci ALGEBRAICAS FRAC
PRIMER GRADO .- AT 1
6.] = Con 3 4
6.2 Concepio de ecuacion fraccionaria de primer grado.

Transi"ermmién de v

entern- cuacion fEECJGnGHG en ecuacion

mo I ) . z . .
-?-"iQS te ecuaciones rraccionarias.

- ﬁ"-‘{plf

cacion de las ecuacio i i i
| s ec nes fraccionaria : io
dt_g}mbﬂ@mm_ accionarias a la resolucién




6.1 CONCEPTO DE ECUACION FRACCIONARIA DE PRIMER
GRADO. EJEMPLOS.
Una ecuacidn se llama
i

Jraccionaria cuando Ia incdgnita figura bajo
denominador.

;’_.,. 1 =2 + —— es una ecuacién fraccionaria,
x4+l x—17 ¥

pues la incognita figura en ella bajo denominador.

I. La ecuacion

2. Laecuacion ?:sl - % = 32;“ + E] no es fraccionaria pues la incognita no figu-

fa bajo denominador; se rata de una ecuacién envera,

1 i 1 ; : T

J l?-ﬂfﬂhe tres ecuaciones fraccionarias, igualando en cada
SOnEs fraccionarias que se te ocurran.

2 Plap

€4 el sigujene problema y clasifica la ecuacion resultante, diciendo si
S enter, fraccio

naria: Hafllar yn numero tal que su inverso mds 2 unida-
Y 5ea ipyal 4 5

caso dos expre-

5
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En la seccién siguiente aprenderas a transformar una ecuacion frac-
cionaria en entera; cuando la ecuacion entera que resulta es de primeg
grado puedes resolverla con los métodos explicados en el capitulo 3.

6.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION |
FRACCIONARIA EN ECUACION ENTERA.
TEOREMA FUNDAMENTAL.

Para resolver una ecuacion fraccionaria hay que transformarla eg
ecuacion entera, multiplicando los dos miembros de la ecuacioén por ef
m.c.m. de los denominadores, pero entonces se plantea la siguiente cues
tién: ;Seran equivalentes la ecuacion fraccionaria inicial y la ecuaciGig
entera que resulta de multiplicar sus dos miembros por el m.c.m. de logg
denominadores? ‘

Esta cuestion la contesta el siguiente |

TEOREMA FUNDAMENTAL: Si los dos miembros de una ecuas
cion se muh‘ip!ican por una misma expresidn entera se obtiene otra ecuacion |
que tiene todas las raices de la primeray que ademds puede tener olras ‘
raices que no lo son de la primera, llamadas raices extranas.

Representaremos una ecuacién cualquiera como de costumbre, cof
la notacién A(x) = B(x), (1). Representemos por E(x) una expresion e |
fera en X. .

Si los dos miembros de (1) los multiplicamos por E(x) obtenemos
ecuacion A(x). E(x) = B(x). E(x), (2)

a) Sea a una raiz de (1); se cumplira: A(a) = B(a), 3) A
La igualdad (3) es una igualdad numérica, y si multiplicamos sus &8
miembros por el nimero E(a), obtenemos otra igualdad numeris
por la ley uniforme de la multiplicacion, valida en todo el campo &
mérico real; esta igualdad es:

A(a). E(a) = B(a). E(a), (4)
La igualdad (4) nos indica que a es raiz de la ecuacién (2); por af

to, si un nimero es raiz de A(x)= B(x), también lo €8
A(x). Efx) = B(x). E(x).
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b) h{L’.:ponEgallnos ahora que @ es raiz de (2); entonces se cumplira:
;}a,), Cg} = B(a). E(a), vy pqede ocurrir que Efa) =0, siendo
Afa) 7= Bfa), en cuyo caso a verifica a la ecuacion (2), perono ala (1)

Resumen: Cuandq los dos miembros de una ecuacién se multiplican
por una misma expresion entera se obtiene otra ecuacién que ue%e no
ser -L\;:Lmj'ak‘ﬂte ala de partida; pero la ecuacién nueva contieﬁ)ﬂ.e todas
173;_\ \_a:nuu.ones de_ la antigua, o sea, con esta transformacién (multipli-
cando los dos miembros de una ecuacion Por una expresion entera) no
se p;w_:{en raices. En la prictica, una vez encontradas Ie;s raices de la
ecuacion ,4(,_\‘). E(x) = B(x). E(x), s¢ sustituyen en la primera, y 51 algu-
na no la verificara, se desecha como una deJlas raices exlraﬁa—;;iﬁt ; dc
cidas por la multiplicacién de la ecuacién por E(x). ) SR

I[-c\i?-.[i 0s €n que una , S i ’ d
I S < raiz 4, sera unicamente extrafia €n Cl 5 C
]] o f'._.r/}_,‘ — 0 AY; (ﬂ) # (a)- S d

a ecuacion x=3, cuya solucidn evidente es 3, multiplicamos sus dos

 (x—2), obtenemos la ecuacion x :

2), s uacion x(x —2)=3(x—2 admi-

2 que no lo es de la ecuacié id *( b e S0

jue no lo es de la ecuacion de partida. En este caso la rajz
raiz extrafia a la ecuacion primera,

. Sien la ecuacis | 1
4 ecuacion 1 — = == inlic: . -
= multiplicamos los dos miembros por x, obte-

nemos x — | = CuV [ : 1é i
o I=1, cuya raiz es x=2, que también verifica 4 la primera; por
en ecte o ! '
» &0l €ste ejemplo, no se han introducido raices extrafias,

3. Res

- Resolvamos el o i ierci

Si ro é ¢l problema enunciado en el ejercicio 2, de la seccidn anterior
Z Présentamos ¥ id . :

] ntamos el nimero pedido por x debera cumplir la siguiente
ecuacion: - -
acion: ~ 4 2 (n
=

o

Multipli

3 iplicando | F R

B P[ oidido ;mg dos miembros por x se obtiene la ecuacion 14 2x—=5x
P=IX—2x=13x, de donde x=1. '

c”mpm}x;
Mente

ACI10N

tlinverso de { es 3, mas 2 unidades, iguala 5 efectiva-
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~
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Il
| . S . i
] ! S‘_,‘[f;-:'::;f[1da> el término x* de los dos miembros y operando queda: U
|

Jx—6=—44+4x—8

|
1. Explicar si la ecuacién que se obtiene al multiplicar los dos miembros de - . ) ‘
x+3=2x—1 por (x— 1) es equivalente a ella. Pasandc “3’ terminos en x al primer miembro y los niimeros al segundo,
] queda: — 3x—4x=6—-4-8, o sea: —7x=—6, de donde n
2. Multiplicar los dos miembros de la ecuacion [
6_6
3 .2 : 77
-+ = ¢
x—1 x+1 T | P l
: ) ) . ‘ ) ) Como 2 no anula a x*—4, no puede ser raiz extrafia, pues las raices extra-
Comprobar si la raiz de la ecuacién que se obtiene verifica a la ecuaciéng

dada. En caso afirmativo se dice que la multiplicacién por x*— 1 no intro-i fias se encuentran entre los valores que anulan a la expresion entera por la
ca la ecuacién, y que no den valores iguales a los dos miem-

duce raices extrafias en la ecuacidn. que se
|| bros de

uacion de partida.

Comprobemos que efectivamente x :% es raiz de la ecuacion de partida;
La aplicacion del Teorema Fundamental permite transformar una ecuaciof 1
fraccionaria en ecuacion entera, multiplicande sus dos miembros por el m.c.m3
de los denominadores, pero insistimos en que una vez resuelta la ecuacion ens
tera se comprueban sus raices en la ecuacion de partida, y si en algin caso s
obtiene una raiz que no la verifique, se prescinde de ella, como una rai@
extrafia.

miembro toma el valor

’u

2 i e B B T B ;
5 R~ T T tp=ltz=3

6.3 EJEMPLOS DE ECUACIONES FRACCIONARIAS

. . = Se ve que los dos m; 3 .
En esta seccion resolvemos algunos ejemplos de ecuaciones ”‘.“ ¢ que los dos miembros de la ecuacién toman el mismo valor para
narias, que te servirdn de modelo para que resuelvas por tu cuenta x=0

ejercicios que se propondran despues.

2 Resolver |
Resolver |y ecuacion:

W +y) iy
| x+1 T =+t )

. Resolver la ecuacién: ——

.. . LR S R

Multipi;
Pliquemos el numerador y el denominador de cada fraccién por 60;
45 nog qQueda:

El m.c.m. de los denominadores es x*—4=(x+2) (x—2). Multiplicans
los dos miembros por x*—4 queda:

x?—3x+2=x*"—444.(x=2) 0x 4 <

60y 5 +10x+2 1 1.
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Multipliquemos ahora los dos miembros por (60x+12).(60x+15), nos
queda:

- S 1 . = [, ) =
(60x+15) (20x+5) + (10x+2) (60x+12) = (30x+6) (60x + 15) dos raices, la x=0 no verifica a la ccuacion de piitida, pues -

ominadores nulos, y por tanto los miembros de Ia ecuacion care-

or para x=0; por tanto x=0 es una raiz extrafa. que no debe
tenerse en cuenta; en cambio, la raiz x =3 si verifica a la ecuacién de par-
tida, como debes comprobar tii mismo.

Respuesta: La ecuacion propuesta tiene por raiz x=%.

Efectuando los productos indicados y reduciendo términos semejantes,

1,800x* 4 840x 4 99=1,800x* +810x + 90

Suprimiendo el término 1,800x*, que figura en los dos miembros, pasandg
los términos en x al primer miembro y los nimeros al segundo, queda:

840x —810x=90— 99, o sea: 30x=—9, de donde

B Resolver las siguientes ecuaciones fraccionarias, verificando en cada caso
010 las soluciones en las ecuaciones de partida:

Comprueba que esta solucién verifica a la ecuacidn (2). que es equivalen

a la de partida.

1

X—da

3. Resolver la ecuacion:

Multiplicando los dos miembros por el m.c.m. de los denominadores. &
es x*—a*=(x—a). (x+a), se obtiene: x+a+x—a=1, o sea: 2x=1
donde x=14.

La solucién x =4 no puede ser extrafia porque no anula al m.c.nt., £
por el que se ha multiplicado la ecuacién.

4. Resolver la ecuacion:

3x—1_
‘?

oL
X

El m.cm. delos denominadores es 2x?: multiplicando toda la
por 2x* se obtiene:

bx—2—4x—2x*=x*"—2

Pasando todos los términos al primer miembro y reduciendo té
mejantes: —3x*+ 2x =0, y factorizando el primer miembro: X{—
Para que se anule el producto del primer miembro debe anula
sus factores, o sea, que x=0, 0 que —3x+2=0, de donde x=4%:
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RIMER GRADO
ECUACIONES ALGEBRAICAS FRACCIONARIAS DE P

3 1 5

| l+ax _ 34a*x? ’
I‘ | !1.5+§}+@=T;

© l—ax 1—a® x® j
2 3 3 wa @i b c _ 1
R:-TH5=m 0 ~" 8+t p=4d I
; b
b c 9 a =
13',2\‘+_\‘+i=} 29 bh—x a;‘ . ‘
1 a — a —
X—a  X—¢ 0. a = X—b= x+ta—b
14, T=% =
x+b = x+d
2 S I
15, 2= ip=
T f
. - 3 ’ APLICACION DE LAS ECUACIONES FRACCIONARIAS '
15x+1) + 4 L 6. |
1. BETT T et ) A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. i
! | [ 3 o) |
. 24x—0.6). 0.5 - Existen muchos problemas que al ser planteados algebraicamente ‘
(24x—06).05 _ . . o : . b
A }(x4+03) & - dan lugar a una ecuacién fraccionaria respecto de la incognita del pro-
blema; en estos casos, una vez planteada Ia ecuacién del problema, se
T R S % N le aplican los métodos de la seccién anterior para resolverla y después i
Rl ]S ' se comprueba si las soluciones encontradas pertenecen al campo de rea-
1 . i . lidad del problema.
19. — = =

A continuacién damos unos ejemplos que aclararan estas ideas y

0 25t4_4 : Proponemos algunos problemas que debes resolver comprobando en ca-
L Tt e da caso dos cuestiones:
h 5 atb _a—b ' 1) {Verifican las soluciones encontradas a la ecuacién del problema?, y
f “XE3 . x—3 3 . 2
re - X 2%) Estan de acuerdo las soluciones encontradas con la naturaleza real

ax+b _ax+e ; del problema?

E.

L D .
eScomponer ef numero 100 en dos partes cuya razon sea %.

a % : ; .
) Planteo ge i, ecuacion: Llamemos x a la primera parte, li segunda sera

]m- X, y la razo X
gl azon d 1 d & H
€ 1as dos partes, o sea T00—x

debe ser igual a %,

¥ Por tanio se llega a la siguiente ecuacion:

W o

00—y =3. (1)
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ik b) Resolucidn de la ecuacidn: se quitan denominadores multiplicando log
- dos miembros de la ecuacion por 3. (100 —x), obteniendo:

3x=200—2x, 5x=200, x:ZTf’f’:a,o.

i c) Verificacién: Sustituyendo x=40 en la ecuacién del problema, (1), el
! : . 40 40 _ 2 i
ale——— = — = £ que es efectivamente el valg
primer miembro vale T00—40~ 60~ 3" q

del segundo miembro.

d) La solucién estd de acuerdo ademds con el sentido real del proble mg
[ pues las partes son niimeros cuyas relaciones estin todas contenidas g
la ecuacion.

2. {Qué némero hay que sumar a los nimeros, 1,4, 10 y 22 para que ellg
formen proporcién?

a) Planteo de la ecuacidn: Sea x el nimero que hay que agregar; se cum
pliré la siguiente ecuacién:

| lj:,l'_ 10 + x (1)
44+x " 22 +x°

i | b) Resolucion de la ecuacion: Multiplicando los dos miembros por (44
(22 +x) se obtiene: (1+4x).(22+x)=(4+x). (10+x).

Efectuando los productos indicados:
| ‘
V 224 x4+22x+ x*=40+4x + 10x 4 x*. i

Suprimiendo el términc x*, comun a los dos miembros, pasande
x al primer miembro y los numeros al segundo, queda:

Xx+22x—4x—10x=40—-22=18, o sea:

18_»

9x =18, de donde x=7

c) Verificacidn: Sustituyendo x=2 en (1), queda: % &= % , que

mente es cierta.

d) La soluci6n satisface a los requisitos reales del enunciado.

3. La edad de un muchacho es de 10 afios y la de su

4. Un grif, )

ECUACIONES ALGEBRAICAS FRACCIONARIAS DE PRIMER GRADO

] padre de 30 afios. ;Den-
tro de cudntos afios la edad del hijo sera 4 de la del padre?
a) Planteo de la ecuacion: Llamemos x al nimero de afios
transcurrir para que la edad del hijo sea 1 la del padre;
muchacho tendrd 10+ x afios y su padre 30+ x afios; a

que tienen que
en esa época el
demas, la razén

de estas edades debe ser L, ¢ sea, que gg_i%' = 31 (1), que es la ecua-

cion del problema.

b) Reselucion de la ecuacion: Quitando denominadores queda: 50+5x=
=30+ x, o sea:

¢) Verificacion de la selucién: Sustituyendo x= —5 en Ia ecuacion del pro-
blema, (1), obtenemos:

10 —
30 —

wny

n

5 .
25 9que esigual al segundo miembro 1)

d) La solucion no estd de acuerdo con las condiciones reales del proble-
ma, pues la solucion negativa —5 nos indica que nunca en el futuro la
e‘dad del hijo estar4 en la razén t con la del padre; esto ya ocurrié hace
2 @nos, en efecto: hace 5 afios el muchacho tenia 10—-5=5 afios y el
padre 30—5=25 afios, y 2 = 1

Y B575
Conclusion: La ecuacién del problema tiene solucién, Pero no el proble-

ma, lo que se interpreta como que las condiciones exigidas en el pro-
blema son imposibles de cumplir en la realidad.

€na un depdsito en 4 horas yotro en 5 horas. ;En cuéntas ho-
aria el deposito corriendo los dos grifos?
) Planteo e

Fas se [len

la‘ecuacion del problema:

Sea x ) ; ’
e el nimerg de horas necesarias para llenar el depdsito los dos gri-
. ¥Juntos; la fraccion de depésito llenada por los dos grifos en una
ora serg 1 > ver i i

T que debe ser igual a la suma de las fracciones de deposito
llenadag por cada

 de depasito, v ¢l segundo 1
que eg

grifo en 1 hora; pero en | hora el primer grifo arroja

» teniéndose por tanto: 1 =é - i (1),
, - x 5
la €Cuacion del problema.
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2 Ta soligis 3 2 5
3. La solucién de SE e 2 es?

P s

2. Si los dos miembros de una ecuacién se multiplican por una expresién entera, la ecuacién
f resultante cumple que:

a) siempre es equivalente a la ecuacion de partida;

o . : . Al quitar denomi ;e 3
b) siempre tiene m4s raices distintas que la ecuacién de partida; 4 1 minadores en la ecuacién b v +;—]_2=;&2 148 rafoes que pued
= en
.. i [ extranas D s 5
‘ ) en unos casos tiene las mismas raices que la ecuacion de partida y en 01ros casos pues . Son...y ... (Ayuda: Las que anulan a E(x), en este caso x*—4)
! 8
de tener mas raices.
3. Las raices extrafias que pueden introducirse en la ecuacién A(x) = B(x), al multiplicar su§ PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO 6

| dos miembros por la expresion entera Efx) son:
| I Los catetos de un tridngulo rectangul

resulta otro tridngulo semejante al pri
el triangulo?

0 suman l:‘! Metros y si a ambos se le suman 5 m
mero. ;Cudnto mide cada cateto? .

a) todas las raices de Ef(x) = 0;
iDe qué clase es

b) las raices de E(x) = 0 que no verifican a A(x) = B(x);

¢) las raices de E(x) = 0 que verifican a A(x) = B(x). B T ecas todtitian wne laor
mora | hora mas que la otra, iCu.

aglu:nads en 6 horas, y si la hacen Por separado una de-
1o demora cada mujer sola en hacer la labor?

CUESTIONARIO DE DISTINCION

3. Dos obreros trabajan en una fibrica: el ori
: g : » €l primero gana por dia | 3
. p p a lo que
ma;sdJ h'l pql;'{ero ha trabajafio 5 dias més que el segundo y ha reg:ibigdn;;l o
gundo ha recibido § 180. ;Cudntos dias ha trabajado cada obrerg? SR

;Puedes distinguir las afirmaciones verdaderas de las falsas? i

. Si los dos miembros de una ecuacion fraccionaria se multiplican por el m.c.m. de sus de

nominadores se obtiene una ecuacion entera.

(Ayuda: Si

am -
1 amos x a los dias que ha tr aba ado el seg Ll[].dO, su sueldo sera el
=

L ! 2. La ecuacién que resulta de multiplicar los dos miembros de una ecuacién por una misl
‘ :
‘ ]

expresién entera puede tener menos raices que la ecuacion de partida. primero hs . -
P P q p abrd trabajado x+5 dias y su sueldo sers 300

x+5; la diferencia de sueldos es

s e - ; 180
i . ) i
La ecuacién que resulta al multiplicar los dos miembros de una ecuacion por una gual a <7 POr tanto:

sién entera tiene todas las raices que la ecuacion de partida.

ot

X+57 x T T3y

300 180 180)

>

Cuando se multiplican los dos miembros de una ecuacién por una expresion entera

tiene siempre otra ecuacion equivalente a la de partida. 4. Dos
s €staciones, 4

b Y B, estén separadas 500 Km. Un tren

€n hacer ¢f b que parte de 4 dem -

B hacia 46 :;?’gztc Zomplz;o. 4Qué velocidad debe llevar un segundo trezr:ulec :;Joe
or oo Ta despu £

Ay B distante 330 Km. de };9 que el primero, para que se crucen en un punto entre

. Si de la ecuacién A(x) = B(x) se pasa a la ecuacién 4(x). E(x) = B(x). E(x), el 0 (ime
serd una “raiz extrafia” de la primera ecuacion si £(a) = 0, y A(a)+ B(a).

wn

CUESTIONARIO DE COMPLETACION

(Aproxi .
Aproximar la velocidad de B hasta los metros).

X—1i

. Para transformar la ecuacion fraccionaria ==+ Tl ==T en ecuacion &

3. 8e
| “Mmplearon 17 .
- {Cuiintos Og::cf)zshpabra €jecutar una obra, y al cabo de 8 dias hicieron la quinta
3 ubo : uin
ta: 57 obreros) que aumentar para terminar la obra en 6 dias mas? (Res-

hay que multiplicar sus dos miembros por. ..

! ; | 2 4 . 3
2. Al quitar denominadores en la ecuacion  —+ = 3 — —se obtiene una € 5. Un
x x4l ce Arco que prest :
600 4 servicio de naw i ¢
Km. 4y egacion a lo largo de un rio recorrié una distancia

... grado. i |
e.la corriente. La velocidad de la corriente del rio es de 15 Km/h

310
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I V. i 1 i un recorrido de 320 en
El ismo barco conservando la misma velocidad )ropla, I-HZOJ s Fhore
e T i 3 e 'C a arco!’
contra de la corriente en el mismo tiempo. ;Cual es la velocidad propia del barco?

i ie la llena en 20 horas y un
7. Una piscina se encuentra llena de agua y se abre un grifo c[bf!m”'i desocupada la pisci
7 desagiie que la vacia en 4 horas. ;Dentro de cuantas horas que $
na?

‘ : | mismo tiempo que re-
8. Un automévil recorre 150 Km. por carretera pawmem..lda; el?;ocidad Pl s
A >ami = que la diferencia de v -
corre 120 Km. por mal camino. _Se sabe qu e ming e de 20 Km/h, Codl cr il
' gin que ruede por carretera pavimentada o por ma ca =
i 3elocidad que lleva el automoévil en cada clase de camino?

” . idades, y si a ambos se les suman §
9. Los dos términos de una fraccién difieren en 4 unidades, y ::a Eeniin
* . T o 1z m t: !
: unidades queda una fraccién equivalente a 4. ;Cual es la pri

i ; imero que resulta de sumar
0. Blinverso de un nimero es igual al doble del inverso del numero g
10. = z . — - ¢
una unidad al primero. ;Cuél es este niimero?

descubrimientos algebrai-
1 logré reducir Ja ecuacion
general a] tipo X' + by = C, estudi6 las
ECuaciones irreductibles, las raices de la
feuacion de tercer grado e inici6 la teo-
Ta de ]a5 ones simétricas.
de las ecuaciones de ter-
» clibicas fue discutida por las
u PO en ardientes polé-
fue tratado de perjuro
le habia confiado sus




JERONIMO CARDAN, VERSATIL ALGEBRISTA.-

médico, unas veces ensefiaba en la Universidad de Bolonia y otras veces_;
encerraban en un manicomio.

Su mayor mérito fue la originalidad en la investigacion matematica
la publicacién en Latin del Ars Magna, libro dedicado exclusivamente §
Algebra.

Sin embargo, la solucién de la ecuacién chibica se llama “solucion eal
dénica”. Con base en los estudios de Cardan, Ludovico Ferrari su di
v protegido cuyos trabajos cita en el Ars Magna y Rafael Bombelli (
1560) ampliaron sus investigaciones. Este Gltimo escribié un Texto de'#l
gebra y ensefi6 la solucién de la ecuacion bicuadratica es decir aquellas€
gue la incognita aparece con la cuarta potencia. -

Escribi6 22 libros sobre diferentes temas cientificos y astrologicos &
cual era muy aficionado como la mayoria de las gentes de esas épocas.

Cardan mezcld a su poderosa capacidad cientifica una desconcertal
devocién por la magia y la astrologia. Segtin el hordscopo que ¢l mism®
hizo calculé su muerte v como no se efectuara en el dia y hora que 1
previsto, desilusionado se dejo morir de hambre. :

Jerénimo Cardén es considerado como el Precursor del Algebrad
derna.
Entre sus descubrimientos algebraicos, Cardan logré reducir 2%
cién general al tipo X® 4+ bX = C, estudié las ecuaciones irreductibié
raices de la ecuacién de tercer grado e inicid la teoria de las funcion€ss

tricas.
La solucién de las ecuaciones de tercer grado o ctibicas fue @

por las gentes de su tiempo en ardientes polémicas. Cardan fue T8
perjuro porque Tartaglia le habia confiado sus descubrimientos.

CONTENIDO DE La UNIDAD

7 EL CALCULO CON RADICALES Y
EXPONENTE RACIONAL.- LAS POTENCIAS DE

7.1 - gongegtos sobre la radicacién en Algebra
Ar;p_n? ad fundunlenral de los radicales y aplicacion
g ﬁnon Y sustraccion de radicales =
roductoy cociente de radi - ié
‘ i i i cales. Extraccién de factores
I) Ru: E-NESIMA de
1D l'\mr:‘ E-NESIMA de
indaice.
75HI) : F,‘-{['I‘H.C'Cién de factores de un radical,
7'6 - Rlerc:clon fie un radical a ung pofenéia
7.7 - Rurzf de raiz; gPhcaciones al célculo numérico
i A cgg:ronql_lzcaclon de denominadores '
lT fﬂom.ma or monomio con una iz -
II) enominador monomio con ung :‘:L]l; %ﬁé@?ﬁ/{A

II‘I}; hif‘-ﬂm_ﬁna&;r de la forma a VA + B VB:
t L €nominador binomio de Ia forma WA + i‘/ﬁ'

il
LA NS
LI

un prog:lucto de radicales del mismo indice
un cociente y cociente de radicales del mis:mo

enomi f
78 . Pofenciq;naddor de la forma VA + VB + v/C:
ot > €Xponente racional cualquiera: definjcig
as de cdlculo. Rt
Igalcu!n.
I ']l:i!.iicr.i.} de potencias de igual base.
9 . Ciente de potencias de igual exponente,

Cuaci : :
Gciones irracionales sencillas,

METODr
Eoy» ~O DE RESOLUCT S S SEN
\I‘)L’A(--IO.\E:S IRRACIO}\%EDSE LOS TIPOS SENCILLOS DE
I Clac ] ~ Ta
I Cuaciones L!(‘;J: 53??53@21?5“ solo radical.

ones g




7.1 CONCEPTOS SOBRE LA RADICACION EN ALGEBRA

Llamaremos radical q'un simbolo

con el-cual se indica ung operacidn
de radicacion.

-En todo radical hay que distinguir las siguientes partes:

a) el signo de radicacién, /", de todos conocido;

b) el indice, que se coloca en la abertura superior del signo \/~, ¥ que
cuando se trata de una raiz cuadrada no se escribe

€) finalmente, 1a expresion a la cual se le esta extrayendo la raiz (un ni-

Mero o una expresién algebraica) que recibe el nombre de radicando
0 cantidad subradical

Tanto en el caso de que el radicando sea un niimero como en el de
que sea ynga expresion algebraica, la raiz n-sima se define asi:
=
VA=a, sia— A.

- )Solo consideramos como indices ntmeros naturales (enteros posi-
0s),

dos s(;ual}do el radicand(? €s positivo yel indi'cg par, sabemos que fsxisten
6puest$1910nes para la raiz en el campo numerlc;? real, que so°n nimeros
'Oluciéns’ Por ejemplo: Vé==+2, » pues (+2): = :;!y (—2)? = 4. Ala
bigg; adP?Slﬁwa se le Hama valor aritmético de la raiz, y para evitar am-
Sitivo 3 csb’ Slempre conmderargtos en un radical cuyo radicando sea po-

Y0 indice gea par, Gnicamente el valor aritmético,

Cu ; . yog : C
A0do el radicando es negativo y el indice par, no existe solucion

317




EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

en el campo numérico real; por ejemplo,\/— 4 no tiene solucién real]
_ pues el cuadrado de todo niimero real, positivo o negativo, es positivo,
b Y por tanto no hay un nimero real cuyo cuadrado sea —4. Teniendo en
cuenta esta falta de solucién, cuando se trata de radicales algebraicg

"I‘-E (cuyo radicando es una expresion algebraica), excluimos aquellos valo:
[l res de las letras que den valor negativo al radicando, siendo el indice pag

l. V' 1—x* solo estd definida para valores de x tales que |x|<1.

2.V —X*—y* no estd definida para ningin valor de x ni de y, pues cualess
quiera quesean x y y, reales, el radicando es negativo yel
indice par.

En este capitulo estudiaremos las reglas de calculo con radica
excluidos los casos en que el radicando se hace negativo, siendo el indi
‘ ce par, y limitindonos al valor positivo de la raiz, cuando el radican d
1 es positivo y el indice par, con lo cual el valor de cada radical queda dé
1 terminado de forma tnica.

d
w Para terminar esta introduccién de conceptos queremos llamar
Wi atencién sobre el siguiente hecho: -

Todas las propiedades y reglas de cdlculo que se establecerdn en ésl
fi capitulo tienen su fundamento en la definicion de raiz yen las reglasd
cdlculo con potencias.

Téngase esto presente en cada propiedad y regla de calculo queé!
demuestre.

7.2 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LOS RADICALES
Y APLICACIONES

' INTRODUCCION:

El calculo con radicales tiene una analogia muy estrecha con &
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fracciones, y en dicho célculo el exponente del radicando Jjuega un pa-
p.-;l analogo al numerador de la fraccion, y el indice se comporta de for-
ma similar al denominador.

Esta analogia se observa muy bien en la propiedad fundamental y
en sus aplicaciones, que estudiamos en esta seccion, y se fundamenta en
la representacion de un radical como una potencia de exponente fraccio-
nario, que sera estudiada al final de este capitulo.

Antes de enunciar la propiedad fundamental recordamos que los
radicales son equivalentes (como dos expresiones algebraicas cuales-

quiera) cuando toman el mismo valor numérico para todos los valores
que se asignen a sus letras.

PROPIEDAD FUNDAMENTAL:

Si el exponente del radicando y el indice de un radical se mult

por un mismo numero natural, se obtiene otro radical equivalent
mero.

iplican
e al pri-

Sean m, n, p nimeros naturales; vamos a probar que:

Vaor = Var; (1)

La igualdad (1) sera cierta si elevando el segundo miembro al indi-
ce del primero, o sea a nm, nos da el radicando del primer miembro (en
virtud de la definicion de raiz); pero sabemos que para elevar una can-
tidad a 7.m se puede elevar primero a n y el resultado elevarlo a m (por

la regla de elevacion de una potencia a otra potencia); por tanto pode-
mos escribir: nm

[\75] = [(\"/E"_)n]mz (@) = ar,

que c;ﬂ%clivaumente es el radicando del primer miembro. (Al pasar del se-
E_uﬂ' 0 al tercer miembro hemos hecho uso del hecho de que raiz
NCsima elevada a n es igual al radicando).

da a]'grlfcu}f;dﬂd (1) se puede leer en los d_og sentidos: Leida de izquier-
oy el indicenos dice que: se Pueden dividir el_e?(ponente' del radlqan-
- POT un mismo numero, que sea dm.sor comin, obtenien-
adica] €quivalente, Y en esto consiste la simplificacion.
Regla;

5 . . 3 2y
Cando ) ) ; ‘ara simplificar un radical se dividen el exponente del radi-
Y €l indice por un mismo numero, (si existe un divisor comuin).

d
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lente e irreducible.

L Vab* = Vabr
il 2. Vrty = Vixeap)e
3. Vave = Vo boe
4 Vo = Vapr

EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

| | Cuando el exponente del radicando y el indice son primos entre sf
' el radical es irreducible. Dividiendo el exponente del radicando y el in-
dice de un radical por el m.c.d. de ambos se obtiene otro radical equivas

Son equivalentes todos los radicales que se dan a continuacién separados
por el signo igual; observa en cada caso el por qué de la equivalencia.

5. Vet = Vxry

6. Vxeyzr = Vipz

1 1. Vabixsys
ik 2. Vaboryz
i 3. Vg
4 Npgrt

5. M ash et

se indican:
6. Vabx®  aindice 9
7. Va*be>  aindice 10

Simplificar los siguientes radicales:

Reducir los siguientes radicales a otros equivalentes con los indices§

8. Vmn'p*  a indice 20
9. Vatbe* a indice 12

EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

REDUCCION A INDICE COMUN:

Reducir varios radicales a indice comun (andlogamente a reducir
fracciones a comin denominador) es transformarlos en otros respectiva-
mente equivalentes y que tengan todos el mismo indice.

Para reducir varios radicales a un indice comtn se multiplican el

exponente del radlcando_ y el indice de cada uno Por un niimero conve-
niente, con lo cual se obtiene en cada caso un radical equivalente: el ng-
2

mero por el que hay que multiplicar el ex i f
dice del radical lo da Ia siguien[:e RSN delmdicsplo b

Regla: Para reducir varios radicales 4 indice comiin se procede asi:

I°) se halla el m.c.m. de los indices;

2°) se multiplican el exponente del radicando

J indi )
por el cociente de dividir el m.c.m. de I et de cada radioal

os indices por el Propio indice,

Asi se obtlenerE radicales equivalentes respectivamente a los prime-
f0s y todos con un indice comin que es el m.c.m. de los indices.

L Reducir a indice comiin los siguientes radicales:

o, Vab, Vxtyz, VT

Elmem de los indices es 12.

e s
l;ifgnfr;t.es del radicando ¥ el indice del primer radical se multiplican
¥ cua_r-( i los del segundo por 12+4=3; Jos del tercero por —7—y

Opor 12+12=1 (o sea, no se cambian); asf se obtiene:

2
m 12~ 12 12
’ \/;@; Vixh, gk 2%, nm'n*p®

2 Redye:
I a indice comin;

Voo

Vot

T 10
m-néplj 3 .‘x!};IZS B
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Procediendo como en el ejemplo anterior se obtiene: m.c.m. (4, 5, 10)=20,
que seré el indice comtn. Los radicales que se obtienen son:

} 4 20,
vu“’b‘-ﬁcz" {()/;*‘n”p"‘ i NXSPzE,

3. Reducir a indice comin:
2 —
Vab* ¢, V xy*zt,

‘ 0y
que se obtienen son: \/a@*?h*c*,

Vm?np*. mem.(5, 3,4)=60. Los radicales

g, Yo

Reducir a indice comiin los grupos de radicales siguientes:

\S/Ll: v 1, v?_abz c3, VXE_P‘:' 7t

Vmns,

3 Vxhz, Va® be, \m/ 3a® be®.

4. Viaibe, Vi, v dmnp.

7.3 ADICION Y SUSTRACCION DE RADICALES

. Para que varios radicales se puedan sumar o restar tienen g
semejantes, entendiendo por radicales semejantes los que tienen €l
mo radicando y el mismo indice; por ejemplo, son semejantes
guientes radicales:

3Wab, —2Vab y 1Vab

Regla: Para sumar o restar radicales semejantes se saca faCt or3
al radical en todos los términos.

322

fectuar las si . - o =
Ef 1guientes sumas y restas combinadas de radica]e

~

I_ b = 2 .‘1b i &
Vab +4 \Vpp _ V& b(5-2 44— 7 Va's

3 —3V5is 4 2 Wirs 3
& NER TR VEY —a Ve sV

:\:.'=:--7"¢-‘ .
( St §—4 4 %):_5\3;;2—;:
\_ 4. T
3. % .-"2\/'””"”*?“4/"—’7“;:%(“4(2
R 5 +'§):
= 3 ‘\"-"Pf'n",f’.

Efec[uar as sipuie tes su as y restas combi ad. € radi €S seémejan €8
& guiente i1 y mbin. as d ddcalssm; t

]-\/a 5V 4 —b — —_ -0 — 1
_f:.;:\".-n‘ 2 2

Y b _\/ab f\/a 1‘)+3Vﬂ b !

3

Pq vAv4 q _i‘r\f}peq.‘t H}'\‘_spgga = 3 5p'—‘q3
e —
C=b <2V b 1 Ve
i

€S semejantes:
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EL C
ALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

7.4 PRODUCTO Y COCIENTE DE RADICALES.
EXTRACCION DE FACTORES FUERA DE UN RADICAL.

Multiplicar los radicales siguientes:
. Vaob - Vood . ¥ y = Vg be' dx* y

2 Va—b .V Va5 e
2. Ve 7’ -Vatd Ve + 0 = Via—b)(a+b). (a*+b") =
= Via*=b) (@ +b) = Va—p.

Para poder multiplicar o dividir radicales tienen que tener el mis.
mo indice; por esto, cuando hay que multiplicar o dividir radicales qug
no tienen el mismo indice se reducen previamente a indice comun.

3. Vavr . Vab* . Vabe

Hay que reducir primero los radicales a indice

comin: @b’ = \¥gs pu Y ab* = Va'b® abc Vat b
V R4 v Va'e, V = e
ahora: 7a'® b | Va' b . Ve b ot = Vas+ti+s | protsga o _

I) RAIZ N-SIMA DE UN PRODUCTO Y PRODUCTO DE
bl RADICALES DEL MISMO INDICE:

La raiz n-sima de un producto es igual al producio de las raice
n-simas de los factores.

En simbolos: Y A.B.C. = V4. VB. V¢, (1), donde 4, B y

representan niimeros o expresiones algebraicas.

Demostracion: El segundo miembro sera la verdadera raiz n-

b del primero si elevado al indice n nos da el radicando; pero en ef L Vay— . Vi Veyis

Va. VB Vey = (Vay. (VBy». (Vo) — ABC que &

b radicando del primer miembro.

TN i e

4, a(a+bﬁ Y (a—b)* . W(a+b)y

BV
Vot Vi L Ve

| Para pasar del primero al segundo miembro hemos aplicado &
gla para elevar un producto a una potencia (se eleva cada uno
factores a dicha potencia), y para pasar del segundo miembro al

hemos aplicado la definicién de raiz n-sima (la raiz n-sima eleva

nos da el radicando). !

a3

h II) RA

1Z N.
\ N-SIMA4 DE UN COCIENTE vy COCIENTE DE
|

La igualdad (1), leida de derecha a izquierda, nos indica qu€s

Para multiplicar varios radicales del mismo indice, n, se forma un st

. D
dical del mismo indice cuyo radicando es el producto de los radici ICALES DEL MISMO INDICE:

Si los radicales no tienen el mismo indice se reducen a na¥es . raiz p.oo; .
i ; . Stimas 4 Sima de un cociente es ioual 4l ; ;
y después se aplica la regla anterior. el guat al cociente de las raices

dividendo y del divisor.

324

325




EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

{ En simbolos: % = l@ (1), donde 4 y B representan niime -
/B

ros o expresiones algebraicas.

Demostracion: El segundo miembro de (1) sera la verdadera raiz

n-sima del primero si elevado a n nos da el radicando: pero en efecto se
tiene:

ﬁ = L@n: i, que es el radicando del primer ‘
vB/ (vB) ®

La igualdad (1), leida de derecha a izquierda, nos indica que:

miembro.

Para dividir dos radicales del mismo indice se forma un solo radical
con el mismo indice cuyo radicando es el cociente de los radicandos.

Para dividir dos radicales de indices distintos se reducen previamen-
te a indice comun y después se aplica la regla anterior.

| E

1 e X"’l:' . ﬁ %:
. 3"_1};9 = xyc " ¥

Y 3 2 .4 3 2 o4
2 SEXE _ sy
X yz SrE

b) Si el exponente del factor no es

EL CALCULO cON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

| Vg , Vabe
Vmip? Vathe?

* Veyps Vaty

o Vbt 6. Vx'—y

IlI) EXTRACCION DE FA CTORES DE UN RADICAL:

C uando un factor figura en el radicando con un €xponente mayor
que el indice, se puede extraer fuera del radi

) indi cal; consideraremos dos
casos, scgun que el exponente del factor sea multiplo del indice o no lo
sea.

a) Si e{ exponente del factor es miiltiplo del indice, se puede sacar fuera del
radical con un exponente igual al cociente de dividir diche exponente
entre el indice.

Por ejemplo: /abc = p2 Vvac; el factor b* salio fuera del radical
fon un exponente igual a 4+2=7.

La demostracién es muy sencilla; sea
Vab" ¢ = v/ac V() = b* vac.
(La /(B = p

porque la raiz n-sima de una potencia n-sima

€S igual a la base de Ia potencia).

multiplo del indice, se puede sacar ue-
ra del radical con un ex 5 /

: ponente igual al cociente entero por defecto del
€Xponente por el indice,

Y queda dentro del radical con' un e onente
'8ual al resto de dicha divisién, =

Por ejemplo: Vabic = b Vabe (: I—i—)
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Para introducir un

el indice de la raiz.

La demostracion es similar:

Vab™+r. ¢ = Vac. Vox. Vb = b Vach'.

(Explica el fundamento de cada paso).

Jactor bajo radical se multiplica su exponente por

Esta regla es la misma a), aplicada en sentido inverso.

Extraer de los siguientes radicales todos los factores cuyos exponentes
sean mayores que el indice;

Lcr\/bc“ o W

-

2.0 m: ec-"a’b

ik Va ab*c® = be Va abe®

3. X""va P = exsyqzz

73 ‘\5Ixayxzzzs = xp'z* \5fx},u

3. Vab'crd = bie'd Vared

Introducir bajo el radical todos os factores que estén fuera:

4. Vabe'd® = ac*d®\/abe

L Xy Vab', 2 xy Vg,

Extraer todos los factores que sean posibles de los siguientes radicales:

3. nen® Vabe?, 4 wv Vz,

T~

5. a°p W
B

Ul 6.7°¢ Vpq
,'Il 1. Ve, 2. \Vmnp®,

3 vpsqsra‘ 4. '\S/azb.'iclz,

5 V e, 6. Va'be,

7.5 ' :
ELEVACION DE UN RADICAL A UNA POTENCIA

7. V xtytzt, 8. Vercea™,

Regl -
dichg ara elevar un radi ; ;
Potenciq. ical @ una potencia se eleva el radicando a

En s""nbO[Os_' ( \11/2—)111

=V, @
Dt:’nostracfo'n: A

3ip . . i . n _ i
Observacion: En algunas ocasiones interesa introducir i B . J N
: 4 se tiene: plicando al primer miembro de (1) la definicién de

dentro de un radical; la regla para hacerlo es la siguiente:
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| 7.6 RAIZ DE RAIZ.
= VVAAA ™ = VA", queesel segundo miembro de (1), i( APLICACIONES AL CALCULO NUMERICO

Regla: La raiz m-sima de Ig rq

La igualdad (1), leida de izquierda a derecha, nos indica que un ex raiz mn-sima de la misma cantidad

" o ponente al que esta elevado un radical pasa dentro del radical como ex-
|
i

iz n-sima de una cantidad es igual a la

ponente del radicando; y leida de derecha a izquierda nos dice que ug

exponente del radicando puede salir fuera como exponente de todo gl

En simbolos: \Y \/A — V4, (1)
! radical.

l Demostracion: Para demostrar la igualdad (1) vamos a cambiar el

R 1 orden de los miembros (en virtud de Ia propiedad simétrica de la igual-
. ' ‘ dad) es decir, vamos a probar que: .
At :

L (Vaw ) = Vawe VA = VVa. @

La igualdad (2) ser4 cierta sj elevando su segundo miembro al indi-
2 (Vo) = Vapm

ce mn del primero nos da el radicando de dicho primer miembro (por la
definicion de raiz); pero en efecto se tiene: .
3. (\a/aib:‘c ) = Vabie

7)™ [67)" ] = (o) =

que efectivamente es el radicando del primer miembro de (2).
- Para pasar del primer miembro al segundo se ha aplicado la ley de
: glevacion de up i ia, en sentido inverso; para pa-
Sar del segun

do al tercero se ha aplicado 1a definicién de raiz, y lo mis-
MO para pasar del tercero al cuarto.

- =

4. Vabie® = Via*be')t = (W)‘

N =

3 i 8 : ] LV Van ™ = Vgp
j 1. (\/ahc ) z (\/"x‘*'y3 z‘) o
hi 2V Ve _ Ve
i i 3. (\/3 mipig® )4 4. (‘l/tz'2 b e )U S ———
B 3. Ve - = Vx=p»

——

4/ .
4, -\’/\u-‘g.f.[_-, - '\;’a+b

S ar—— =
SVVerr < Ve

L3
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EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL’ ‘
L N !511 aruﬁcm aPhcado en el ejemplo 4 es el mas Gt para simplificar
los célculos de raices de indice compuesto. Se descompone el indice en

—_ . j ureaaprzmos_, y el radicando también se descompone en factores; des

. fxiytzt = —1— ==~ W | = Y L r S -

i g 4 e = - pués _Sf escompone la raiz del producto en producto de raices, y cada raiz

il .‘ ) ae indice compuesto en raices sucesivas de indice Primo cada un i
L\ Vm*h? = —7— 5. VVeyiz = —1— .

6. VVart = —1—

Observacion: El indice de la raiz m-sima de la raiz n-sima de una
it | cantidad es mn, y como el producto tiene la _propiedad conmutativas L. V324 =2 2 V9
| (mn = nm), podemos invertir el orden de las raices, o sea, que:

Calcula tan rapidamente como puedas las siguientes raices:

3. V1,29 = 9

4. Va6656 = 2

V= WV =V

5 V160,000 = 9 6. V50625 = 2

APLICACION AL CALCULQ DE RAICES NUMERICAS:

La propiedad anterior se aplica en sentido inverso para calcular mas
facilmente la raiz de un nimero cuando el indice eswp niimero cor
_ puesto; entonces se descompone el jndice en factores primos y en
| de calcular una raiz sola de indice alto se calculan sucesivamente li
raices cuyos indices son los factores primos del indice antiguo.

7.7 RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

SUI)O!’IC'B.I‘HO q q =

lor aproximado de V2
: . el valor 1.41421 i
giente division: 3 + 1.41421. » gl

. mos que efectuar la si-
1. VE:%:\%:\/\TI: V2 = 14142,
2 Vea=Us=Vea= V5 =2
3. V256 = V356 = Vi6 = 4

Esta divisig / 3
- i p:\kl;.lon es muy larga y ademas el error que se comete en el
-~ ©5 bastante grande; por estas razones se prefiere transformar

—_ €n ot a X ]’eS.OI eduivalente mas [a(:l de (fah ][]a]
& £
v_— ) t? V II }’

Si multiplic
tiplicamos e] numerador y el denominador por \/Eobtenemos:

4. Vea6s = \/3\/64 Vyed= Vg . V3—22_4

2. NT _WFT a7
V2 Va.v3 (VZ): 2
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[ Se ve que en el Gltimo miembro ha desaparecido la raiz del denomi-
‘ nador, y por supuesto es mucho mas facil de calcular que el primero,
pues su calculo se reduce a multiplicar 1.5 x 1.41421. Racionalizar los denominadores de las si

: ¢l resultado tanto cuanto se pueda:

guientes fracciones y simplificar

Resumen: Cuando una expresion fraccionaria contiedie radicales en 3%
¢l denominador, corviene transformarla en otra equivalente que no ten-

i : - 3a*—b?) S\K—yr
ga radicales en el denominador. \ L2222 22 V)
1 Va+b V x4yt
Cuando se realiza esta transformacion se dice que se ha racionali
zado el denominador. ‘; 3 Pelrosy 4 E—o+y)
: : N s 3 rez Va4
A continuacion explicamos coémo se logra la racionalizacion de des |
nominadores en los casos que suelen presentarse en la practica. 5. 2m'np? 6. _ba’be
\/3m°n’p‘-’ Vante

I) DENOMINADOR MONOMIO CON UNA RAIZ CUADRADA:

7. =2x*yz 8 _—p%gr
: ; . : : 4V xyz Vigpi g P
Regla: Para racionalizar un denominador monomio en el que figura Pe
una raiz cuadrada como factor, se multiplican el numerador y denominas 9. 12a*h%
dor de la fraccion por la misma raiz cuadrada que figura en el denomi; a- N

dor.

Racionalizar los denominadores de las fracciones siguientes:
-~

Il) DENOMINADOR MONOMIO CON UNA RAIZ N-SIMA:

; 1 2a 2aV'b 2‘9\/7 - 2\

% Vb - : Regla: Para racionalizar un denominador monomio que contiene co-
Wb 3VE Ve 3(VE 3b mo factor una rai 1 inli j
) araiz n-sima se multiplican el numerador y denominador por
el radical elevado a n— 1.

5 M 4AxVy
SaVy* Sy’

Sx*z Sx*zvVa*+b*
3a*be/ a*+b* 3abe(at+b?Y)

£ 3ab’e _ 3ab*c /77

sx\/z 5xz*

A AVB-T 4 VB

FORMULA GENERAL: :
\D’B \{JB Br—1 ‘\I;’Bn

I
I

AV B
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L il i . B | IIT) DENOMINADOR BINOMIO DE 1A FORMA:
.

a. VVA=+b. VB:
2x 2 V@y  uVe aVa

l. = -— —
3"7—1 3"1/7' la‘r Z |2 36’{ E)EI 332 ]
“ s o ¢ Dada una expresion de la forma a. \/A=xb.1/B, llamaremos ex-
1]

itk 30 VEFF 2atb Vo : presion conjugada de ella a la que resulta de cambiar el signo + por —,
a! aﬂ aB 4 )4 _ 2 12 15_ ) . i
Ve - sVab Vb sVaby o¢l — por +; la indicaremos asi: a.\/Axh.\/B.
REGLA: Para racionalizar un denominador de la forma

_ 3aba’b™Na*h _ 3a Va? b

ss ==t a.\[Axb.\/B se multiplican el numerador y denominador por la expre-
sién conjugada del denominador, o sea, por a.\/JA=xb. \/B.
3 2\"/} B 2\?’0_3 \'}’(bz)n-x _ 2V gap? n—2 B 2\7,131;2 N2 FORMULA GENERA L

sV sV Vg sV P

C C(a\/?:bﬁ)

a. VA=b. VB (a\/ﬁtb VB )(aVZ:b\/E)
_ C(aVAxbVB)
- T @#A-BF°EB

f ; | =

)

B T T —

Racionalizar los denominadores de las siguientes ff?CCif;ﬂesv Simg“ﬁcaﬁd‘; Para resolver los ejemplos y ejercicios se puede aplicar directamen-
i | fi resultado. (Pueden eVltaIfj los pasos intermedios aplican : ©n. cata casoe te el dltimo miembro de (1), sustituyendo las letras por los valores que
i ltimo miembro de la férmula (1)). correspondan en cada caso.

| 2o Ty 3 S E SR
"4V aps " 10Vermen 4Vabe - :
. Racionalizar los denominadores de las siguientes fracciones:
4 3(a—b) 5. 10(a*—b*) 6. lg(x —y*) .;::3
6 \'7(41—1‘;)z 5 e‘(a+b)2 4Vx2—y* N
1—\7:3%__ _ w@Vei3vy ) N
< 2 X — 3 _ f\\"-'-f-\\
, _18aba+b) g, 1omn® \/a@ o Ua=b)a*+b?) Vy 4x — 9y 2
9 Vb " 5m*Vab Va' —b* ::‘.‘*:'
2 —Labp . favbp  (a-bp. @@+bp (Ve—b 4 agze ) <

a_p _ \/a2+ba @ —b—(a*+b?) i

[ | = (g__b:‘_ ra_'_b)z_ (1.’02_b2 + \,‘az+b2 )
. ~2




EL CALCULO CO

S =

L

N RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

3. _Sab® . en este ejemplo basta que pongamos x=\x* para que este-
x+ V¥ mos en el caso anterior; se llega al siguiente resultado:

Sabz(x — 5[&‘ )

xF—y

2xy 2xy( V3x+2y )

—_— s —_—

4 0

Racionalizar los denominadores de las siguientes fracciones:
1 12a°b 2 6(x—y) 3. __4x“z _

"3V/a + 2\b 2 =\ Vx+ Vy
4 2x(a+b) 5 Tm? n? 6. X2 = z:

nx —2Vy Vet + Vm® Vax —\y
7 Xpxy+y 8 Xt — )

L  + -\.‘_};3 \p‘xs = 1,'))5

IV) DENOMINADOR BINOMIO DE LA FORMA VA = VB:

Primer Caso: Denominador de la forma V¥4 + VB
aciéon de un denominador de la forma VA + VB se

composicién en factores de una suma de cubos;
te identidad, explicada cuando se estudiaron las

La racionaliz

consigue usando la des
partiremos de la siguien
factorizaciones notables.

avn=(¥A)+ (VB ) = (Y2+VE)
[y -va B+ (YE)]
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La expresion entre corchetes del ultimo miembro de (1) se llama
“la expresion conjugada” de ( VA4 + \73_@)
&

Regla: Para racionalizar el denominador de la fraccicn \‘7;1—+ VB
se n'zulup!lcan el numerador y denominador de la fraccidn por la expresion
conjugada del denominador.

FORMULA GENERAL:
_c X c. (V&-VaB+VE)
Viy V8 (Va+ V). (V&-VA B+ VF) -
c. (VE_VIB+VE)

- A+ B @)

~ Los denominadores de los miembros segundo y tercero de (2) sen
iguales en virtud de (1).

. Los siguientes ejemplos los resolvemos aplicando directamente el altimo
miembro de la igualdad (2).

a+x _ _ (arn) . (Vo Vabs ¥5r)

1. =
\Rfa'_'+ \3,v‘b;z a® + b?

3 2ax = 2:1.?(.(@/(1‘11z - Va'b + O‘azb‘)_ -‘=
\z,dal’. b EE \3,‘ab'.' ab + ab* - *I!.\-rf ;

- Za.x(aW —ab. +. b Vb ) A%
. abla+b) o\

@b (@b (Vo — Vab + V& )
Vot Vo a+b -

= @-t) (V& - Vab + V5" )

3

339
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Racionalizar los siguientes denominadores:

| xty 3
" Vx + Yy Var + Vo i
g ==y 4, Jexaty) | !
Vx + Vy Va + ¥V : l
s _2aba—b') g ML) |
. 3rf3a + 13,"3b W + % |

Segundo Caso: Denominador de la forma VA — VB.

En este caso se usa la siguiente identidad, anédloga a la (1) del caso
anterior; A —B= ( \VA—)J = ( W)3 -
=(Va- VB).(Va&+ VaB+ VE)
Este ultimo paréntesis de (1) se llama la “expresién conjugada” de
(VA - VF). -

REGLA: Para racionalizar el denominador de la fraccion ————=

Vi VB
se multiplican el numerador y el denominador por la expresion conjugada
del denominador.

FORMULA GENERAL:

C c.(VA+VA.B+VE)

Vi Ve  (Vi- VB).(VA+ VA.B+ VB)

ICIAS DE EXPONENTE RACIONAL

EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTEN

e — P =

Ae—ty) _ 2Aa-b) (Vaa + Vaab + Vaz )

Y Ya-va

2a—-2b =
= (a+b). (V34a’+ Vaab + Vap: ) |
da'=b) _ a'—by. (Vo& + Vomm 4 Vop ) I

“ Vo —Vap 32 — 3b =

= (@*+5). (\3-’9a" + V 9a°b* +V/ 9p )

. ‘Racionalizar los denominadores siguientes, aplicando el ultimo miembro
e (2).

Sa*b* 3xp(. 22 fo2 ) oa
1, — 2 ¥x+y) 3x*y? (x +y?)
Va- Y5’ Ve Ve 3. Ve ¥

Observacsié_n: Elaniétodo seguido para racionalizar un denominador |
de- laforma VA= VE se puede aplicar a la racionalizacién de deno- ‘
minadores de la forma WA + VB » con el signo + cuando 7 es impar, ‘

1o del i
profesor el explicar estos casos generales para los alum10s mas

Y con el signo — en todos los casos (n par o impar); dejamos al crite- |
rillantes. ’

V) DENOMINADOR DE LA FORMA VA +VB+VC :

Para racionalizar un denominador de la forma VA +VB+ VC

se utili il ; :
utiliza 1a siguiente identidad:
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b [(vavE)s vel-[(vasve)-vel=
| (V7 +VEB)*= (VC)*=4+2 VAB+B—C=4+B—C+2 V AB,
‘ (1)

El segundo corchete del primer mjembro se llama la “expresion
conjugada” del primer corchete.

REGLA: Para racionalizar un denominador de la forma VA +VB %

+V/'C se multiplican el numerador y el denominador de la fraccion por la
expresion conjugada del denominador, con lo cual el denominador toma la

forma (A+B—C)+2 VAB = V(A+B—C)* + VAAB, que pertenece al
tipo I1I) de esta seccion y se racionaliza multiplicando nuevamente el nu-
merador y el denominador por la expresion conjugada del denominador.

FORMULA GENERAL:
D _D. (\/j_g_\/_é—\/_(f) -
VA+VB+ VC (A+B—C)+2 VAB

o, (VA+VE-VT) lsB-c2VaE ) 4
o (A+B—C)‘"’—4A'B ‘

Para resolver los ejemplos siguientes aplicamos directamente el ultimo

miembro de (2).

2xyz _ 2xyz (\/;_-k \;‘/L‘—A \/—._) (,\; fy—z—2 \/E}_)

L. = =
Vr+VrtVz oty — 2 = 4w

) (Vas Vi Ve) (41+b—{»72\/25)

fa+b)
(a + b — c) — 4ab

3. =
Va+Vb+ Ve

EL CALCULO CON RADICALES Y LAS POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL

Racionalizar los siguientes denominadores:

1. SEP. 2 Sa* be
Vm+\n+\/p & m

3 — —2a+4b)
V& + Ve \feb

7.8 POTENCIAS DE EXPGNENTE RAC
: IONAL _
DEFINICION Y REGLAS DE CALCULO SHALAUIERA:

. astta el momento han sido definidas solamente las potencias de
cxponente entero; sabemos por ejemplo que a® = a.a.a., que a° = 1, que

a

Fii 6x ) ; ) .

b pols!j:;irgl sec::xon' definiremos las potencias de exponente fracciona-

e 0 negativo, y probaremos que se cumplen las mismas reglas
¢ calculo que con exponentes enteros. :

Si /
L qct]uer‘emos que se conserve la regla para elevar una potencia a
iy potencia, es decir, si queremos que (g@™)" = gme" aunque my n
Sean nu ] 1 a1 1 - . )
an numeros fraccionarios, debemos definir 4+ de forma que (@ =

—_— 1 — ; 1 L
@' = a, lo cual se cumple si ponemos a" = Va, pues (\””a ) a
& / —- da.
Adoptaremos pues esta definicion tentativa:

Definicién 1:  a™= /4, (1), siendo n un entero positivo.
Para ¢ lefinicid iti
. Jdi::?li;(_-e[jﬁ;adq?l-qut-mln sea dcﬁmtw_amemc aceptable, sin romper
con ella se cum lencl- st 0 con potencias, habra que demostrar que
b et C;?u a$ mismas cinco leyes que fueron demostradas pa-
A e ateros; pero antes de proceder a dar estas pruebas, da-
2 definicién completa de potencia de exponente racional
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- T n i % m o
Una vez definida ¢ = Va, esinmediato que a® = (g*)® =
et . . pal W wep
= (Va ) = Va=; podemos por tanto dar la siguiente definicién
tentativa:
m -
Definicion 2: a®= YV a™, (2), siendo m y n numeros naturales.

Finalmente, una potencia de exponente fraccionario negativo se
define como el valor reciproco de la potencia de igual base y exponente
opuesto (por tanto positivo), o sea:

1 1

-0 s

Definicion 3: a = — = 57—, (3), siendo m y n naturales.
a'—n‘ 3 p’al’h .

A continuacion damos las demostraciones de algunas leyes del
célculo con potencias, y dejamos como ejercicio del alumno el probar
las otras, siguiendo el mismo método.

I) Producto de potencias de igual base:

Probemos que si a y 8 son racionales y a cualquier niimero real,
a¢ . af=-aa+f

Supongamos por ejemplo que « es fraccionario_gositivo, a =% 8

B fraccionario negativo, 8, = — 2. (m 7y p naturales).

(Hemos supuesto a y 8 de igual denominador, pero si no ocurriere
asi se reducen previamente a comin denominador).

Aplicando las definiciones (2) y (3) y las reglas de calculo con radi-
cales se obtiene:

:[5

ald
:Jb
2

Va® n /8" _ g = a B 5+ (-8

— —-a

Ve V&

El Gltimo miembro nos indica que se cumple la conocida ley de
adicién de exponentes.

. a =

8
st
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El alumno debe demostrar esta misma ley en el caso de que los
dos exponentes sean negativos fraccionarios, 0 uno entero positivo y
el otro fraccionario negativo, etc.; comprobaré que siempre el producto
de potencias de igual base tiene por base la misma y por exponente la

suma de los exponentes.
IT) Cociente de potencias de igual exponente:

L a

a a
- .
Probemos que b_“ = (B) siendo a y b reales (b%-0), ¥ a racional
cualquiera.

}Supongamos que a sea fraccionario negativo,a = — ® (m v  na-
turales). B i

1 Aplicando la definicién (3) y las reglas de calculo con radicales ob-
enemos:

8

bV _ " (bY = (a)®
i O AN

El ultimo miembro nos indica que se cumple la ley de division de
Potencias del mismo exponente.

. El alum_np debe buscar la prueba para el caso de exponente frac-
lonario positivo, comprobara que siempre el cociente de polencias de

i ne ; i
’ﬁym’ exponente tiene por base el cociente de las bases y por exponente el
ismo. ’
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bt}

L]
‘ 27. %:a“ ~F siendo « y f fraccionarios negativos.
Escribir las siguientes potencias de exponente fraccionario en forma de i N L ) ) .
radicales, aplicando las definiciones (1), (2) 6 (3) de esta seccion: 3 28. d . b"=(a.b)*, siendo « fraccionario positivo.
l.at = =-7— 2 a4t = —7— 3 ot = 29, & .dP=a" +P siendo « ¥y B fraccionarios positivos.
a x _ a4+ B o s - . e N
4 ¥ 5. ok _ 6 gt = 7 30. & .df=aq siendo a entero positivo y B fraccionario positivo.
7. x9= —7— 8. mid= —7— 9. yF= —7— N_ !
!
{
P 2 R 2.5y = —2—
iy e (= 7.9 ECUACIONES IRRACIONALES SENCILLAS
2 _JI a -J; " _7‘:— b - . i . ~ - .
13. (f) =—7— 14. (E) =, =7 15. (;) -= == Una ecuacion se llama irracional cuando la mcognita figura bajo
J radical. ;
Escribir las siguientes expresiones en forma de potencias: A TR N gl T
1 ay’ . o~
16. Voo = —9— 17. 18. V (3)
Vb Son irracionales las siguientes ecuaciones: _y
3 A . 1
19. et 20. 32 Vix +1=3 - 3x—1, Vixi_3 = Vo5x 4 2x—1
P ve :
7 (&)
~ -
Demostrar las feyes de céalculo que se indican a continuacién:
21. & . B =(a. b)?, siendo « fraccionario negativo. . EEmmmssans ’ . —_—
El método para resolver una ecuacion irracional consiste en trans-
22. & .aP=a*+F siendo a entero negativo y B fraccionario negativo. formarla en ecuacion entera elevando sus dos miembros a potencias
convenientes.

& _ =B i i iti io negativo. ;7 : ] ]
3. Z =d "7 siendo a fraccionario positivo y § fraccionario negati . En esta seccioén nos ocuparemos de las ecuaciones irracionales sen-
cillas, que s6lo contienen raices cuadradas y que se transforman en ecua-
2. (#f=a" P siendo ay B fraccionarios negativos. Clones enteras de primer grado por elevaciones convenientes de sus dos

Mmiembros al cuadrado.
25. (& }3 —a® £ siendo « entero negativo y f fraccionario positivo. o »
Ahora se plantea la siguiente cuestion:

2% - (g)" Sendlns Eacmmmiboniive _ Cuando se elevan los dos miembros de una ecuacién al cuadrado,
¥ o\b ¢S¢ obtiene una ecuacion equivalente a la de partida?
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f ‘ Esta cuestion la responde el siguiente:
|

b | Teorema Fundamental: .

Si los dos miembros de una ecuacion, A(x)=B(x), (1). se elevan al’
cuadrado, se obtiene otra ecuacion, [A(x)]*=[B(x)]*, (2), que tiene todas

las soluciones de la primera, pero ademds puede tener otras soluciones.
ey d | LIS R Y it
121 11 121 112 11

El segundo miembro vale: — % + :;’—% = %, que coincide con el va-

dx*+x—1=4x*+12x+9, 0 bien: —11x=10, x= — %

Sustituida esta solucién en la ecuacién de partida obtenemos:

{ I a) Demostremos que toda solucion de (1) lo es de (2). En efecto, sp
' a es raiz de (1) se cumplira: A(a)=Bfa), (3), y elevando los dog
‘ miembros de (3) al cuadrado se obtiene otra igualdad, [A4(a)]*=

= [B(a)]’?, que nos indica que a es también raiz de (2).

b) Demostremos ahora que puede haber raices que verifiquen a (2)
y no verifiquen a (1).

lor del primero; por tanto la solucion satisface a la ecuacién de par-
tida.

En efecto: Si a es raiz de (2) se cumplira: |
[A(a)]*=[B(a)]®, o bien: [A(a)]*—[B(a)]*=o0, que se puede fac-
torizar asi: [A(a)+ B(a)]. [A(a)—B(a)] =0, (4). |

‘ | El primer miembro de (4) es un producto de dos factores, y para

‘ que sea nulo debe anularse uno al menos de los factores; entonces
de ocurrir que A(a)+ B(a)=o, siendo A(a)—B(a)7o0, es decity
A(a)==B(a); en este caso, a seria raiz de la (2), pero no de la (1).

(=]

. En la ecuacién VO9x*—3x+ [ +4x—2=Tx+1 hay un solo radical,

pero no estd aislado en un miembro; pasando 4x—2 al segundo miem-
bro se obtiene:

VO9x*—3x+1=3x43, y elevando los dos miembros al cuadrado:

9x*—3x+1=9x+18x+9. 0 bien, —21x=8§, x:‘_281 = ———281

Verifica que la solucion hallada es solucién de la ecuacién de partida.

|
4 !l De acnerdo con el teorema acabado de demostrar, si para resol
K, ver una ecuacion se efectiian elevaciones al cuadrado de sus dos mien
‘e bros, pueden introducirse soluciones extrafias en g nueva ecuacion, pero
! todas las soluciones de la-primera lo son de la segunda.

IT) ECUACIONES CON DOS RADICALES:

g A Respl\fer la ecuacion: Vx—1 + Vx+1=3. Esta ecuacion contiene 2
En la practica se sustituyen las soluciones de la segunda ecuaciof radicales; pasando Vx+T al segundo miembro, para dejar el primer
e b peimies 'y s desedian Ius que o s Verifgue, , radical aislado en el primer miembro queda:

Vx—1=3 — \/x+ 1, y elevando al cuadrado:

METODO DE RESOLUCION DE LOS TIPOS SENCILLOS DE
ECUACIONES IRRACIONALES

X—1=9 _ 6 Vx+1 +x+1; aislando el radical que queda atin en el

I) ECUACIONES QUE CONTIENEN UN SOLO RADICAL: o1 ondo miembro, queda: —11= — 6 Vx+1, y elevando nuevamente
Cuadrado: 12/=36(x+1)=36x+ 36, o bien 85=36x, de donde
Explicaremos el método mediante ejemplos. x=85
= 36
Y 1. La ecuacién V4x*4+x—1=2x+3 contiene un solo radical cuadis Co
e | tico (una raiz cuadrada) aislado en su primer miembro; si elevamos SMprueba que 12 solucié : ) s
(i los dos miembros de la ecuacién al cuadrado obtenemos: ' lida, i ucion encontrada verifica a la ecuacion de par-
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1. ;Como se extrae un factor fuera de un radical, siendo su exponente miultiplo del indice?
;Y cuindo el exponente no es miltiplo del indice, pero mayor que é1?

1
1
2 igui i i ionales, veri £ < :
Resolver las siguientes ecuaciones irracionales, verificando los resultados | 12. ;Cémo se eleva un radical a una potencia? l
1
L

13. ;Como se extrae la raiz de una raiz? [
I Vaxs5=3 2. \VEx+2=\VT ‘ .- . !
.| 14. Si el indice de una raiz es un niimero compuesto, ;puede calcularse ia raiz mediante la ‘

extraccion sucesiva de raices cuyos indices sean los factores primos del indice? ;Simpli |
- [ars pli- |
3. V3ax—-2+1=4 4 V2x—1=1/3x—4 fica esto los célculos?

5. 3_2/7Fi=5 6. \Ax—3=4 15. ;Es conveniente transformar una fraccién que tenga radicales en el denominador en otra
equivalente que no los tenga?

T Vx+2=V2x-3 8 Vx+6=Vx+4 ! 16. ;Como se racionaliza un denominador de la forma \VVa? ‘
| A
9. V2x+ —\/Ej_z 1 10. VX 4fx—3=2—x T 17. ;Coémo se racionaliza un denominador de la forma WAT? ‘

L B 1 12, VI T+\2xrsi=3 i 18. ;Cémo se racionaliza un denominador de la forma VA4 = \/ B? | |

—

19. ;Como se racionaliza un denominador de la forma VA4 = VB =+ Vv C?
20. ;Como se racionaliza un denominador de la forma A+ VB ‘

REVISION DE CONCEPTOS DEL CAPITULO 7

i 21. Da la definicién de potencia de exponente racional en todos los casos posibles.

1. (Cémo se define la raiz n-sima, si existe, de una expresion algebraica?

2. (Se cumplen las mismas leyes de calculo con exponentes racionales

que con exponentes
enteros?

2.  Existe valor numérico real para una raiz de indice par y para aquellos valores de lag
letras que hacen al radicando negativo? =

23. ;Qué es una ecuacién irracional?

3. ;Cuantos valores reales tiene una raiz de indice par y radicando positivo? ;Cudl de estos
valores se tiene en cuenta tnicamente en el calculo con radicales? ‘ 24. iS¢ conserva la equivalencia cuando se elevan los dos mie
drado?

mbros de una ecuacién al cua-

4. Enuncia y demuestra la propiedad fundamental de los radicales.

25, ;Cér

MO se resuelve una ecuacién irracional?

5. ;Cudles son las aplicaciones mas importantes de la propiedad fundamental?

CUESTIONARIO DE SELECCION

6. ;Como se simplifica un radical?

firmacidén que corresponda al concepto enunciado al principio:

L

b Seleccione Ia al
- z . — S— , [
7. {Coémo se reducen varios radicales al minimo indice comun? |

L. Un ragips ; .
D radical con radicando negativo tiene valor real:
8. {Qué son radicales semejantes? ;Como se suman o restan radicales semejantes? &) S d o
# tuando el indice es par
. {Como se multiplican radicales de igual indice? ;Y si no tienen el mismo indice? ) cuandg el indice es impar
<)

S.!Cmpre tanto ¢ - n 2
5 mias : : fo 3 : : A tndi ; 0 cuando el in es .
. (Como se dividen adicales de igual indice? ;Y cuando no tienen igual indice? ! 1 indice es par como cuando es impar.
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.; I 2. La propiedad fundamental de los radicales expresa que: b) Se divide el exponente del factor por el indice, se saca fuera el factor con un expo-
1

a) Si al indice y al exponente del radicando se les suma un mismo nimero se obtiene nente igual ol cociente obtenido y se deja dentro con un exponente igual al resto por
otro radical equivalente defecto de dicha division.
b) Si al indice y al exponente del radicando se les resta un mismo nfimero se obtiene un c) Se §aca el factor con un exponente igual al resto de la divisién de su exponente por el |
radical equivalente. indice y se deja dentro con un exponente igual al cociente de dicha division.
1 I, P . — . ; 1 0 : fots |
I ¢) Si el indice y el exponente del radicando se multiplican por un mismo nfimero se ob- 8. Una raiz de indice 12 se puede calcular:
; tiene un radical equivalente. o .
a) Hallando una raiz cibica, después la raiz cuadrada al resultado, y después la raiz

) 3. Para poder rebajar el indice de un radical cuyo radicando es un monomio es necesario y cuadrada resultado.

suficiente que: b) Hallando una raiz quinta, después la raiz quinta del resultado y después la raiz cua-

2) Todos los exponentes de los factores del monomio sean mayores que el indice. f drada al resultado. |

¢) Hallando una raiz quinta, después raiz cuarta al resultado y después una raiz cubica

it b) Todos los factores del monomio tengan exponentes miltiplos del indice. >
| al resultado.

¢) Que sélo un factor del radicando tenga exponente multiplo del indice.

o

. Para racionalizar un denominador de la forma \7.4_
Y i 4. Para reducir varios radicales a indice comtn:

. o a) Se multiplican el numerador y de inad Vi
a) Se halla el m.c.d. de los indices y éste es el indice comtin; después se dividen los ex- J D .

ponentes de los radicandos por el m.c.d. b) Se multiplican el numerador y el denominador por A
1 . . -
| i : b) Se halla el m.c.m. de los indices; después se multiplican el indice y el exponente del ‘ ¢) Se multiplican el numerador y el denominador por V4
: i i indi | indi io de e
J Z:g;c:::ic;jlor el cociente de dividir el m.c.m. de los indices por el indice propio de 10: Para racionalizar tin denominador de la forma W+ V5
5.u . %)
\ ! c) Se multiplica el indice y el exponente de cada radical por el m.c.d. de los indices. a) Se multiplican el numerador y el denominador por V4 — VR
i b) Se multipli ] ; Vo ¥
5. Dos radicales semejantes son: i iplican el numerador y el denominador por V4 + Vg

) ¢) Se multiplican el numerador y el denominador por (e 4~V 4B + Vg )
d) Se multiplican el numerador ¥y el denominador por (e 42+ V4B + VB )

a) Los que tienen igual indice. ~

b) Los que tienen igual radicando.

) Los que tienen igual el indice y el radicando.

- Una potencia de exponente fraccionario se define de la siguiente forma:

6. Para multiplicar varios radicales cualesquiera: a) o

— n T _ W m 1

= Va°, b) a* = Va~, ¢) 4" =
vam

- Cuando los dos miembros de una ecuacién se elevan al cua

€cuacion.

a) Se pone por indice el producto de los indices y por radicando el producto de los fa=
dicandos.

drado se obtiene otra

b) Se reducen a indice comiin y se multiplican los radicandos, poniendo por indice €l
comun.

2) Con las mismas raices reales exactamente, siempre.

¢) Se pone por radicando €l producto de los radicandos y por indice el mayor delo8
indices.

b) Que puede tener mas raices que la ecuacidn de partida.

¢ ; ;
) Que puede tener menos raices que la ecuacion de partida.

CUESTIONARIO DE DISTINCION

7. Para extraer un factor fuera de un radical, siendo su exponente mayor que el indice:

a) Se le resta al exponente el indice, se saca fuera con un exponente igual al indice ¥ s€

deja dentro con un exponente igual a la diferencia hallada. Puedes distinguir las afirmaciones verdaderas de las falsas?
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I

Si al indice y al exponente de un radical se les suma un mismo nimero se obtiene otro

radical equivalente.

Z. Para simplificar un radical se resta al indice y al exponente del radicando un mismo

nimero.

3. Para multiplicar radicales del mismo indice se multiplican los radicandos y se pone por

indice el comun.

4. Para elevar un radical a una potencia, que sea divisor del indice, se divide el indice por

el exponente de la potencia.

5 Para extraer la raiz de otra raiz se conserva el radicando y se pone por indice el produc-

to de los indices.

6. Una raiz de indice compuesto puede reducirse a la extraccion sucesiva de raices cuyos

indices sean los divisores primos del indice compuesto.

7. El calculo de una fraccién que contengan radicales en el denominador se simplifica

transformando la fraccién en otra equivalente que no contenga radicales en el denomi-

nador.

o . ViV i g
8. Para racionalizar un denominador de la forma V.4 — VB se multiplican el numerador y

el denominador por (3;'1”7 V 4B + VB2 ) :

9. Un denominador de la forma VA + VB —-VC se transforma en otro con un solo radi-
cal multiplicando el numerador y el denominador por VA + W_,. \/(__:

0. Una ecuacién irracional es la que contiene la incgnita bajo denominador.

I. Si los dos miembros de una ecuacion se elevan al cuadrado se obtiene otra ecuacion que.

siempre es equivalente a la primera.
CUESTIONARIO DE COMPLETACION

Sustituir los puntos o los interrogantes por las cantidades que correspondan para qué

las igualdades sean ciertas:

1. Voo = —7-
3. Vab'c = ..... V abe,
4 Vab . Vabr = Va'....
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5. \,.xw P ﬁh'x‘i\.‘ = \?’x‘-',_” s _\7/;_7 .

— Ao
gt = .
| 8 12. Vi
7. T = =9—
1 13, T
8, g1 (1+J‘ - a—'.’—
4. (V& bc)=VaF T
9. (@3)= =7-
o 5 _ 5.2 15. \/Va =7
=3
16. A/ A =VA/T
1, == Dl
V3I+Vs 2

PROBLEMAS SOBRE EL CAPITULO 7

I. Calcular las siguientes raices exactas:

a) \/16x6%5, 3
= b) —2Tmnp'®
2

e) T Py AT

Y VRS o [y
v 4a:b-1cﬁ [

o /AT

Vs 0V e
v 43 etermi 1
Determinar el valor aritmético de las si

o N ientes rai indi i
de valor aritmético: gu raices, indicando aquellas que carecen

a) \/2%, b V=8, ) VI,
d
) V33 e) Vs, f) /25

(]

- Indicar g

as sigui ices
guientes raices son exactas, ¥ en caso afirmativo calcularlas:

a) V -\—_:rj?% ; b) 8x°+36x%y+ 54x3° + 27)°
V- ) 8a®—36a*h + 54ab* + 27
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LAS POTENCIAS DE EXPO
‘ 4. Efectuar las sumas y restas de radicales siguientes: NENTE RACIONAL
b) Vab. '5&3[;_ \B/a:bz

2. Dividir los siguientes radicales:

a) Vab —2 Vab + 5 Vo

o Ve b YEE

i b) =5 6‘){')}22’ + 3 N X"(V‘Z’, 4 ”" ;..a~. .
i Vit e

oy R AL i,
Vs ) G

13. Calcular las siguientes potencias:

a) (\/M ) b) (W) ) (vm )

5. Calcular, mediante radicaciones sucesivas, las siguientes raices de indice compuesto:

a) V1,29 b) V46,656 9 VBlab

il o 14. Efectuar las sigui i imioli
6. Calcular las signientes raices compuestas: 1gutentes operaciones, simplificando los resultados:

Vie b VA6 9 YAA/09% 2 \/f;e/fv/f»: n VeV

a)
d) V\sf_—a“b” c) (\/a+b + \/a_b) Va+b
S} 15. Efect 1 ieui = - .
: 7. Extraer los factores que sea posible de los siguientes radicales: uar las siguientes operaciones, simplificando los resultados:

a (Ve - ¥y + \/E)—-\‘V}y—
b (VF+ V)
¢ (‘3/7+ W)a

’ a) Vab'cd b) 54Vabed® o) —3V/xyes

| 8. Simplificar los siguientes radicales:

B b) Viéa's*—2a°*

a) J-’_z ~
16. Racionalizar los siguientes denominadores:
o /6=y x=p\* Y j ; 7
. to) ' 2 Y v 9 W 9 .ﬂ?:a

17. Reducir a un solo radical la siguiente expresién:
1
Ve . Vab V& - Va

9, Reducir a una expresién con dos radicales la siguiente expresién:

(\/W—W)*(_z o+ V)

10. Calcular la siguiente suma de radicales:

18. Raci i igui
clonalizar los siguientes denominadores:

Vil — 3V/4xt+4x* + V/16x° 4+ 16x4.

0 —=%
VZ + V3 )

S
Vs -3
4

g —3 a0 3

VI+uw V5o o

11. Multiplicar los siguientes radicales:

i a) Ve Vx Va
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g | 19. Racionalizar los siguientes denominadores: -
| ) : 4. )

J‘ | ' 25. Simplificar los siguientes radicales, extrayéndole los factores que sea posible:
| e

a+b b) — a—b_ 0 Xt —y*
Va + Vb Va - Vb X+ \‘".1_'" = \/T 2) la'x—2ax yx°

at+2ax + x* I

20. Ordenar de menor a mayor los siguientes radicales: (Se consideran los valores aritmé- |

ticos). I
o S i m—
V3, Vs Ve Vim, V. a'bd—2abd +b'd "

>

\ (Ayuda: Reducirlos a indice comun). 8 e L Ix L x
o a*+a'h
21. Introducir bajo el signo radical todos los factores que estan fuera en los siguientes ra- |
dicales: '
; 26. Comprobar que: (XVE+ qﬁ) (XVT ‘1/?) g
| 4, = = —y Z =
a) Sa*b* \/ab b) —3x° Vaiy o) 2mn Vment | * ¥ x y
41 27. Comprobar la siguiente identidad:
(Ayuda: Cada factor que se introduce en un radical debe ser elevado a un exponente | . St
igual al indice de la raiz). F |
\/ | —a+ ] - 1 + I - \/l——g |
22. Efectuar las operaciones que se indican a continuaciéon con potencias de exponente ! l Vi+ta Vi—g®
racional: i
i . i e 28. Racionalizar los siguientes denominadores:
a) T nY 2Tt € " |
37
4 = 2 -3 7 ! ﬂ) a+b a—>b i
B x.xt. . x £) af . gt ‘ Va+b — Va—p I
€) x_§ g (x.y.zt W b) P4y . |
* Ve~V |
\ =1 f oy
[ d (@) 29. Comprobar las siguientes identidades: |
|
23. Racionalizar los siguientes denominadores: 2 (\:V—"\/ﬁ) ot
g) Xt 2 \fy b) Vxt —1—1
; o (] .
x—2\y Vx 141 b) (Vm) = 3 .
i
5 - .
) '—T? i 5 a .
243V5-=-2VT | €) i == Va -

24. Calcular los valores aritméticos de los siguientes radicales, con dos cifras decimales de
aproximacion;

“E S =

2 3 4

e 2 -t ¥

,.‘ )

V2-1 V3isy 2
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