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INTRODUCCION

Los aspectos contemplados en esta Guia, constituyen una se-
leccion de contenido, con orientaciones metodolégicas, que
aspiramos le sirvan de fundamento para hacer mas racional
el proceso ensefianza-aprendizaje.

La organizacion de los contenidos con sentido estructural,
que se ha venido presentando a través de los distintos gra-
dos, permite al alumno adquirir los conceptos basicos en for-
ma unificada, haciendo posible la profundidad y extensién
requeridas para este nivel, de acuerdo con la capacidad men-
tal y el grado de madurez de aquel.

Se ha tratado de dar un enfoque de tipo integral y unifica-
dor, es decir, un desarrollo articulado con miras a establecer
un empalme gradual con el nivel de ensefianza media.

En consecuencia, la presente Guia ha sido elaborada con el
proposito de actualizar y enriquecer los temas que se han
venido desarrollando desde el grado 1o, mediante la inclu-
sién de una apreciable cantidad de material de enlace. Pero,
ademas, se han incluido nuevos tépicos que facilitan el de-
sarrollo de la capacidad del alumno para la comprensiéon de
las grandes estructuras matematicas, a fin de que logre en-
frentar con éxito problemas de la vida diaria, teniendo en
cuenta que la Matematica en los momentos actuales tiene
una gran variedad de aplicaciones en los diversos campos de
la actividad humana.

. De acuerdo con la nu~va orientacién, la tarea del maestro,

antes que ensefiar una disciplina llena de formulas y simbo-
lismos, debe acentuarse en la elaboracion de conceptos, ya
que eéstos vienen a constituir los marcos del pensamiento v
desempeﬁan,. por lo tanto, un papel importante en los proce-
sos mentales y en el descubrimiento de nuevas relaciones,
Que permitan al alumno ejercitar e incrementar su capacidad
de abstraer y generalizar. Esta orientacién en la ensenanza
de la Matematica hace participe a la escuela de la funcién
primordial de ensefiar a aprender, al mismo tiempo que le
facilita al maestro su labor en este sentido.

No sin razén el gran matematico CARLOS FEDERICO
GAUSS, afirmé que: “La Matematica es la reina de las cien-
clasy la Arimética es la reina de la Matematica”.

E}”l nuestra Guia no se habla de Aritmética sino de Matema-
tica, ya que hemos presentado en forma integrada, conceptos
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—Los elementos de la fantasia se van eliminando de la per-

aritmeéticos, geométricos y estadisticos; y €s evidente que este .. ; :
cepcion, para dar cabida a representaciones realistas que

meétodo es de gran valor pedagogico y didactico. ] : _

57 eas s 7 ; . l se aprecian particularmente en los dibujos. El alumno ad-
El fnaestro t.en ra necesl fa elconsul'ar £0n dre‘t:“en“a as vierte que las cosas del mundo exterior presentan dificul-
Guias anteriores, para reforzar la explicacion de temas que, Fades para ser representadas, y que de la satisfaccion de
por su tratamiento anterior, deben profundlzarse‘ en la pre- éstas depende la veracidad y exactitud de la interpretacién
sente Guia. Al mismo tiempo dicha consulta sera necesaria :
para refrescar explicaciones sobre temas que no aparecen en
la presente publicacion.

-'—A.l a_lumno le agrada proyectar sus pensamientos sobre las
distintas situaciones matematicas que la vida le presenta.

—FEn esta edad se amplian las nociones de tiempo y espacio,

Ademas de presentar topicos nuevos, como sistemas de nu-
como esquemas mentales.

meracion en base diferente a la decimal, criterios de maxi-
mo comtn divisor y minimo comun multiplo y, como punto
central, una teoria elemental de conjuntos, se da un nuevo
enfoque metodologico a temas tratados antes.

—Nifias y ninos compiten por separado en pequenos grupos
y con cierta libertad.

—En esta etapa se incurre en errores de juicio debidos, prin-
cipalmente, a generalizaciones precipitadas, a impulso in-
telectual débil, a la falta de capacidad de concentracion,
a factores emocionales vy a retardo pasajero del pensa-

Sin embargo, rogamos a los maestros no considerar este tra-
bajo como algo inmejorable. Es producto humano y, por tan-
to, susceptible de imperfecciones. De otra parte, aunque ha

sido elaborado con base en nuestras experiencias, en la de miento.
autores de textos de Matematica, de Metodologia y de Sico-
logia Educativa, solamente la vivencia total de esta guia, B. OBJETIVOS
obtenida después de un trabajo experimental con la misma, - .
1. De la educacion primaria

permitira hacer una evaluaciéon completa y acertada sobre
ella. Por lo tanto, las criticas y sugerencias que formulen
los maestros que la utilicen, nos seran de excepcional utili-
dad para introducirle mejoras tanto didacticas como de con-
tenido cientifico.

1. Contribuir al desarrollo armonico del nifio y la estructu-
racién de su personalidad, esto iltimo por la estimacion
de los valores de la cultura, la formacion y el afianza-
rqiento del concepto cristiano de la vida y de los princi-
pios de libertad y democracia, factores decisivos en la
evolucion de la nacionalidad colombiana.

I. GENERALIDADES

[ 3]

. Dar al nifio una formacion integral basica, mediante el
dominio de los con~cimientos y de las técnicas elementa-
les como instrumentos de cultura; y capacitarlo para que

Duec_le'l ampliar dichos conocimientos y perfeccionar sus
habilidades.
»

. Formar en el nifio habitos de higiene, de proteccion de la
salud, de utilizacion adecuada de los recursos del medio y
de preservacion y defensa contra los peligros, a fin de lo-
grar la elevacion del nivel de vida.

A. CARACTERISTICAS DEL NINO DE 11-12 ANOS

Uno de los aspectos que se han tenido en cuenta al elabo-
rar las Guias para el Maestro, es la seleccién adecuada de
contenidos y actividades, de acuerdo al crecimiento y desa-
rrollo del nifio en cada edad. Los alumnos que ingresan al
50. Grado, cuyas edades oscilan entre 11 y 12 anos, presen-
tan, entre otras, las siguientes caracteristicas:

(%]

. Proporci.(J‘nar al nifio oportunidades para que mediante la
observacion, la experiencia y la reflexiéon asuma actitudes
que le permitan alcanzar una concepcion racional del uni-
verso y desterrar supersticiones y prejuicios.

—EIl pensamiento se hace légico, particularmente por la o
ganizacion de los sistemas de operaciones matematicas ¢
mo las de composicién o directas, y las de descomposiciof
o inversas, en las cuales juega papel importante su reve
sibilidad.

=

- Capacitar al nifio para una vida de responsabilidad y de
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6. Preparar al nino para el empleo adecuado del tiempo libre,

trabajo, de acuerdo con las aptitudes y vocacion indivi-
duales, los recursos naturales y humanos y las técnicas
modernas, para que sea util asi mismoy ala sociedad.

mediante el aprovechamiento de servicios y elementos
culturales, con la practica de manualidades, deportes y

recreaciones utiles.

7. Estimular en los educandos el sentido de apreciacion de
los valores estéticos, valiéndose de los medios de expre-
sion que fomentan la sensibilidad artistica; y

8. Procurar el desarrollo de la conciencia y de la nacionali-
dad, el espiritu de convivencia, de tolerancia y d_e respe-
to mutuo, y el sentido de solidaridad con todos los pue-
blos del mundo.

(Decreto No. 1710 - Articulo segundo).

2. De la matemadtica para la ensenanza primaria
(generales)

Adquirir ideas y nociones elementales, experiencias, meca-
nismos, destrezas y conocimientos basicos en general, en

cuanto a cantidad, medida y forma.

Despertar la aficion por las cuestiones matematicas y darle
al nifio las herramientas necesarias para resolver los proble-
mas que se le presenten en su medio.

Proyectar la matematica hacia las distintas ramas de 13 en-
sefianza para facilitarle al alumno la adquisicion de nuevos
conocimientos mediante la relacion de esta ciencia con las

demas.
Desarrollar en el nifio 1a capacidad reflexiva.

(Programas de Ensefianza Primaria. Decreto 1710 de 1963 ¥
Resol. 0068 de 1964).

3. De la matematica en el 50. Grado de Primaria
(especificos)

La Matematica como area del plan de estudios corresp@
diente al nivel de educacion primaria, tiene —entre otr
la obligacién de contribuir al logro de los objetivos gener
propuestos.

&

Segun el Decreto 1710 de 1963, el 50. grado es la etapa final
de la educaciéon elemental; por lo tanto, es necesario afirmar
los habitos, destrezas y habilidades que se han venido desa-
rrollando a través de los grados anteriores, a fin de lograr
en el alumno una formacion integral que le permita:

—Establecer las relaciones que estimulen la comprensién, in-
terpretacion y aplicacion de las operaciones entre conjun-
tf’_s como base para actuar con mayor seguridad y preci-
sion en la operatoria entre nimeros naturales.

—[.)emostr:'n\r dominio de un lenguaje técnico y de un simbo-
lismo minimo que le haga posible interpretar y expresar
con claridad y precision, las relaciones que surjan en cualj
quier situacion cuantitativa, adecuada a su nivel.

—Interpretar, formular, plantear y resolver, tanto grafica co-
mo numeéricamente, problemas practicos que admitan la
aplicacion de patrones matematicos ya utilizados en el
campo de los nimeros naturales, e impliquen la operatoria
entre numeros fraccionarios y decimales.

—Manejar instrumentos de medida v de calculo, e interbre-
tar y elaborar graficos, con base en conjuntos de datos.

—Demostrar dominio en la estructura de diferentes sistemas
de numeracion’ para expresar correctamente cualquier ni-
mero natural, en una u otra base de agrupacion, atendien-
do al valor posicional de sus cifras.

—Il{lyestlgar. descubrir y aplicar conceptos que tengan rela-
cion con algunas estructuras abstractas y seleccionar logi-
camente los procedimientos que mejor convengan en la so-

& - i .
lucion de las ¢iferentes situaciones cuantitativas a que se
enfrente el alumno.

‘—Continuar con éxito el estudio de la matematica en el ni-

vel medio.

—Alc ié i
anzar también, en forma independiente, niveles supe-

riore imi ati
s del conocimiento matematico, en el caso de que no

le fuere posible seguir estudios formales.

L]

=7
SELECCION Y ORGANIZACION DE LOS CONTENIDOS

El trabajo
des bloqu

Dresentfado en esta Guia se ha dividido en 5 gran-
€8 0 unidades, distribuidas en 36 semanas (180
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horas), dejando 5 horas flotantes (1 semana) para evaluacio-
nes, revision de conceptos, etc.

Hemos introducido algunas modificaciones dentro del progra-
ma oficial (Decreto 1710) por considerarlas de actualidad,

conveniencia e interés para los alumnos, siendo axiomatico
que estamos enfrentados a un mundo cambiante, dependien-
te cada vez mas de la técnica y de sus multiples descubri-
mientos y aplicaciones, V. gT. de las calculadoras y de los ce-
rebros electronicos. En la era de los viajes espaciales y de
los grandes adelantos cientificos, en el campo de la Medici-
na, la Biologia, la Fisica, etc., se impone —y el educador
debe considerar este objetivo como meta permanente— una
nueva metodologia. La Matematica, como auxiliar indis-
pensable de las demas disciplinas cientificas, también debe
participar de esta inquietud, de esta necesidad de cambio.
Por tanto, ya presenta cambios de tipo metodolégico, obliga-
da por el descubrimiento de nuevos conceptos (en su campo
especifico) y por la implantacién de nuevos sistemas pedago-
gicos. Las Conferencias que sobre Matematica han celebrado
los paises de América, han llegado a la conclusiéon de que es
necesaria la unificaciéon de los programas, previa la actuali-
zaciéon de los mismos. Para ello sera indispensable aplicar los
nuevos enfoques y los nuevos conceptos, tales como: conjun-
tos, relaciones, sistemas de numeracién en cualquier base, es-
tructuras algebraicas (grupo, anillo, ~uerpo, espacio vect
rial), un tratamiento de la Geometria como interrelacionad
con la aritmética y nociones basicas sobre Estadistica, com:
putadores, etc. Ademas, en 5o. grado culmina una etapa e
el proceso educativo y el alumno debe adquirir las herr :
mientas necesarias para emprender con éxito sus estudi
posteriores. Es por eso por lo que hemos introducido en
UNIDAD I, una vision elemental, pero sistematica, de
Teoria de Conjuntos, la cual permite comprender en mejo
forma, la estructura de los nimeros naturales. Al lado de
ta presentacion integral, hemos visto la ocasion propicia p
ra tratar, junto con la union entre conjuntos finitos di
yuntos y adicién entre numeros naturales, los conceptos g
métricos de recta y sus subconjuntos, angulos y perimet?
de poligonos, asi como las propiedades fundamentales de
adicién entre segmentos y entre angulos. Y, con el produci
cartesiano entre conjuntos finitos y la multiplicacion en
naturales, hemos introducido aplicaciones sobre calculo
areas y volumenes.

10
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En la potenciacion, aprovechamos para presentar el desarro-
llo de (a+b)? y (a+b)?, asi como area del cuadrado y volu
men dell cubo. También se orienta un proceso sobre radica:
cion (raiz c.:t’ladrada) v se menciona la logaritmacion como
una operacion inversa de la potenciacion.

Se’ tratan con amplitud los 6rdenes aditivo y multiplicativo
asi como los casos de la division por cero. '

:;adUl\(TiIDAD I’I, es un r_ecuento de los criterios de divisibili-
ad y de los numeros primos, presentando como innovacién

diversas formas que permiten determinar cuando un niimero
natural es o no primo.

Aparec;n como temas nuevos dentro del programa, los con-
cePtos e maximo comun divisor y minimo comiin multiplo
asi como su relacion con la interseccion entre conjuntos

La UNIDAD III, considerada como nueva dentro del pro-
grama de 50. grado, refuerza los conceptos de valor de p?)s'-
cién en nuestro sistema decimal, y muestra algunos si-s.‘temal
antlg‘ut_)s dq_: numeracion, asi como sistemas distintos al decis—
mal (binario, octal, etc) y la forma como se pasa de un si
tema z:l’otro. Para trabajar con los diversos sistemas de nﬁ
n‘:]eil:;cwn. el. ma’oﬁtro puede hacer uso de un abaco o de cual-
gas del::;;:;:: s;::: yalor —como piedras, botones usados, ta-
(I;f:‘l gggﬁﬂ:‘; trata.de los racionales positives y el cero
B e bt?fma £ t.ionde ayb son nuimeros natura-
. muestr; ear? ién conoFldos como numeros fraccionarios.
e ee n o;lma sencnl_ia el teorema sobre densidad, fun-
- enfomuc os estudios en cursos avanzados, asi como
el Ope;luels 2nbre la manera dg introducir al estudian-
s aciones con fraqc:«?na{xos. Se demuestra la no
- el lt:;n orden multlp_hcat:vo y se hace un trata-
P .C frar:: :_ o so‘bre los decimales y el proceso para ex-
+ ionario en forma decimal y viceversa.
dn la UNIDAD V, se afianza el con to d i i
ad y se presentan multipl aiinen s R el
B onto o iples a;ﬁ:cacmna como porcentaje,
o, eizc - e tres, semejanza de poligonos, escalas,
i . gra:;ﬁc ;S -como algunos rudimentos de Estadistica, a
8 modificaci
dificaciones que se han introducido en el contenido

Drogramét-

1CO como en el ..

te . el enfoque metod

mas, tienen fundamento en: ologico de algunos

“‘148.8 8 1
ugerencia
Clas que presentaron maestros de diferentes De-
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partamentos a traves de los seminarios sobre orientacion e
interpretacion de las Guias.

—Las recomendaciones de las conferencias interamericanas
de Matematica (Bogota, Lima, Bahia Blanca -Argentina-).

—Los avances tecnicos y pedagogicos de la ciencia.

—La experiencia que sobre matematica ha realizado el ICOL-

PE (1).

—La programacion del sistema INEM.

—Una experiencia realizada por el comite de elaboracion
(Area Matematica) en 15 escuelas de Bogota, durante los

meses de abril vy mayo de 1974.

En esta experiencia los alumnos mostraron, a traves de 4
pruebas escritas, seguimiento directo y permanente e infor-
me de los maestros participantes, un cambio positivo v una
comprension adecuada de tales temas. Estos contintian siendo’

motivo de experimentacion, de critica, de modificaciones y

adecuaciones al nivel de los alumnos, a las condiciones del
medio y al interes y grado de preparacion de los maestros. ‘

(1) Matematica para la Educacion Basica - Método Colombia - Doc. IC
PE - CENDIP.
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D. PARCELACION

UNIDAD UNO

Tiempo: 10 semanas (50 clases)
LA TEORIA DE CONJUNTOS BASICA PARA LA
TEORIA DE NUMEROS NATURALES

1. Conceptos generales sobre conjuntos
Introduccion

a. Determinacion de conjuntos

b. Relacion de pertenencia.

c. Formas de expresar conjuntos:

—mediante llaves

—utilizando diagramas de Venn-Euler
—esquemas de Gonzet

—curva cerrada simple.

d. Tipos de conjuntos: finito, infinito, unitario, vacio, uni-
versal.
Relaciones: relacion de equivalencia. Equinumerosidad.
Construccion de los niimeros naturales.
Infinitud de los niimeros naturales.

. Representacion geométrica de los numeros naturales.

TR om o

2. Operatoria entre conjuntos y entre nimeros naturales.

Conjuntos disyuntos. Conjuntos intersecantes.

a. Union entre conjuntos -~
b. Adicién entre numeros naturales.

Propi’edades de la union de conjuntos y de la adicién en-
tre nimeros naturales:

—Propiedad clausurativa
—Propiedad conmutativa
—Propiedad asociativa
—Propiedad idéntica o modulativa
—Propiedad cancelativa.

- Adicién de segmentos
Propledades de la adicién de segmentos:;

—Propiedad clausurativa

13
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—Propiedad conmutativa
—Propiedad asociativa
—Propiedad idéntica o modulativa

. Construccion de poligonos

—En el geoplanc

—En el tablero o en papel
Construccion de un triangulo equilatero
Construccion de un cuadrado
Construccion de cualquier poligono regular, con niime-
ro impar de lados (pentagono, heptagono...)
Construccion de cualguier poligono regular, con nimero
par de lados (cuadrado, hexagono, octagono...)

. Céalculo del perimetro

. Adicion de angulos

Concepto de angulo

Tipos de angulos

Angulos congruentes

Medida de angulos. Uso del graduador
Construccion y copia de angulos
Bisectriz de un angulo. Trazado de la bisectriz
Propiedades de la adicion de angulos
—Propiedad clausurativa
—Propiedad conmutativa
—Propiedad asociativa

—Propiedad identica o modulativa.

. Multiplicacion

La multiplicacion como expresion del producto cartesian
de dos conjuntos. \ g
Propiedades del producto cartesiano y de la multiplica
cion entre naturales:
—Propiedad clausurativa

Area de poligonos regulares

Area de poligonos irregulares
—Propiedad conmutativa
—Propiedad asociativa
—Propiedad identica o modulativa
—Propiedad cancelativa
—Propiedad anulativa (absorbente o aniquilativa)
—Propiedad distributiva

. Potenciacion

Area del cuadrado (segunda potencia)

Volumen del cubo (tercera potencia)

Opc?racmnes inversas de la potenciacién: radicacién y lo-
garitmacion

Extraccion o calculo de raiz cuadrada.

. Subconjuntos

Partes de un conjunto
Relacion de minorancia
Orden aditivo. Propiedades:

—Reflexiva

—Antisimeétrica

—Transitiva

Sustraccion

Orden multiplicativo

. Division
—Propiedad clausurativa condicionada
—La division por cero.

k6 __ 1

m. Division de un segmento en “n partes congruentes.

G BN e

UNIDAD DOS
Tiempo: 3 semanas (15 clases)
NOCIONES SOBRE TEORIA DE NUMEROS
Interseccion entre conjuntos

Aﬁar}zamiento sobre criterios de divisibilidad
Multiplos de un nimero

. Numeros primos y compuestos

a. Proceso para saber si un niimero es primo
b. Descomposicién de un nuimero en sus factores primos

. Maximo comin divisor

—-P_roces’c)s para hallar el maximo comin divisor de va-
r108s numeros

Minimo comiin multiplo

—P_l‘oces’os para hallar el minimo comin multiplo de va-
r1os nimeros.

UNIDAD TRES

Tiempo: 3 semanas (15 clases)

SISTEMAS DE NUMERACION

j ) Ol-'
. l .
genes de los sistemas de numeracion
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2. Sistemas antiguos de numeracion
Sistema Egipcio
Sistema Babilonico
Sistema Romano
Sistema Maya
3. Nuestrosistema de numeracion
Valer de posicion
. Sistema octal o de base ocho

['=8

5. Sistema binario o diadico.

UNIDAD CUATRO

Tiempo: 8 semanas (40 clases)
LOS FRACCIONARIOS

1. Conceptos generales
2. Construccioén de los fraccionarios:

. Como subregiones congruentes de una figura unitaria

. Como elementos separados de un conjunto

Como relacion entre magnitudes

. Como segmentos congruentes (representacion lineal)
Los naturales como un subconjunto de los fraccionarios
Infinitud de los fraccionarios
Densidad de los fraccionarios

. Imagen geométrica de los fraccionarios ¥
Diferentes nombres para expresar un mismo fracciona
rio

J. Igualdad de fraccionarios

k. Amplificacién y simplificaciéon

ol o 00 o

3. Operatoria entre nimeros fraccionarios
Adiciéon
Orden aditivo
Sustraccion
. Multiplicacion
—Propiedad invertiva
—Propiedad distributiva
e. No existe orden multiplicativo .
f. Division

poow

4. Los decimales

a. Paso de forma fraccionaria a decimal
b. Paso de forma decimal a fraccionaria

UNIDAD CINCO

Tiempo: 12 semanas (60 clases)
RAZONES Y PROPORCIONES
1. Conceptos generales

a. Propiedad fundamental de las proporciones
b. Formas de escribir una proporcién

c. Calculo de los elementos de una proporecion
d. Cuarta, tercera y media proporcional

P. Aplicaciones de las proporciones

. Regla de tres simple, directa e inversa
. Sistema monetario

Porcentaje

. Descuento

Regla de tres compuesta

Figuras semejantes

Laescala

. Graficas estadisticas:

ler paso: recoleccion de datos

20. paso: agrupamiento de datos
3er paso: elaboracién de cuadros.

R Mmoo e o

Il. ORIENTACIONES METODOLOGICAS

UNIDAD UNO

@ teoria de conjuntos, bdsica para la teoria
€ Nnumerns naturales

bbjetivo general:

ropiciar situaciones matematicas para que los alumnos lo-

'en establecer ]ag relaciones que estimulen la comprensién,

terpretacion y aplicacion de las operaciones entre conjun-

Si ¢omo base para actuar con mayor seguridad y precision
4 Operatoria entre nimeros naturales.

bjetivos especificos:

l alumng debe ser capaz de:

Identificar y defi

i nir conjuntos por extension or com-
Prension, .
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Aplicar los_calculos multiplicatives, graficos y numeéricos,

—Establecer v expresar la relacion de pertenencia entre un : i E =
y exp en la determinacion de volumenes de prismas rectos.

elemento y un conjunto determinado.

S : x 5 ; ar y construir pri ¥ .
—Distinguir v expresar las diferentes clases o tipos de con- Trazary PIISIAS Fectos

juntos.
—Establecer la relacion de equinumerosidad o biyeccion en-
tre conjuntos.

Aplicar correctamente la nocion de potencia a través de
calculos sobre area del cuadrado y volumen del cubo, como
base para la determinacion de potencias mayores.

Aplicar correctamente los calculos de radicacion de los cua-
drados de los diez primeros nimeros naturales en la solu-
cion de problemas cuyo dato tinico sea el area de un cua-
drado.

Identificar, interpretar y expresar simbolica y graficamente,
las partes y el complemento de un conjunto dado para
transferir dichos conceptos al campo de los naturales en la
relacion de minorancia y en el calculo sustractivo, respec-
tivamente.

—Determinar el natural que corresponda a un conjunto fi
nito.

—Demostrar habilidad para utilizar correctamente simbolos
signos de mayor aplicacion en las operaciones entre con
juntos y entre numeros naturales.

—Realizar la union entre conjuntos disyuntos y transferirlg
a la operacion correspondiente (adicion) entre naturales;
con sus respectivas propiedades.

—Formular, interpretar, plantear y resolver problemas en log
cuales tenga que adicionar valores de longitudes.

Determinar, en diferentes subconjuntos de naturales, las
parejas ordenadas que cumplan las relaciones “ser multiplo

2 : LU A ”
__Demostrar destreza en el manejo de los instrumentos geof§ de” o“ser divisor o factor de”.

meétricos necesarios para construir y medir angulos.

—Realizar adiciones entre angulos en forma geomeétrica
aritmetica. CONCEPTOS GENERALES SOBRE CONJUNTOS
—Demostrar destreza en la seleccion y manejo de los dife
rentes instrumentos geometricos necesarios para constru
rectas paralelas y perpendiculares, y establecer las refaciol

nes correspondientes.

ntroduccion

La idea de conjunto empieza en el nino desde el hogar,
uando mira a su familia como un todo; cuando observa el
onjunto de sus juguetes, el grupo de sus amigos, etc. Ade-
as, desde el primer grado y en forma intuitiva el alumno
trabaja y juega con los conjuntos: libros, cuadernos, compa-
Tneros, pupitres, etc.

—Aplicar correctamente las propiedades basicas de la unio
de conjuntos disyuntos y la respectiva situacion aditiv
entre naturales, en la solucion de problemas de la vid
practica.

kn las Guias, especialmente en la de primer grado, se ha

enidy desarrollando la idea de conjunto, por lo cual dicho

@specto se da como conocido en el desarrollo de esta Guia
Para el 50. grado.

—Efectuar uniones entre conjuntos disyuntos equinumerosos
asi como el producto cartesiano entre dos conjuntos da
dos, v transferir éstos a la correspondiente operaciéon (mu
tiplicacion) entre naturales, con sus respectivas propieda
des. i hqfa se trata de capacitar al alumno para trabajar con los

onjuntos en forma sistematica, es decir, para que estudie

SUs relaciones, sus operaciones y sus propiedades fundamen-

ales; ademas, esta practica se aprovechara para ampliar el

oncepto de los nimeros naturales.

—Aplicar los calculos multiplicativos, graficos y NUMEricos
en la determinacion de areas de poligonos; transferirlos 2
sector agrario y expresarlos correctamente de acuerdo co
la unidad que se determina. I

Maestro orientara a los alumnos en la construcciéon de

z‘;‘;;:z‘s tomado_s de su rfu‘adio natural. Gradualmente, ira

ndo el nivel de dificultad hasta que ellos puedan,

—Demostrar destreza en la seleccion y manejo de los instru
mentos geometricos necesarios para el trazado de poligong
inscritos o circunscritos en la circunferencia.

18 . 19




sin mucho esfuerzo, formar y comprender conjuntos de tipo
abstracto.

Los términos conjunto v elemento seran considerados comc
ideas primarias y por ahora no seran objeto de definicion
(“conjunto es una coleccién bien definida de objetos de cual-
quier clase”, u otras similares), pues tarde o temprano se pue-
de caer en contradicciones.

a. Determinacion de conjuntos:

—Por extension
—Por comprension

Cuando el maestro llama a lista a sus alumnos, esta deter-
minando, en su totalidad, el conjunto de los alumnos del
curso.

Cuando un alumno dice: tengo un texto de Aritmética, uno
de Espariol, uno de Geografia, uno de Historia y uno de Re-
ligion, esta nombrando, uno por uno, los elementos que in-
tegran el conjunto de sus libros de estudio.

Cuando escribimos en el tablero o en el cuaderno los nume-
rales 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, estamos dando, en forma ex-
tensa, el conjunto de los numeros digitos.

Con base en estos ejemplos y otros semejantes —y orienta-
dos por el maestro— los alumnos estarian en capacidad de
determinar un conjunto por EXTENSION, es decir, nom-

brando o enumerando todos y cada uno de los elementos del ]

conjunto.

Otra forma que permite determinar un conjunto consiste en
establecer o detectar una o varias propiedades o caracteristi-
cas comunes a sus elementos. Se dice entonces que el conjun-

to estd determinado por COMPRENSION. Los siguientes

ejemplos aclararan este concepto:

—El conjunto de los departamentos de Colombia.
—El conjunto de las vocales de nuestro alfabeto.
—El conjunto de los numeros pares.

—El conjunto de los triangulos equiléteros.

En el dltimo ejemplo se pueden hacer las siguientes consi-
deraciones:

—Un rectangulo (no cuadrado) no puede entrar a formar

20

parte de este conjunto ya que no es triangulo, ni tiene sus
lados congruentes.

—Un cuadrado no puede ser miembro de este conjunto ya
que, a pesar de tener sus lados congruentes, no es un
triangulo.

—Un triangulo rectangulo no puede ser un elemento de este
conjunto pues, a pesar de ser tridngulo, no tiene sus tres
lados congruentes entre si.

b. Relacion de pertenencia

Si observamos el conjunto formado por los departamentos de
Colombia podemos afirmar, sin temor a dudas, que Atlantico
es un elemento del conjunto, mientras que Monteria no es
un elemento del conjunto.

Lo anterior nos da la idea de una relacion matematica muy
importante, la cual se conoce con el nombre de RELACION
DE PERTENENCIA entre elemento y conjunto.

Si un elemento X es miembro de un conjunto A, se dice
que X pertenece al conjunto A o que X pertenece a A.

Si por el contrario, z*es un elemento que no es miembro
de un conjunto A, se dice que z no pertenece al conjunto A
0 que z no pertenecea A.

Es claro que siempre que se dé un elemento X cualquiera y
un conjunto A cualquiera, necesariamente se cumple una so-
la de las afirmaciones anteriores. '

¢. Formas de expresar conjuntos

Conveacionalmente se emplean letras mayusculas de nues-
tl’g alfabeto para indicar conjuntos y letras minusculas del
mismo alfabeto o de otro cualquiera, numeros, figuras, ...
pare‘z indicar elementos. Asi: A, B, C, X representaian
CC_’HJ':mtOS: a, b, ¢ d, x, 1,2 3, representaran elementos (08
dibujos siguientes también representan elementos:

. O

Es C : :
Onveniente hacer resaltar los elementos de un conjunto

ado - ; : . :
menty, para tal fin, existen formas aceptadas casi universal
e.




. Supongamos que se tiene el conjunto P formado por las per-

sonas: Iris, Sofia, Beatriz, Enriqueta y Rafael. Este conjunto

| (determinado por extension) se puede representar en la si-
guiente forma:

ol —Mediante llaves
P= { Iris, Sofia, Beatriz, Enriqueta, Rafael}

- TR B

MMM MMM
TR Y

Esta ultima situacion se representa y se expresa asi:
—Utilizando diagramas de Venn — Euler

P
P ve p
1 ° v
1
. ~Fstiienas de Gonget * d. Tipos de conjuntos
S Las multiples oportunidades que se proporcionen a los alum-
*Enriqueta nos para ohservar, construir, analizar y expresar diferentes
_ conjuntos, es un ejercicio recomendable para que logren acer-
P *Beatriz 1 tar en la clasificacién de cada uno de ellos.
*Sofia *Rafael Conjunto fiiito

En el ejemplo correspondiente al conjunto formado por los
dffpartamentos de Colombia, se aprecia la existencia de un
numero_natural Que responde a la pregunta: (Cuantos?

Esto mismo ocurre en los siguientes casos Vv otros similares:

—el conjunto de los arboles de un bosque;

—el com:unto de las gotas de agua de los mares;

—el con!unto de los granos de arena de los desiertos:
—el conjunte delas letras de nuestro alfabeto;

;el conjunto de los habitantes del mundo.

n

r fie:ita forma ¢] alumno comprende el concepto de conjun-
B no:y concluye que es aquél para el cual existe un ni-
p= [i, Rabig } Atural qyue determing la totalidad de sus elementos.
Se observa claramente que cada una de las personas: Iris ~ Conjunto infinito

Sofia, Beatriz, Enriqueta y Rafael, pertenecen al conjunto 5 -C.uando un
P mientras que Victor no pertenece a dicho conjunto, I
cual se expresa:

22

—Curva cerrada simple

®iris

*Rafael

* Beatriz e Sofia

®* Enriqueta

Abreviadamente este mismo conjunto se representa asi:

= . €onjunto excede la icid ini iE
. Cequeeg infinito, condicion de ser finito, se di
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Aunque la nocion de infinitud es muy abstracta para hacer-
la comprensible a la mente de los alumnos de esta edad, ya
que la expresiéon “un numero infinito de elementos” puede
evocar en sus mentes la nocién errénea de algun numero
muy grande pero absolutamente especifico, es posible que sea
intuida a través de ejemplos como los siguientes:

—El conjunto de los numeros naturales.
—El conjunto de los numeros pares.

—El conjunto de los niimeros impares.
—El conjunto de los puntos de una recta.
—El conjunto de los triangulos equilateros.
—El conjunto de las circunferencias que tienen el mismo

centro.

Conjunto unitario

Al conjunto que posee un solo elemento se le llama unitario.

Ejemplos: '

__El conjunto de los Papas que han visitado a Colombia
hasta 1974. '

—FEl conjunto de los paises centroamericanos cuyo nombre
comienza con la letra P. i

—EIl conjunto de los satélites naturales del planeta Tierra:

Conjunto vacio
Se acepta, por conveniencia, la existencia de un conjunte
que carece de elementos, denominado conjunto vacio o nul@
y se representa con el simbolo (D 0 { }
Ejemplos:

—FEl conjunto de las ciudades de Colombia que actualment

(1974), tienen mas de 5 000 000 de habitantes.

—El conjunto de los poligonos que tienen menos de tres

dos.

Conjunto universal

Cuando se habla de conjuntos, se piensa en los element
que pertenecen a alguin conjunto determinado.

Del conjunto de los alumnos, observamos que el concept®
muy amplio, ya que aquél puede referirse a:
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—alumnos del mundo;

—alumnos de un continente;
—alumnos de un pais;

—alumnos de un departamento;
—alumnos de una ciudad;
—alumnos de una escuela;
—alumnos de un grado escolar;
—.alumnos de un sexo;

—alumnos de ensefianza pre-escolar;
__alumnos de ensefianza primaria;
—alumnos de ensenanza media;
—alumnos de ensenanza superior;
—alumnos de determinada edad...

Por tanto, debido a la gran variedad de conjuntos que pue-
den obtenerse del enunciado general, es necesario precisar
con claridad a cual de ellos se desea hacer referencia.

Ejemplo: Si se lleva a cabo una camparna de vacunacion
“en las escuelas del municipio X", no es necesario tomar en
cuenta los alumnos de las escuelas de otros lugares, pues de
antemano se ha precisado la totalidad de alumnos (elemen-
tos) que interesan para llevar a cabo esta labor. Por lo tan-
t?. el Universo o conjunto Universal o Referencial lo cons-
t{tl{ye el conjunto de lps alumnos de las escuelas del muni-
cipio X.

Con .la determinacion y analisis de otros ejemnplos similares
en dlfgrentes campos de trabajo, los alumnos concluyen que;
el conjunfo que posee los elementos necesarios para el desa-
rrollo de una teoria o de un trabajo especifico, se le llama

Este conjunto lo simbolizaremos asi: 1L

‘. R - .
€. Relaciones. Relacion de equivalencia.

Concepto 10 i
Pto de relacion es muy importante en Matematica.

e + y aun ant

e ones. Asi, son relaciones las expresio-

es_ el padre de Lucy.
Les hermano de Emilio.
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L

—Larecta r es perpendicular a la recta 5.
—dJorge tiene la misma edad que Margarita.
—7 es igual a 7.

Se observa, en los anteriores ejemplos, que existe una cierta
correspondencia entre dos o mas elementos (no necesaria-
mente diferentes) de dos conjuntos (no necesariamente dife-
rentes).

Tal correspondencia se llamara relacion.

Una idea grafica de la relacion ser el padre de, donde Juan

es el padre de Lucy, se muestra en el siguiente diagrama de
Venn-Euler:

Aqui se muestra que el ele-
mento j se relaciona o esta en
relacion con el elemento |.

La relacién ser hermano de,

en el caso de Rafael y Emilio, |

se expresa graficamente asi:

Se entiende que el elemento
r se relaciona con el elemen-
to e y al mismo tiempo, el
elemento e se relaciona con
el elemento r,

La relacion ser hermano de, en el caso de ser hijo unico, se!
expresa de la manera siguiente:

4

das clases de equivalencia, en las cuales cada elemento de
una clase goza de la misma propiedad que le asigna la rela-
cion). Este tipo de relacién no permite que el elemento del
conjunto figure en dos clases diferentes.

Las actividades que a continuacién se sugieren, serviran de
base para que el alumno comprenda mejor los conceptos an-
teriores:

—Entregar a los alumnos los bloques del Referencial Uno
(1);

—hacerlos esparcir sobre la mesa de trabajo (o en otro lugar
apropiado);

—pedirles que hagan montones segiin la relacién (de equiva-
lencia), v. gr. tener el mismo color que...

Los alumnos obtendran cuatro montones (clases): uno azul,
uno rojo, uno verde y uno amarillo.

Todos los alumnos podran observar que dos bloques cuales-
quiera de un mismo montén, tienen el mismo color y que un
bloque no puede pertenecer-a dos montones diferentes ya
que, si un bloque es verde, no puede ser amarillo, ni azul
ni rojo. Ademas, al reunir los montones se obtiene de nuevo
el Referencial Uno.

Se puede repetir esta actividad cambiando la relacién. Ejem-
plo:

“tener el misr.io tamario que...”
“tener la misma forma que...”
“tener el mismo grosor que...”

Consideremos ahora un.-grupo escolar de primer grado. La
relacion tener la misma edad que, es una relacion de equi-
valencia, 15 cual se muestra en el siguiente cuadro:

Se observa que el elemento n GRADO 1

2 se relaciona consigo mismo. De. 7 afios | De 8 afios De 9 afos
Dentro de las multiples relas Miguel Cecilia Juan
ciones existe una de gran use Sofia Eva Jacobo
v utilidad en la Matema B Rosa Rauil
ca; tal relacion se conoce cof Irma
el nombre de relacién de equl | Brunilda

valencia.

LY Rel'?rencial Uno: Mat

cartén, erial que consta de 48 figuras en pléstico, madera,

etc., que ge diferencian por:
Bruesg, delgado
Brande, pequeiiq

La relacion de equivalencia tiene la caracteristica de permi
tir clasificar los elementos de un conjunto en clases (lla vflf
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color: verde, azul, amarillo, rojo.
forma: triangulo, cuadrado, disco.

2




Equinumerosidad

Si en el salén de clases hay 12 alumnos y 12 sillas, se pue-
de establecer una correspondencia entre cada alumno y cada
silla:

Es facil ver que a cada alumno le corresponde una sola si-
lla v que cada silla esta relacionada con un solo alummo. En
otras palabras, se puede afirmar que hay tantos alumnos
como sillas, o que el conjunto de alumnos tiene tantos ele-
mentos como el conjunto de las sillas. Evidentemente, esto
es una relacion, la cual se llama ser equinumeroso con (en-
tre conjuntos). -

La relacion ser equinumeroso con es una relacion de equw'
lencia, la cual se utilizara a continuacion.

f. Construccion de los numeros naturales

Ahora, los alumnos estan en condiciones de hacer una cons
truccion formal de los nimeros naturales. Los nimeros
turales son los que se usan para contar.

Algunos autores consideran los nimeros naturales a part

28

de 1: en esta Guia se parte de 0. Existen varias formas de irf-
troducir los nimeros naturales; una de ellas, la que se utili-

zara en este trabajo, es a través de la teoria de conjuntos.

Se toma el referencial formado por todos los conjuntos y
sstos se clasifican usando la relaciéon ser equmumeraso con.
Se obtienen asi las clases de equivalencia o numeros natu-

rales.

L
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NUMEROS NATURALES
TRES DOS CUATRO CERO
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Al hacer un analisis del cuadro anterior se aprecia la forma
de determinar cualquier nimero natural. Tomemos, por
ejemplo, la clase de equivalencia TRES.

TRES

G D <9y

G we W >
val il =S TP u ]

Al tomar dos conjuntos cualesquiera de esta-clase, por ejem-

£ Ry &

, se observa lo siguiente:

Es posible establecer una correspondencia en forma tal que,
a cada elemento del primer conjunto le corresponda uno so-
lo del segundo conjunto y viceversa. Tal correspondencia se
llama biunivoca; también se dice que existe una biveccion
entre los dos conjuntos, o que los dos conjuntos son coordi-
nables, equipotentes, o equinumerosos.

Todos los conjuntos, de la clase de equivalencia TRES, a
pesar de ser diferentes, gozan de una propiedad comin: to-
dos tienen el mismo nimero de elementos. Se dice entonces
que TRES es la propiedad comiin a todos los conjuntos
equinumerosos (que poseen tres elementos). Asignamos asi a
cada une de los conjuntos de esta clase, un nimero (natural)
llamado TRES y denotado con el simbolo (numeral) que, en
cada sistema, tendra la expresién (simbélica v verbal) co-
rrespondiente,

Debe hacerse énfasis en la diferencia existente entre niime-
T0 ¥ numeral. El niumero es algo abstracto e independiente
de la forma como se dice o escribe, mientras que el numeral
es un simple dibujo o expresién grafica o verbal del nimero.
A_ﬁl para el numero tres, existen diversas formas de expre-
Slm} oral, segiin el idioma de que se trate (en espanol: tres:
€N inglés: three; en aleman: drei; en francés: trois) v para
1°§ numerales, existen también diversas formas de expresién
graﬁ?a: segun el sistema de que se trate (3, en el sistema in-
doarablgO: III, en el romano; ...en el maya;¥’, en el grie-

go * Pero sigue siendo tres el concepto del nimero del cual
Vénimog tratando.

8- Infinitud de los nimeros naturales

Es dific; . . p )
- Icil, por no decir imposible, la construccién de un nu-
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mero natural como 25
Para evit

h. Representacién geométrica de

los numeros naturales
El conjunto de 1

08 numeros naturales se puede representar
sobre una semi-recta,
o 1 2 3 - 5 6 7 a8 n n+|
NATUF\‘ALES I I I [ [ I [ = fi A I
SEMI—RECTA 'LL I
X M

de ningiin numero natural,

Como no existe ningin numero natural entre () v 1, entre
1y 2 ete

determinan uno y otro natural

les se llama semi-rectq escalonad,

SEMIRECTA EScALOMNADA
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2. OPERATORIA ENTRE CONJUNTOS Y ENTRE
NUMEROS NATURALES

Existe un paralelismo muy cercano entre las operaciones de-
finidas tanto en los conjuntos como en los numeros natura-
les.

Para tratar las operaciones entre conjuntos, las ’cuales nos
lleven a las correspondientes operaciones entre nimeros na-

turales, es necesario tener muy claro el concepto de conjun--

tos disyuntos e intersecantes, con los cuales se va a trabajar
en el paralelismo ya establecido.

Conjuntos disyuntos.

Se dice que dos conjuntos son disyuntos. cuando no poseefl
elementos comunes. Por ejemplo, el conjunto .P de los nu-
meros naturales pares, menores que 10 y el conjun.to I de los
numeros naturales impares, menox:&s que 10, constituyen dos
conjuntos disyuntos ya que ningun nimero natural par es
impar y viceversa. :

P={02468} I={13579)

Conjuntos intersecantes.

Dos conjuntos son intersecantes cuando tienen uno o mas

elementos comunes. Ejemplo: el conjunto V formado por las

vocales de nuestro alfabeto y el conjunto A formado por las
cinco primeras letras del mismo alfabeto.

. V={T,ei.0.u}

A= {8 b}e J

L

a. Union entre conjuntos

Las situaciones de la vida diaria impulsan al alumno a reu-

nir elementos de dos o mas conjuntos para obtener otro con-
junto.

De esta reunion surge la operacién Illamada union o reunion
de conjuntos que se expresa con el siguiente simbolo: U.

Manipulando conjuntos de objetos, el alumnq. en forma na-
turaj, desarrolla el concepto de unién de conjuntos, concep-

to que ¢] maestro formalizara con actividades como las si-
Euientes:

~ Teuniendo conjuntos disyuntos:
—Teéuniendg conjuntos intersecantes.
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En el primer caso, la reunién del conjunto de los nimeros
pares menores que 10 con el conjunto de los nimeros impa-
res menores que 10, constituye un tercer conjunto formado
por los nimeros naturales menores que 10, lo cual se expre-
sa asi:

P-(o.z,a,e,s) | = (1,2,9,7,9) pU| -(o,|,z,a,4,5,s,7,a,9)

En el segundo caso, la reunién del conjunto V, formado por
las vocales de nuestro alfabeto, con el conjunto A, formado ,

por las cinco primeras letras del mismo alfabeto, se expresa
asi: :
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V:{clJL,:L,i,o.u } A= {:,b,c,d,?}g VUA.{a,b,c,d,e,i.a,u}

b. Adicion entre nimeros naturales ‘
De la unién entre conjuntos disyuntos se pasa, en forma na-
tural, a la adicién entre niimeros naturales. '
Ejemplo: Sean los conjuntos A = { a, b, c} yB={m n}
que, al reunirlos, queda: A U B = {a,b,¢,m, n }

De la anterior unién entre conjuntos surge la siguiente su-
ma entre los niimeros naturales que se expresa asi:

#+ (A) + 4 (B) = # (A U B)
3 + = 5

En igual forma se presentan otros casos: sean los conjuntos

-a00) v e

que reunidos, seran:

A s A

, de donde, = (X) + # (Y) = #(X U Y)
3 + 4 = 7

Un contraejemplo servird para que los alumnos compren-
dan por queé se habla de “unién entre conjuntos disyuntos”,

Sean los conjuntos A = { a, b, ¢, d, e}y V= {a, e, i, o, uj
que, al reunirlos, queda: A U V = {a, b, c,d, e i, 0, u ',
de donde, 4 (A) + 4 (V) = #-(A U V).

5 + 5 = 8
La igualdad anterior es, en efecto, una falsedad va que todos
los alumnos saben que 5 + 5 es diferente de ocho. Esto se de-
be al hecho de que los dos conjuntos poseen elementos co-

munes, en este caso, (a,e); de ahi que, al efectuar la union,
los elementos repetidos se escriban una sola vez.

Propiedades de la unién de conjuntos y de la adicién en-
tre niumeros naturales.

Propiedad clausurativa

Los alumnos comprenderan que la unién entre dos conjun-
tos (disyuntos o intersecantes), es de nuevo un conjunto y de

ahi que la adicién entre dos nimeros naturales es también
Un nimero natyral.

Esta Propiedad de los conjuntos con respecto a la unién, v

* n Nimeros naturales con respecto a la adicién, se llama
Propiedad CLAUSURATIVA

!::_: esta etapa el maestro podra, sin ninguna dificultad, dar
fombres de las propiedades a los alumnos.

: 'h’pi.d"d oOnmutativa

| 8 Madre gjce a Jorge, un nifio de 7 anos: “Calzate las me-
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dias y los zapatos”. Jorge, que es un poco distraido, se calza
primero los zapatos y después las medias. La madre sonrie y

le dice: “Jorge, primero hay que calzarse las medias y luego

los zapatos”.

no sea posible.

Ahora se pasa a los conjuntos. Ejemplo: Luis guarda en un
estuche un nimero determinado de lapices rojos v verdes;
en primer lugar coloca el conjunto “R” de los lapices rojos,
formado por cuatro elementos y luego el conjunto “V” de los
lapices verdes, constituido por dos elementos. Tales con-
juntos se representan asi:

R = {a, b, c,d} y V= {m. n} que, al reunirlos, queda: |

R UV= {a,b,c.d.m.n}

José hace lo contrario: primero coloca el conjunto “V” de

los lapices verdes y luego el conjunto “R” de los lapices ro-

jos; por lo tanto Su representacion sera:
VUR ={m,n.a.b,c.d}

Es facil observar que al reunir el conjunto de los lapices ro-
jos con el conjunto de los lapices verdes, o viceversd, el re-
sultado es el mismo: R UV=V UR '

De lo anterior surge 1a adicién entre los nimeros naturales:
que determinan dichos conjuntos:

TR+ 4 (V) = 4 RUV): y #(V)+%F(R)=#(VUR
4 + 2 = iy 24 4 = 6
Portanto 4 (R) + 4 V) = 4 (V) + 4+ (R)
4 + S 2 + 4
36

En forma semejante se tiene:

- { AR { AQE@.Q.Q@}

=
|
|

- y @-aﬂﬁ” { @.Q.CZ@AQD}

# (©C) + # Q) = + (Q) + # (O
3 + = 4 + 3

Ahora es posible presentar muchos casos particulares abs-
tractos tales como:

7+ 5= 5+ 7
29 + 16 = 16 + 29
14+ 8= 8+ 14
319 + 75 = 75 + 319

De todo lo anterior se puede concluir que, dados dos conjun-
tos cualesquiera, X y Y, asi como dos nimeros naturales
cualesquiera, ay b, siempre es cierto que:

XUY=YUX a+b=5>b+ a

Esta propiedad de los conjuntos, con respecto a la union, y
de los nimeros naturales con respecto a la suma, recibe el
nombre de propiedad CONMUTATIVA. Esta propiedad,
que se ha venido utilizando desde los primeros ejercicios en
el primer grad$, se concibe en el sentido de que el orden de
los sumandos no altera el total o suma.

Propiedad asociativa

Supéngase que el maestro forma tres conjuntos de nifios:

cantores (C), declamadores (D) y musicos (M), en la siguien-
te forma:

C = { Luis, Andrés, Gloria }
D = { Julia, Dora } \
M = < Carlos, Beatriz, Pedro, Enrique |

El Maestro desea efectuar una reunion social con la partici-
Pacion de Jog tres conjuntos. Alguien propone que, al iniciar
€Sta, primero ge Presenten los conjuntos de los alumnos can-
tores (C) y de los alumnos declamadores (D), y luego se una

a_?llos el conjunto de los alumnos musicos (M). Esta reu-
f1on se €Xpresa asi:

CUD Yy N -

1 ) ) Carlos, Beatriz
= { Luis, Andrés, Gloria, Julia, Dora 7 U

Pedro, Enrique
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" Al terminar el acto, todos piden que aparezca primero el
conjunto de los cantores (C) y luego el con]unto’ d‘e los de-
clamadores (D) unido con el conjunto de los misicos (M).

Esta nueva reunion se expresa de la manera siguiente:

: ' ia, Dora, Carlos, Beatriz .'
C U (DU M) = { Luis, Andrés, Gloria } U {""“a ot C3 }

Pedro, Enrique

ferente forma, los miembros o elementos de cada conjunto
son los mismos; por tanto: i

CuUD)UMS=ccuy (D U M).
Utilizando ios nuimeros asociados a los conjuntos se tiene:

[# (©) + # (D)) + M) = 3+2)+4=5+4=9
y 9 (C) +[# (D) + #+ M)]= 3+(2+4) =3+6=9

de donde: (3 + 2) +4 =3 4+ 2 + 4
Se pueden ahora considerar muchos €asos como:

G+7+ 3 = 5+(7T+ 3)

8+(9+ 2)= B8+9) + 2
25+*°(7+19)=(25+7)+19
(14+0) + 16 = 14+ (0 + 16)

En forma general, para tres nuimeros naturales cualesquiera,
a, b, ¢, se deduce que: (a + b) + ¢ = g + (b + ¢); vy pa
tres conjuntos cualesquiera A, B, C:

(A U B) UC=AU(BUC)

Esta propiedad, para conjuntos con respecto a la unién jy
bara numeros naturales con respecto a la suma, se ]lg me
pPropiedad ASOCIATIVA.

(a+b)+¢ = at(b+c) = (a+c¢c)+b = a+(c+b) _
= b+(a+c¢) = b+(c+a) = (b+a)+c = (b+c)
=c+(a+b) = c+(b+a) = (c+b)+a =c+(a+b}
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Esto permite suprimir los paréntesis y escribir, por eiemplo,
que:
a+b+c =b+atec = c+b+a, ete.

Usando la propiedad asociativa es posible sumar cualquier
cantidad de nimeros naturales, asi como reunir cualquier
cantidad de conjuntos.

Propiedad idéntica o modulativa

Pedro y Juan van a un bazar; como son dos hermanos muy
unidos, deciden juntar todo lo que ganen. Se acercan a una
de las casetas donde rifan cajas con carritos. Hacen sus
apuestas y cada uno de ellos recibe una caja; al destaparlas,
Pedro ve que en la suya hay 3 carritos, mientras que en la
de Juan no hay carros. Es légico que al juntar los conteni-
dos de las dos cajas, los hermanos tienen en total 3 carri-
tos. Esto se observa a través de la siguiente grafica:

cpP cJ (CP)U (CJ)
o =z
/“f&" f'/ 2> f"‘/
= i

Tomando los numeros correspondientes a los conjuntos se
tiene:

%wcm—h#wcm==%[mp)quH
3 + 0 = 3

Es facil comprender que al efectuar la unién entre un con-
junto A cualquiera y el conjunto » Se obtiene A, es decir,
AU(=A.

En igual forma, si x es un numero natural cualquiera y le
adicionamos cero, se obtiene x, o sea:
xRl =y

Elfb Y el 0 reciben el nombre de elemento idéntico, neutro o
mo(!u]o de la unién y de la adicién respectivamente De
4qui que | pPropiedad: A U (D =A y x4+0= X, se denomi-
e propiedad IDENTICA o MODULATIVA.

Por |4 conmutacién: CD UA=A y 0+x=g: por tanto,
A = UA=Ayx+0=0+x=x.

"’Opiedqd cancelativg

Un Profesor motiva a sug alumnos diciéndoles: sj tomo un
Que tiene 5 lapices y lo reino con otro conjun-
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to M de lapices, que guardo en otra caja, obtenderé un nue-
vo conjunto que tiene 12 lapices en total. {Cuantos lapices
constituyen el conjunto cuyo niimero se desconoce?

Esta situacion se observa a través de la siguiente grafica:

Tomando los nimeros correspondientes a los conjuntos se

tiene:

Il

# (L) + 4 M) # (L U M)
5 + xX'= 12

Como el nimero total de lapices es resultado de la adicion

de los nimeros correspondientes a los dos conjuntos dados,
y se sabe que uno de ellos tiene 5 lapices, es facil apreciar la
necesidad de descomponer el resultado final en dos sumandos,
de los cuales, si uno es 5, necesariamente el.otro sera 7,
puesto que éste es el inico nimero natural que al ser suma-
do con 5, da 12 como resultado. A\

Esta nueva igualdad quedara planteada en la siguiente for=
ma:

F @) + # M = 4 @L) + 4 M)
5 = X = 6 + 7

Como en ambos miembros de la igualdad, se encuentra
mismo sumando, en este caso 5, éste se puede cancelar
que por ello se altere la igualdad; por tanto, + X = § + 7

X=7
Después de considerar muchos casos particulares abstractos
similares al anterior, se puede concluir que, dados dos ni
meros naturales cualesquiera, a y b, de los cuales se conot
s6lo uno de ellos y el resultado o suma de los mismos, siel
pre es cierto que:

Sia+X=a+ b, entonces x = b.

Esta propiedad de los nimeros naturales, con respecto"
adicion, recibe el nombre de propiedad CANCELATI¥
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Ejemplo: la edad de Andrés, mas 8 afios, es igual a 23 afios.
;Cual es la edad de Andrés?

X + 8 = 23

X+ 8=15+ 8

X+ g =15+ §
X = 15

Respuesta. Andres tiene 15 afios.

¢. Adicion de segmentos

Antes de entrar a adicionar segmentos conviene precisar los
conceptos sobre recta, semi-recta y segmento. Una recta es
una sucesion continua e ininterrumpida de puntos que si-
guen una misma direccion. Esta determinada por dos puntos:
es un ejemplo de conjunto infinito y su representacién gra-
fica puede hacerse mediante la utilizacién de un hilo tenso,
entintado y puesto en contacto con el papel. '

4

Al cortar la recta, en un punto cualquiera, resultan dos se-
Mmi-rectas en sentidos opuestos y con un origen comun. La
S€mi-recta tiene origen pero no fin:

A M B
X AE
%
SEMI-RECTA ORIGEN SEMI-RECTA
SEMI-RECTA
A

ORIGEN
INFINITO

Si en la semi-r

) ecta se considera otro punto B, distinto del
S€ Origen A o

ta porcién de recta constituye un segmento:
SEM! — RECTA

A
-
ORIGEN

SEGMENTO INFINITO

x
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0, a pesar de tener origen o principio y termi-

1 P Propiedad conmutativa
nal o fin, tambijén tiene infinito nimero de puntos, pues

I

'

1

| 3

I A A
t

l

|

|

!

|

]

|

I

| | ..
S 1 S T M N
v : s et -

Al adicionar los segmentos W y ST y, con la realizacion

de otros casos similares, se aprecia que, al adicionar dos

Pron: : segmentos cualesquiera, no importa el orden en que se to-
ropiedades de |q adicién de segmentos men, siempre se obtienen segmentos congruentes.

Propiedad clausurativa Para mayor facilidad en el trabajo que se realiza en la adi-

: cion de segmentos, conviene utilizar regletas u otro material
ey B F S o : similar, antes de la representacion grafica (regla y compas).
)_‘_-—-_.___‘__—'

Sean los segmentos

R i Propiedad asociativa

Sean los segmentos

-

— —_— —_—
AB + ¢p = A'pe

Al adicionar los s
de otros Casos similareg
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i . 2 ; n los segmentos
:mmpre habrj un Punto intermedio entre uno y otro, Sea &h M N s T
= L o = — Yy — ——i
[} =
o I w M N s T
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x SEGMENTO B = : % /
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Al adicionar los segmentosﬁ i(_]]—:)','-]'iﬁ‘y, con la realizacion
de otros casos similares, se aprecia que, siempre que se adi-
cionen tres segmentos cualesquiera, en cualquier forma de
agrupacion, se obtienen segmentos congruentes.

Propieduad idéntica © modulativa

Asi como el cero constituye el médulo en la adicién para los
numeros naturales, en los segmentos existe también uno es-
pecial, cuyos extremos coinciden; es decir, que comienzan y
terminan en un mismo punto. Este segmento constituye el
punto y, como desempeiia el papel del cero en la adicién, se |
llama segmento nulo o idéntico.

Al adicionar, por ejemplo, el segmento

A

4. @

con el seemento nulo x'x se obtiene:

+

mL— g g R

A
r
I
I
I
3
I
[
|
A

Con la realizacion de varios casos similares se apreciara que,
siempre que a un segmento cualquiera se adicione el segmen-
to especial x x o segmento nulo, se obtiene el mismo segmento.

d. Construccion de poligonos

Con base en las experiencias que los alumnos han adquiri
do en cuanto a adicion de segmentos, pueden orientarse ac
tividades que los lleven a construir y describir figuras plana
cerradas cuyos lados sean segmentos rectilineos (poligonos
El uso del geoplano facilita el desarrollo de estas actividades
las que luego se orientan para la construccion de las mis it
figuras poligonales con utilizacién de algunos instrumenté
geométricos como regla, compas, graduador y escuadra.
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Ejemplos:
—En el geoplano

—En el tablero o en papel
Construccién de un triangulo equilatero. Con uso de regla y
compas.

A —eet B

Medido de un lado
.

PRIMER PASO

A B

TERCER PASO
SEGUNDO PASO

c
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Construccion de un cuadrado: __Con uso de compas, regla y graduador. |
—Con uso de escuadra y compas. |
PRIMER PASO C — ¢ 3
D Medida de un lado
Medida de un lado
SEGUNDO PASO
PRIMER PASO
3
e 5 e
c D
TERCER PASO O
E .
=, C D ‘
- 1
O ] SEGUNDO PASO #
!
. CUARTO PASO E
| }
2 . ﬁD — TERCER PASO & = L'
CUARTO PASO QUINTO PASO . ‘
E 'F E —F —F
c ) D
— |
c D SEXTO PASO c . T g QUINTO PASO
E 4+ F
E F J ]
]
c 'D \
C D c D
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—Con uso de regla y compas, Construccion de cualquier poligono regular, con nimero im-
M N par de lados (pentagono, heptagono, etc.).
h—-—-—-__d i

Medida de un lado Ejemplos: Construccién del pentagono regular.

2an paralelag que partan
€ los puntos sefialados en
4 recta auxiliar. Log pun-

diametro y con centro en
los extremos del mismo, se

DIAME TRO
RADCIO
= j;i__ PRIMER PASO SEGUNDO PASO
o v
PRIMER PASO
3K

M )
TERCER PASO .
SEGUNDO paso La recta auxiliar se divide f
en 5 partes congruentes; v i
el 1ltimo punto ge une {'
- " con el extremo final del CUARTO Paso |
; didgmetro y, a partir de Haciendo uso del compas, |
ERCER Paso €82 primera recta se tra- con una medida igual al :
\
1
i

trazan dos arcos que se

98 que quedan en el dia- cortan en V y V', Desde i
Metro se enumeran. €sos puntos se trazan semi- !
\1 , rectas que crucen por los |
M N - R nimeros impares (1, 3, 5) i
,— ‘ y se prolongan hasta cortar '
CUARTO Paso ' la circunferencia.
Qulnro PASO \

M In ‘? Union de ]og pPuntos de corte de la circunferencia deter-

QUINTO Paso 'an la figura pedida.
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Construccion de cualquier poligono regular, con nimero par
de lados (cuadrado, hexagono, octagono, etc.).

En estos casos el procedimiento es el mismo, con la dife-
rencia de que se toman en cuenta los puntos sefialados e
el diametro con los nimeros pares.

Ejemplo: Construccién del octagono

Estas construcciones son
aproximadas; por lo tanto e
maestro no debe exigir de
masiada exactitud en ellas,

RADIO

PRIMER PASO

SEGUNDO PASO

DIAMETRO

TERCER PASO

CUARTO PASO

QUINTD PASO

El maestro aprovechara la construccion de los poligonos re-
gulares, siguiendo las orientaciones indicadas anteriormente,

! para que los alumnos aprecien que los poligonos estan inscri-

tos en una circunferencia, puesto que sus vértices tocan pun-
tos de ella y sus lados vienen a constituir los segmentos lla-
mados cuerdas de la circunferencia. Asi mismo pueden apre-
ciar lo contrario, esto es, que la circunferencia esta circuns-
crita al poligono, puesto que pasa por todos sus vértices.

Los alumnos, en forma practica, han tenido la oportunidad
de identificar la circunferencia y algunos de sus elementos
tales como centro, diametro, radio y cuerda.

N———> CIRCUNFERENCIA

CENTRO
‘ L —>DIAMETRO

RADIO

Se pueden orientar nuevas actividades que conlleven a la me-
dicion de los segmentos que determinan los respectivos con-
tornos de las diferentes figuras poligonales observadas. Es de
advertir que los instrumentos de medida que se usan en las
actividades escolares no son los mas exactos y que, ademas,
S€ esta trabajando en el campo de los naturales; por lo tan-
i l:as mediciones se tomaran por aproximacion; asi, si la
fmed’d‘? de un segmento es igual a un determinado nimero
- Unidades enteras y otras tantas unidades fraccionarias
!?:nor&g due un medio, solo se tomaran en cuenta las uni-

‘:‘s enteras, esto es, se eliminan las unidades fraccionarias.
"33 unidades fraccionarias son iguales o mayores que un

0, se aproximan a la unidad inmediatamente superior.

Taplo: 41 cm = 4 cm; 3,3 cm = 3 cm; 5,5 ¢cm = 6 cm;

8cm,
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e. Calculo del perimetro

Al medir, en dm, cm, pulgadas o en cualquier otra medida
unidimensional, la longitud de cada uno de los segmentos
que constituyen el contorno de la mesa de trabajo, del ta-
blero, de una puerta, de Ia cubierta de un libro o de cual-

quier otra figura poligonal, para averiguar la longitud total
del respectivo contorno, los alumnos llegan a concluir que la
longitud total del contorno o el PERIMETRO de cualquier.
figura poligonal se obtiene por la adicién de la longitud de
los segmentos que forman dicho contorno. Esta longitud to-

tal o perimetro se expresa en las respectivas unidades linea-

les utilizadas en la medicién de los segmentos.

En la vida practica son muchas las situaciones en las que es

necesario hallar el perimetro de una figura poligonal. -

Ejemplo: Averiguar el numero de metros necesarios para cer

car, con un hilo de alambre, un lote de terreno que mide
28 m. por 20 m.

Representacién grdfica:

(El rectangulo ABCD representa al lote de terreno; 4 m de
longitud real o sean 400 cm se representan en el dibujo con
la longitud de 1 em ya que se ha utilizado la escald 1:400)

A ; . B

20 'm

28 m |
i

Solucion: Conviene dejar en libertad a los alumnos a fin ¢
que apliquen diferentes propiedades de la adicion: '

#

a) Con utilizacion de la propiedad clausurativa.
28m + 20m + 28m + 20m = 96m
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b) Con utilizacién de la propiedad conmutativa:
(28m + 28m) + (20m + 20m) =
"56m + 40m = 96m
Respuesta: son necesarios 96m de alambre ; ara cercar el lote.

—En el caso de precisar el perimetro de un terreno rec_:tangu-
lar cuyo lado mide 100m, los alumnos conc1ben. la lderfl de
la forma cuadrada del terreno y proceden a solucionar dicho
problema.

Representacion grafica:

A

D 160 m c

Solucion:
100m + 100m + 100m + 100m = 400m
Respuesta: E) perimetro del terreno es de 400m.

Con 1a realizacion de otros casos similares, el alumrfo !og_ra

afirmar la nocién de perimetro, asi como el procedimiento

Para obtenerlo.

Otro caso muy comun es el de averiguar el perimetro urba-

10 de poblaciones y ciudades, para consignarlos en los textos
e GEOEYafia. mapas, cuadros estadisticos, etc.
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Cuando la semi-recta AO cae perpendicularmente sobre la“se-
f. Adicion de angulos | mlil-recta OB (AO-LOB). el angulo que se forma entre ellas
Concepto de angulo se llama angulo RECTO.

Es mas facil explicarlo con base en el conoc
alumnos tienen sobre semi
partan de un mismo punt

imiento que los |
-recta. Se toman dos de éstas, que | A

o de origen. Asi los alumnos, al ha-
cerlas girar en direccién contraria una de otra, apreciaran la

mayor o menor amplitud comprendida entre ellas Yy compren
deran claramente e] concepto de angulo y su definicién: am.
plitud entre dos semi-rectas con un origen comun. .x

0 B
Cuando la amplitud es menor que la d}e un angulo re(.:to. el
angulo asi formado recibe el nombre de 4ngulo AGUDO:

I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|

0 "B

Si la semi-recta AO coincide con la semi-recf;a OB, la am%l;:
tud entre las dos semi-rectas es nula: d‘e ahi que se consl1

re el angulo NULO, como aquel que tlen_e a_mphtu_d n}lll z; o
también como aquel donde los lados coinciden (sin haber
realizado ningtin giro):

Tipos de dngulos
Todos los angulos que se Van a tratar en esta Guia se con
sideraran orientados en sentido anti-reloj.

En el reloj, las manecillas En el angulo, las semi-re

: b . B
giran asi: tas consideradas como mé 0 A Angulo A O
necillas del reloj, se orj e B < AOB

tan en sentido contrario;

Si las semi-rectas se hacen girar en sentido contrarlo.tunall
de otra, hasta colocarlas en forma opuesta con respecto a

Vértice; el angulo alli formado se denomina angulo LLANO
o PLANO.

ho 3
o
o
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ierta relacién entre la amplitud del an- de dos de ellos’coinciden exactamente, estos angulos reciben ;
A e Al b nila lano, se determina un el nombre de angulos CONGRUENTES. Por tanto, dos an- ‘
S ang}llo o teri . Este nué- gulos son congruentes cuando tienen la misma amplitud.
nuevo angulo comprendido entre los dos anteriores. 5 _ i
vo angulo, cuya amplitud es mayor que la de un gngullo rin ] : |
to y menor que la de un angulo llano o plano, recibe el no . |
bre de angulo OBTUSO. /]

e | & o0 -
; : |

=it
0 N 0 =

Obsérvese que los angulos S O N y L O R son congruentes.

(@)
m x

La amplitud de un angulo puede medirse; para ello, existe 1
un instrumento especial llamado MEDIDOR DE ANGULOS, 'l

‘ TRANSPORTADOR o GRADUADOR. Este instrumento

de medida esta marcado con las unidades que se vayan a em-
plear.

Ejemplo: si se va a tomar el angulo-unidad

o>

4 Medida de angulos !
|
|
i
|
|

& A .
B X
C

el transportador estara marcado con las unidades respectivas
; i-recta se hace girar sobre su origen, v, all seartiale, se pusde o us 8l Avenle ADE widcs
si una semi I‘zcsz dijo desde el principio, hasta unidades (3 angulos-unidad ABC).
regresar a su posicion inicial, se
determina una amplitud igual a la de dos anguloos plz’moslcc)'
llanos. Este angulo se llama 4angulo COMPLETO o angulo:

DE UNA VUELTA o angulo DE GIRO.

Por ultimo, .
en sentido anti-reloj com
dar una vuelta completa y

Angulos congruentes ‘
Asi como al tratar los segmentos los alul-nnos apreaarqn q::ﬁ;
al coincidir dos de ellos en toda su longitud, se denorfnnalos.' ‘.
segmentos congruentes, ahora, con respecto a los angulos

i itudes
apreciaran también que, cuando las respectivas amplitudes \

o]
k.
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El angulo-unidad mas comin es el GRADO, que resulta de
dividir el angulo COMPLETO o angulo DE UNA VUELTA
o angulo DE GIRO, en un nimero de partes congruentes.
Esta divisioén, que se hace al angulo COMPLETO, constituye
el SISTEMA DE MEDIDA ANGULAR. Existen infinitos
sistemas entre los cuales citaremos el centesimal y el sexage-
simal, que reciben su nombre, respectivamente, del numero
de partes en las cuales se subdivide el grado.

La denominacién GRADO se escribe usualmente con un pe-
quefio cero en la parte superior derecha del nimero que indi-
ca la cantidad de la amplitud, a continuacion de la cual hay
necesidad de especificar a qué sistema se refiere o simplemen-
te advertirlo anticipadamente. Asi se expresara, por ejemp%o:

1 grado centesimal = 1°¢.

1 grado sexagesimal = 1°Sxg.

En el sistema centesimal, el angulo recto mide 100 grados, ¥
el grado, 100 minutos.

En esta Guia se usara el sistema que divide el angulo com-
pleto en 360 partes o grados; por tanto, aqui, el grado sera la
trescientos sesentava parte de dicho angulo. Como cada GRA-
DO se divide en 60 partes llamadas MINUTOS y éstos, a su
vez, en 60 partes llamadas SEGUNDOS (entiéndase minutoy
segundo angular; er ningun caso, minuto o segundo de dura-
cién), se dice entonces que se trata del GRADO que pertene-
ce al SISTEMA SEXAGESIMAL y por tanto se habla de
GRADO SEXAGESIMAL que se expresa en la siguiente for-
ma:

1 grado sexagesimal = ; del angulo completo o de giro
= 1° Sxg. o simplemente 1°. Para indicar MINUTOS, se usa
una coma en la parte superior derecha de la cantidad que los

determina: 1 minuto = 4 grado.
1

1" = (@)°
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gEs(t}vaez. como el minuto se divide en 60 partes llamadas
. NDOS, éstos se denotan con dos comas en la parte su-
perior derecha de la cantidad que los determina:

1 segundo = 5 minuto = 3% grado
1" = (_1_-7)!
60

X ; Cri

= (355 )"

?5 grados, 3 minutos, 8 segundos 267 3% 8"
49 grados, 27 minutos, 36 segundos = 49° 27’ 36"
90 grados, 53 minutos, 45 segundos = 90° 53’ 45"

En el sistex_na sexagesimal, un angulo nulo mide 0°; un an

l’o recto mide 90°; un angulo llano o plano mide ’180° pi
angulo c9mpleto o de una vuelta mide 360°. El transer:ar}
dor comunmente conocido y que se encuentra en el comer-

cio, trae divisiones en GRADOS SEXA
en 10 hasta 180° o hasta 360°. GESIMALES de 10

3 ;3 1
i

o

Exlstfm instrumentos de medicion angular mas precisos qu
permltex} medir amplitudes con grados, minutos y segumtilose
Los t?pog‘l:afos tienen aparatos que miden amplitudes cox;
aproximaciones a minutos, y los astronomos necesitan y pue-
den medir angulos con segundos de aproximacién. )

Manera de usar el graduador

E:radmedlr un angult? con el graduador se coloca éste sobre
(:i e los la_dos. del angulo, en tal forma que el centro del
f;(aiolgdo;- c01(111cxda con el vertice del angulo, y el cero ano-
e :1 grad uador, con un lado. Se lee el niimero que apa-
e graduador, en el lugar donde se intersecta el semi-
: ulo con el otro lado del angulo. Este miimero sera la am-
plitud del angulo, en grados sexagesimales.

Si ] - 2
lon 0: ldados t'iel angulo que se esta midiendo no tienen la
gitud suficiente, se prolongan cuanto sea necesario.
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Ejemplo: medir el angulo FDE

duadores se encuentra do-
te de cero y aumenta hasta
). La otra, semejan-

En algunos transportadores o gra
ble numeracion (escalas): una, parte
180°, de 10 en 10 (de derecha a izquierda
te a la anterior, v
para leer o marcar |

ciorarse de que se | } '
cero esta sobre uno de los lados del angulo:

a de izquierda a derecha. En estos casos,

a medida de un angulo, es necesario cer- =
ee 0 se marca en la misma escala cuyo

.

=
S W0 160 %0 80 %

w2 o B0 %0 100,

-5
<< RIN = 60°
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Construccién y copia de dngules
Con uso del graduador
Ejemplos:

—Construir un angulo de 50°

Primer paso

s

v El
Se traza una semi-recta de origen V' que sera el vértice
del anguloy en ella se hace coincidir el lado VE.

Segundo paso

L MAVE = 50°

Se coloca el graduador en la forma va indicada en el apar-
te “MANERA DE USAR EL GRADUADOR”™ se marca
el punto que corresponda al numero de grados pedido
(50°) v se traza el segsmento de recta que une el vértice con
el punto obtenido (A).

—Copiar un angulo dado
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Primer paso

mrf——

s! E’

Se traza una semi-recta de origen S’ que sera el vértice del
angulo y en ella se hace coincidir el lado SE.

Segundo paso

Se mide, con el graduador, el angulo dado, para determinar
su amplitud (75° en el ejemplo); se pasa ésta al segmento
S'E’, se marca el punto correspondiente (A’) y se une este
con el punto de origen para determinar el otro lado del ap-

gulo.
Con uso del compas

Construir un angulo recto bisecando un angulo plano.

Primer paso
s

e
o

Se construye un angulo plano de vertice O

Segundo paso

A

Haciendo centro en 0 y
con un radio cualquiera, se
traza un arco que corte a
los lados del angulo en
los puntos Ay B

Tercer paso

Con centro en A y en B,
respectivamente, y con un
r.::ndio mayor que el ante-
rior, se describen arcos que

se cortan en M A o

8
S_e une O con M y se ob-
tiene asi el angulo recto

MOB X
o

Cuarto paso

Primer paso

a)

u* R

Se tr i :
éngmaza una semi-recta de origen U’ que sera el vértice del
oy en ella se hace coincidir el lado UR

Hacj
. a::odo centgo en U y con un radio cualquiera, se traza
en el angulo dado, que corte en los puntos M y N
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Segundo paso Con uso de una tira de papel de forma rectangular.

Si no se tiene graduador
ni compas, se puede recu-
rrir a una tira de papel de
forma rectangular para
copiar un angulo o cons-
truir un angulo congruente
con uno dado.

E 3

adio anterior y haciendo centro en U’ se tra-

Con el mismo r
n el punto N'.

za un arco que corte a la semi-recta e

Tercer paso

Ml
Primer paso

u' N' R!

Con radio MN, tomado en la figura del angulo dado y ha-
ciendo centro en N, se describe un arco que corte al ante-

rior en un punto M’.

Cuarto paso

(o] A
Se coloca el rectangulo sobre el angulo dado de manera que
uno de sus lados mayores coincida con uno de los lados del
angulo. Se marcan los puntos correspondientes al vértice, al
extremo del lado-base y a la interseccion del otro lado ma-
yor del rectangulo, con el otro lado del angulo.

u* N' R

Se une M’ con U’ y se obtiene el 4ngulo M'U’'N’ congruenté
con 2~ TUR.




Y -

Segundo paso

Se coloca el rectangulo sobre la hoja de pa})el y alli se - ‘
transportan los tres puntos que determinan el angulo que se

copia.

Tercer paso

B?

Se unen los puntos B’ con 0’y O’ con A’

i3

Bisectriz de un angulo

Se denomina bisectriz de un éng_ulo. a
origen en el vértice del angulo que lo divi

congruentes.

a la semi-recta com
de en dos angulos
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Ejemplo:
OC 'es la bisectriz del angulo AOB
c
A 0 B i

Trazado de la bisectriz de un dangulo

Sea el angulo MOA, al cual vamos a trazarle la bisectriz.

A
Forma A.

Primer paso. Con centro en O y radio arbitrario, se traza
un arco que corte a los lados en P y Q. Luego, con otro ra-
dio, se traza otro arco que corte a los lados en R vS

o
Q s A

Segundo paso. Se trazan los segmentos 'PS v QR, los cuales
Sé cortan en un punto T




P Y & A —

AT g T

. S—

v-&'-;."hg‘.- .

Tercer paso. La semi-recta OH es la bisectriz del angulo
MOA

Forma B.
Primer paso. Con centro en 0, y radio arbitrario, se traza

un arco que corte a los lados en PyenQ
M

Q

Q A
Segundo paso. Con centro en P y en Q y radio apropiado,
se describen arcos que se cortan en R ;

(o]

MOA

(]

Propiedades de la adicion de angulos

Ahora estan los alumnos en condiciones de efectuar la adi-
cién de angulos y de aplicar las propiedades de ésta, ya €92
nocidas en los naturales y en la adicion de segmentos: _

a) haciendo uso del compas;

b) con graduador;
¢) con el papel rectangular, ¥
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d) numeéricamente.
Ejemplos:
Propiedad clausurativa

Haciendo uso del 4 1ok
HOR (b), compas, adicionar los dngulos AOR (a) v

H

L] L} __|_

Primer paso. S o R
- Sobre una semi-rect i
: -recta de origen O’ 1
angulo AOB. (Ver parte pertine fe i 62)3' O’ se copia el
e ;

o
Segund ’
0 paso. Se toma el lado A’Q’ como lado comiin entre

el angulo A’O’B’ 3
O’'B’ y el nuevo angulo que se va a adicionar al

anterior. Sobre el 0’ i 2
rHtla el lado A’O’ se copia el angulo HOR

- /‘\
e a
'k
B’

Com 2

0 lOS an .

: gulos también

MUsculas, se dir4: se pueden nombrar con letras mi-

En
esta for
ey ?:a los aluplnos notan que la suma de dos 4
Sgulma uevo un angulo; por ta i g
de nto aprecian que, en la

éng.ulos .- .
» también se aplica la propiedad, ya cono-
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angulos a y b, en los dos casos anteriores, ad-
vierten que da lo mismo adicionar <Ca +< b, que2’h 4+ a;

y, como ya han visto este mismo caso en la adicion entré
e segmentos, facilmente identifican

ROPIE-

adicion de los

cida por ellos, que recibe el nombre de PROPIEDAD CLAU- .
SURATIVA. B
&
Propiedad conmutativa _§
| - ]
| Al adicionar los 4ngulos anteriores en forma contraria, esto o
3 es, primero el <_b y luego el < a, setiene: E
3
5]
=
i &
w
_l_ =
‘\, 2
2]
L a @ ..
-]
= = )
: : . 2
Primer paso. Se copia el angulo b =5 V
g @ +
e
(. £
ot by
g ®E ¥
£ = 2 e,
o
- — +
b g if
‘\ e - v
S I
3 2 - v
Segundo paso. A continuacién del angulo b y siguiendo la g g \/
direccion de la flecha, se copia el angulo a - +
1 = .
| @ £
|
| £ ¥
| = L =
| 2 “
| E }i
& 8
5 3
2 ©
< b 4+ =a = ¢ = <]
| - S
Los alumnos, al comparar los procesos y los resultados de la o
)
8
o
-+ ]
i
@
5

el angulo ¢, se tiene:

naturales asi como entr
esta nueva propiedad, la cual recibe el nombre de P

DAD CONMUTATIVA.
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S

S

teriores, ¥y €n
: los dos casos an e
raact paratlvo de . 11 res los a].\lmﬂ
En el analisis com hos mas casos similares, IVA
B .z muchos OCIAT
la realizacién ¢& T ¥ 4e 1a PROPIEDAD AS
aprecian

en la adicion de angulos.

Plﬂpledud ] e“'lcu o Illodulﬂh\lu
d
gl]. q u 3 S t.lElle.

i e e

: cede asi:
terior se pro
r el caso an
Para resolve

Primer paso. Se copia el angulo e

artiendo del vertice
S'e'gund? plei::l;: se traza el angulo nulo. ’ g
- cian que, al adicionar un ang::ongmente
Ly aplr.auiera. el angulo que resulta eseste i )
i éngu}o 'Cua.q or tanto, determinan qué e{lj i
ey S ROPIEDAD IDENTICA o Mgt)urales i o

i en los : l se

g::uplo ﬂUilOs all(ig izlg::gﬁtzl,c: (:el médulo que deja idéntico
mento nulo en

al otro sumando- de pedir a los alumnos que
Juacién, el maestro pue = ra demostrar las mis-
Cauto &Y nstrucciones necesarias pa lor o de un rec-
sealicen los & haciendo uso del gradua
es, ,

By siguiendo 1a direc-

mas propiedad
tangulo de papel.

Por ultimo se pasa al

de sencillos problemas :
L jemplo: , e B

merlco.?ﬂ los de un triangulo rectangulo rlngéieéngmos i

et ang(;:):)s y 30° icuanto miden todos

vamente, -

1 o 12 i res angulos,
triangu gaben ya que un triangulo _tle:;uil :1_ o5 o
e alumnﬁéngulo, por ser rectangulo, tulan‘Sigu_mnte s
o eite t; solucionaran el problema en ia
to; por tanto,

5 ° 4+ 30°) =
Planteamiento: i _:;o += 180°
Solucion: 90° + .

‘2 iden 180°.
; del triangulo m1
Respuesta: Todos los angulos stro puede

m 1ante la

- mae
o it ores, el ma
entos anterl
os conocimi
Con base en 1
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hacer gue los alumnos interpreten graficos en los cuales se
encuentran angulos que deben medir con el graduador y
realizar, con ellos, las adiciones numéricas requeridas.

El maestro puede presentar casos abstractos como:

41° + 17° = 58°
il° + 33 = 44
10°5’ + 29°32' =  3ge 37"

g. Multiplicacion

Partiendo de la unién de conjuntos y va establecido un pa-
ralelismo entre ésta y la adicién de nimeros naturales, los
alumnos estan en condiciones de establecer una comparacién
similar para determinar el concepto de multiplicacién.

No sobra repetir que uno de los objetivos de esta unidad, es
hacer que el alumno adquiera o refuerce los conceptos basi-
cos de las operaciones entre niimeros naturales vy, ademas,
se desenvuelva con habilidad y en forma correcta en el calcu-
lo operatorio. Es necesario, por lo tanto, que el maestro pre-
sente multiples ejercicios, tanto'de tipo practico como teé-
rico, cifiéndose en lo posible a los precios actuales y utili-

zando, en sus ejemplos, las medidas y los nombres de los
productos de la region.

El alumno, desde el segundo grado, se inicid en el proceso de
multiplicar. Se propone a continuacién un proceso formal de
como, a través de operaciones entre conjuntos, se puede abs-

traer el concepto de multiplicaciéon. Para ello se presentan
dos aspectos:

—Como unién repetida (iterada) de conjuntos disyuntos equi-

numerosos que lleva, en forma natural, a la multiplicacién
como adicion repetida de sumandos iguales:

—Como producto cartesiano que lleva a la multiplicacién
entre naturales.

El caso especial de reunir conjuntos equinumerosos disyuntos,
da origen a la multiplicacion entre nimeros naturales, como
Puede apreciarse al matematizar situaciones como la siguien-
te:

Los alumnos del curso 50. de una escuela se organizan para
Una actividad en clase.
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Se distribuyen en 5 mesas de 4 alumnos cada una.

Resulta muy facil averiguar el total porque, de acuerdo a su
agrupacion, se forman los siguientes conjuntos:

n= { Carlos, Berta, Dora, Inés }
S <LE11as Flor, German, Reg1nal
P = { José, Hilda, Tomas, Saray |

\' { Luis, Alberto, Olga, Patricia |
M ={ Victoria, Mario, Nery, Zoila |

Ii

los cuales expresaremos abreviadamente como:

R={C,bdl
S={e,fg.
P={j.hts
V={1,aop
M={vmnz'>

Si se designa con T al conjunto que determina el total de
alumnos, se plantea:

Rt (a8 FEE FypaP R A )

Lo anterior muestra que:
T= {c,b,d,i,e.f.g,r.j,h,t,s.1,a,o,p,v.m.n.z}
Al considerar los nimeros correspondientes a los conjuntos
se tiene:
4 (R) + F(S) + # (P) + 4 (V) + # M) = #(T)

4" 4 + 7 0 4 -+ 4= )
Con el analisis de casos similares el alumno apreci-a.que esta
forma de reunir conjuntos equinumerosos y de adl_clonar_. en
forma reiterada, un mismo sumando, resulta dlspfandmso
cuando se trata de operar con nimeros mayores; especialmen-

te, cuando el nimero de veces que ha de repetirse el su-
mando es también mayor. Consecuentemente, en la practica
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se recurre a otro procedimiento numerico que abrevia la adi-
cion de sumandos iguales. Mediante este método, en vez de
adicionar repetidamente, como en el caso anterior,

4 +4+ 4+ 4+ 4= 20, seexpresa asi:

5 veces 4 = 20
5 por 4 = 20
D x 4 = 20
Por transferencia, todo caso de adicién repetida de un mis-

mo ‘sumando, puede expresarse como el calculo de un pro-
ducto.

Seaelcasob +5+5+5=4veces5 = 20

Los términos 4 y 5 son los dos factores que operan en esta
situacion para obtener como resultado el producto 20.

La situacion se expresa numeéricamente asi:
4 x5 = 20

El alumno, al realizar variados casos de reunién de conjun-
tos equinumerosos disyuntos y de adicion repetida de un
mismo sumando, comprende la transferencia de adicién a

“multiplicacién porque es capaz de concebir que, en esta ilti-

ma operacion, en vez de suma o total se habla de producto
y, en vez de sumandos, de factores. Asi puede generalizar
que: dado un par de numeros naturales (ay b) si b repre-
senta el sumando que se repite y a determina el niimero de
veces que b debe repetirse, a y b son factores que dan co-
mo resultado otro nimero determinado ¢, que es producto de
los dos. Esta igualdad se expresa asi:

a x b = c
factor x factor = producto

La multiplicacion como expresion del producto cartesiano de dos
conjuntos.

En la parte de DESARROLLO de la Guia para el maestro
de tercer grado (AFIANZAMIENTO de la primera y segun-
da unidades en Matematica, pags. 87-88) y en las ORIENTA-
CIONES correspondientes a la Guia para el maestro de 4o.
grado (MATEMATICA, pag. 30) se han presentado casos en
los cuales se busca el niimero total de parejas ordenadas que
son posibles entre los elementos de dos conjuntos.

Conviene ahora ampliar el marco de comprensién; por tan-

to, se sugiere matematizar otras situaciones como la si-
Euiente:
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Claudia, en el dia de su cumpleafios, desea agasajar a sus
amiguitos. Prepara gelatina de 4 sabores diferentes y porcio-
nes de frutas de 3 clases distintas para que cada uno de los
invitados elija UNA combinacion de sabores y frutas de su
predileccion.

Para poder combinar se detallan a continuacion los sabores
de gelatina y las clases de fruta disponibles:

Sabores de gelatina (G) Clases de fruta (F)
fresa (f) pifia (p)
limon 1) banano (b)
naranja (n) manzana (m)
vainilla (v)

SR I Cvr———— J : =

Si se determina con G el conjunto de sabores de gelatina
y con F el de las clases de fruta, la situacion propuesta pue-
de describirse en un diagrama como el siguiente:

S e

oliex

—

o =i

Todas las combinaciones que son posibles aparecen en el dia-
grama; a continuacion se expresan, anotando primero Ia.letra
inicial, en mintscula, que determina el sabor de gelatina y
luego la inicial, también en miniscula, que corresponde, en
el segundo conjunto, a la clase de fruta elegida.

Las parejas ordenadas que resultan son las siguientes:
(f, p) (f, b) (f, m)
(L p) Cl.b) (I m)
(n, p) (n, b) (n, m)
p) b) (v, m)

(v,

(v,

El conjunto formado por las parejas anteriores, se llama
CONJUNTO PRODUCTO o PRODUCTO CARTESIANO
entre los conjuntos G y F, lo cual se denota G x F. Clara-
mente se aprecia que se han formado 12 parejas ordenadas
que constituyen el producto. Esta situacién, por extension,
se determina asi:

GxF ={(f.p). (f,b), (fm), (p), b), ( m),
(n,p), (n,b), (n,m), (v,p), (v,b), (v, m)

Al transferir esta expresion a niimeros naturales queda:

#(G) x # (F) = 4 (G x F)
4 x 3 = 12

La solucién de casos similares, cada vez mas abstractos, ca-
pacita al alumno para concebir la idea de producto como el
numero de parejas ordenadas que resultan al combinar los
elementos de dos conjuntos cualesquiera, expresados con su
correspondiente niimero; este concepto les permitira, ademas,
llegar a generalizar la multiplicacion, asi:

A x B =

P;
de donde, F#+(A) x # (B) = 4 (A x B)

Propiedades del producto, cartesiano y de la multiplicacién en-
tre naturales

Propiedad clausurativa

La determinacién del producto cartesiano correspondiente
a dos conjuntos lleva al alumno a comprobar que éste cons-
tituye un nuevo conjunto.

Sean los conjuntos:

(00)
"
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RPN [PN=11NG) (atela ¥R TaTa)]

En el ejemplo, se aprecia claramente que el producto carte-
siano entre A y B es otro conjunto bien determinado, puesto
que es el resultado de combinar los elumentos de A con los
elementos de B. '
En el campo de los nimeros naturales también se aprecia
el calculo del producto correspondiente al ejemplo, asi:
# (A) x # (B) = 4 (A x B)
2 x 3 = 6
Del analisis de muchos casos semejantes se concluye que:
—El producto cartesiano correspondiente a dos conjuntos
Z v Y es otro conjunto muy bien determinado, denotado
7 x Y, y formado por todas las parejas ordenadas, donde
el primer elemento de cada pareja esta en Z y el segundo
enY;
—el producto correspondiente a dos numeros naturales es
también un nimero natural, que es unico.
Es esta la PROPIEDAD CLAUSURATIVA del producto
cartesiano y de la multiplicacién entre nimeros naturales.

Ejemplos:
—Hallar el area de un lote rectangular cuyos lados miden
22 m y 28 m respectivamente.
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22

Area rectangulo = bx a
28 m. 22mx28m =61f5112‘l2

—Averiguar el area de una parcela en forma de rombo cuya
base mide 4 m y su altura 3 m.

4m.

Areadelrombo = bxa
12 m?

4 m. 4mx 3m
Area de poligonos regulares

Averiguar el area de una mesa hexagonal cuyo lado mide
60 cm. El alumno procedera a solucionar el problema con
la ayuda de una representacion grafica:

—Dibuja el hexagono y determina los triangulos que consti-
tuyen esta superficie; ésto, mediante el trazo de sus diago-
nales.
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—Comprueba que los seis triangulos que integran la superfi-
cie del hexagono, son congruentes entre si. Concluye que
el area del hexagono sera igual a la suma de las areas de
los seis triangulos que lo forman.

—Determina que la altura de cada triangulo es un dato ba-
sico para el calculo del area de esa figura, y la traza par-
tiendo del centro del hexagono hacia la base (mitad del
lado). Comprueba que esta medida es menor que la del la-
do del triangulo y la expresa aproximandola a un nimero
natural. (Matematicamente, el calculo de la altura de un
triangulo equilatero cuyo lado se expresa por un nimero
natural, escapa al campo de los naturales; pero, en esta
Guia, por estar dirigida a un nivel elemental, solo se uti-
lizan mimeros naturales, previa aclaracion de que el resul-
tado es aproximado).

—Multiplica el area de uno de los triangulos por el numero
de tridngulos que tiene el hexagono, y en esta forma re-
suelve el problema. La operacion queda planteada asi:

Area del hexagono ABCDEF =

A4AAOB +AABOC+A4ACOD+AADOE + 4AEOF+ 4AFOA =

ABxOM BCxOM CDxOM DExOM EFxOM FAxOM
M | BOOM | COOM . DEOM 4 EEOM . M

Hay 6 triangulos congruentes; por tanto,

Area del hexaigono ABCDEF = 6 x —ABxOM_

AN AOB = &emzdlem —30cmx 51 cm ='1530 cm?; v porlo

tanto, area del hexagonoA B C D E F =
6 x 1530 cm?= 9180 cm?.

Respuesta: El area de la mesa hexagonal es de 9180 cm?.

Con ejemplos similares se buscara el area de otros poligonos
regulares de 5, 7, 8, ... lados y los alumnos concluiran que el
area de cualquier poligono regular es igual al area de un
triangulo cuya base es el lado del poligono y cuya altura es
la distancia desde el punto medio del lado hasta el centro
del poligono, multiplicada por el nimero de triangulos del
poligono.

Area del poligono regular= Area de unA X numero de

triangulos del poligono

Area de poligonos irregulares

Un lote de forma pentagonal mide 6 m en dos de sus

1 la
y en los otros 5 m, segun la figura siguiente: e

Sm

g

Area del rectangulo Area del triangulo

Smx6m = 30m? _Smxdm _
: =

5mx2m

10 m?
Area del poligono =

I

area del rectangulo + area del triangulo

h ’ = 30 m? 5 10 m? = 40 m?
€Spuesta: el area del lote pentagonal es de 40 m?

Con ejemplos sinil

que el dreq de cual,

Mmade |gs dreas de |

ares los alumnos llegaran a comprender
qufer poligono irregular es igual a la su-
as figuras en que se descompone.
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Propiedad conmutativa
|

OBQ% se tiene

A =

Al considerar los conjuntos

—

- B

<

Al comparar A x B ¥y B x A, se observa que ambos produc-
tos tienen igual mimero de parejas ordenadas y, por 16 tanto:

# (A x B) = # (B x A), y como \
# (A x B) # (A) x 4 (B) y

#(Bx A) = # (B) x # (A),

entonces, 4+ (A) x # (B) = # (B) x 4-(A)

2 x 3 = S . x 2

El maestro y los alumnos pueden practicar con otros ejem-
plos, usando el producto cartesia

no para mostrar casos par-
ticulares como:

B = O b
Mok M e
O W 0O A

It I
[ N CURNN

oM M e
B =~ v b

3 x4 = 4 x 3,etc.,

v llegar a la siguiente generalizacién: para todo par de niu-
meros naturalesa yb se cumple que:

axb=">bxa

Esta propiedad recibe el nombre

de propiedad CONMUTA-
TIVA de la multiplicacién.

Es necesario aclarar que el producto ¢
tos no es conmutativo,
(b, a). Por ejemplo:

artesiano entre conjun-
Ya que, en general, la pareja (a, b) ==

|
SiA ={1,2}yB = {3,4) ,

AxB ={(1,3), 1,4, @3, (2,4)}
Y BxA ={@3,1), (32, 41, 42))

Se observa que en A x B, aparece la pareja o

rdenada (1, 3),
4 cual no ests

: en B x A o lo que es lo mismo: (1,3) € AxB,
Mientras que (1, 3) ¢ Bx A, y por tanto los dos conjuntos
(A x B) y (B x A) son diferentes.
Ejerl'll)lo:
E]_maestro solicita a Pedro y a Juan que resuelvan el si-
Suiente problema:

"_cohtrar el area de un rectangulo cuyas dimensiones son
4my 99

M, y representarlo graficamente.
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10 Juan
Solucién de Pedro Solucion de Ju

200 m.
14

20 m

14 m.
14 m x 20 m
280 m?

20 m x 14 m =
280 -m?

Propiedad asociativa

. ’ s .
¥ 1
sla

comprenderla en forma abstracta. ' s
Dados los nimeros naturales-a, b, ¢, siempre es

(a.b)»c = as (bec) \

Ejemplo: - : : o
Hallar el volumen de una caja cuyas dimensiones so

4 dm y 5 dm respectivamente. 7

3 3 dm x (4 dm x 5 dm}
= 3 dm x 20 dm? j
60 dm?

(3 dm x 4 dm) x 5 dm
= 12 dm? x 5 dm
= 60 dm?
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Propiedad idéntica o modulativa

Lucy formula una invitacién a su amigo Jaime. Este llega
cumplidamente a casa de Lucy, la cual le presenta a dos
amigas que la acompanan, Martha y Eva. Luego de tomarse
un refresco, deciden bailar un rato y Eva, quien no era muy
fuerte en Matematica, pregunta: /cuantas parejas ( normales)
de baile se pueden formar, sin repetirse, con Jaime ¥ noso-
trds tres? Jaime le dice: es muy facil conocer la respuesta;
acto seguido, sacé primero a Lucy y bail6 con ella; después
formo pareja con Martha y finalmente con Eva. J aime pre-
gunto entonces a Eva: ;tienes ¥a una respuesta a tu pregun-
ta? Ella contest6 alegremente: claro, con Lucy formaste una
pareja, otra con Martha y otra conmigo, es decir, en total se
formaron tres parejas distintas, y éstas son todas, ya que
cualquier otra combinacién te obligaria a repetir una de las
anteriores. Lucy dijo: en las clases anteriores, el maestro nos
ensefié un juego muy bonito, llamado producto cartesiano
entre dos conjuntos, ¥ con esta ayuda podemos también re-
solver el problema planteado por Eva. Buscé entonces papel
v lapiz y dibujé lo siguiente:

EVA

A
MARTHA ﬁ

Lucy

JAIME




Todo esto puede interpretarse asi:
H = {Jaime )
M = { Lucy, Marta, Eva }

Entonces, Hx M = {(Jaime, Lucy), (Jaime, Martha), (Jai-
me, Eva) }

Tomando los numeros correspondientes se tiene:
#+ (H) x4 (M) = 5+ (HxM)
| B 3 = =

Con la realizacién de muchos mas ejercicios similares en los
cuales se utilice el producto cartesiano para mostrar casos

particulares como:

8x1 8
I 7
9x1 9

Se puede generalizar que, para todo numero natural a, se
cumpleque:/lax 1 = 1 xa = a

Esta propiedad recibe el nobre de PROPIEDAD _MODULA-
TIVA o IDENTICA de la multiplicacion. !

Propiedad cancelativa

Esta propiedad es de gran utilidad en la solucion de multi-
ples problemas. Consideremos el siguiente ejemplo: cinco ve-
ces el dinero que posee Juan, es igual a 100$. (Cuéanto
es el dinero de Juan? ‘
5. ¥ = 100 (Se descompone 100 en dos factores, de
= F . x =§ x 20 tal manera que uno de ellos sea 5)
= X = 20

Respuesta: Juan tiene 208

Pueden presentarse otros ejemplos, como:

Hx X = xT = x =17
xx A0 =32x10 = x = 32
fx 9= fgxx = x =29
12x = xx8 — x =12

Es necesario hacer notar que el nimero que se cancela tiene
que ser distinto de cero, pues de lo contrario se caeria en el
absurdo de que todos los numeros son iguales entre si. Por

ejemplo:
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Axf=7Tx0 = 4=7
13x0=2x0 = 153 = 2

La propiedad cancelativa se enun
tracta, asi:

cia en forma general abs-

Seanu,b,cEIN,yc:#O,siu.c=b

: » ¢, entonce "
cela ¢, y se tiene: ' Byifg can

a = b

Propiedad anulativa (absorbente o aniquilativa)

En clase de gimnasia el profesor dice a sus alumnos que cada
uno tome una silla de la sala contigua. Los alumnos que
son 12 en total, regresan a clase sin portar silla algur;a

que en el lugar sefialado no se encontraban estos muebles 5

sRvlelofatolotuloN ol

o 2R4095RR34S8

l J

> -
Uno de los alumnos quiso saber como

: : i representar por =
Jas, esta situacion, para lo cual dibujé: G
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Otro alumno quiso dar solucién a este planteamiento, asi:

e (B8 B )6 )E)E ) )@ )E)E)E)E )

Por consiguiente hubo quien dijera que en ningun momento
se observaba la formacion de las parejas solicitadas, porque
el conjunto de parejas resultante era vacio. A esta observa-
cion, el maestro, tomando los numeros correspondientes a
cada uno de los conjuntos iniciales, anoto en el tablero:

4 (N) x4 (S) = #(N x S)
12 x nS= 0

Con la realizacion de otros ejercicios similares en los cuales
se muestran mas casos particulares como

25 x0 =0
0x8 =20
34 x0=0
87 x0 =0
0 x4 0

]
se puede generalizar que, para todo numero na-
tural a se cumple que:

Esta propiedad recibe el nombre de PROPiEDAD ANULA-
TIVA, ABSORBENTE o ANIQUILATIVA de la multiplica-

cion.

Propiedad distributiva
Esta propiedad relaciona la multiplicacion con la adicion.
Para los nimeros naturales a, b y ¢, se cumple que:

ax(bh+c¢c)=axhbh+axc

Ejemplo:

Rina tiene 2 sobrinos y 3 sobrinas. Quiere darles 4 lapices a

cada uno. {Cuantos lapices debe obsequiar en total?
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Primera forma

Segunda forma

Total de sobrinos y sobrinas: Los sobrinos reciben 4x2
(2 + 3) lapices.

Cada uno recibe 4 lapices Las sobrinas reciben 4 X3
lapices.

En total reciben En total reciben

4x (2 + 3) = 4x2 + 4x3 =

4 x 5 = 20 8 + 12 =99
Todos reciben 20 lapices. - Todos reciben 20 lapices

Por lo tanto, 4k(2+3)=4x2+4x3

(Ver mas detalles en 1a Guia de 4o. grado, Matematica, pags
35 a 37, sobre la aplicacién de esta ultima propiedad). : .

h. Potenciacion

Pat}a lfn epoca de I:Iavidad, el Director de Ia escuela “Francis-

(clz faoriglfie C:ldlas recibe regalos de la asociacién de padres
11a; charla con los alumnos sobre el i

et el particular y orga-

Elt tg{na el que le corresponde y entrega sendos regalos a tres
estu lantes- con la condicién de que cada uno de ellos eje-
cute la accién por una sola vez, en tal forma que otros tres

Sy

J

2
1l l m I




companeéros reciban también sus respectivos regalos, y asi su-

cesivamente.

Se supone que los regalos son simbolicos. Esta situacion se
observa mejor en la grafica anterior (arbol).

Con base en esta grafica se pide a los alumnos contar, en
cada entrega, el total de alumnos (v el Director) que reciben
regalo y expresar ]a forma numeérica correspondiente a fin de

establecer la siguiente tabla:

|1 3|191]27})81

Bajo la orientacion del maestro, los alumnos observaran que
a cada uno (y al director) le cogisponde hacer 3 regalos. Con
esta base pueden expresar, €n otra forma, el namero de re-
galos entregados en cada ocasion. Recordemos que al Direc-
tor le entregaron un regalo cuya expresion numeérica es 31
3 alumnos reciben sendos regalos del Director, lo cual se ex-
presa 1 x 3; como cada uno de los 3 alumnos-que recibio rega-
lo debe hacer el obsequio correspondiente, se observa que el
segundo grupo recibe en su totalidad 1 x 3 x 3 regalos; en
forma similar sucede en el tercer caso, lo cual se expresa
1x3x3x3y, enel cuarto caso, la nueva gxpresibn sera

1x3x3x3x3.
Comprendida la nueva forma de expresar el *.amero de rega-
los recibidos en cada ocasién, se puede establgcer la siguien-

te tabla comparativa:
il 3 9 27 ; 81

i 1x31x3x31x3x3x3 1x3x3x3x3

Para abreviar la escritura de las expresione
usara la notacion siguiente:

s anteriores se

El ’I' i i

da caso;
; con esta base pueden
: comprend P
notaciones abreviadas: p erse las siguientes

3 8 g gt
En i
el caso donde se aprecia que el 3 no aparece como factor

surge la expresid )
presion 3" que corresponde, en el ejemplo, al nu-

meral 1 y que represent
a el ibid i
gl d regalo que recibio el Director de

1

E o

: ; ?:ta forma no resulta dificil, para los alumnos, compren
= Senue\fa escritura, pues observaran que hay un nimero
iy ;ef_)]l:;e como factor (~3), el cual recibe el nombre de
dere.:h.a . é:tl;mero p‘ec:ilfeno, colocado en la parte superior

, que indica el nimero de ve i
- ” - ces

factor se repite; éste es el indicador o EXPONEN'I‘E(Ilue T

Asi, al escribir ex i

! s presiones como: 1 x 3 x 3 x 3
alumnos diran 3° y, al escribir 3%, lo anotaran ex ? e
sarrollada, 1 x 3 x 3 x3x3x3x3 endunics

a, 1’

tal vez
e por eso se le conoce con el nombre de POTENCIA-

En ..
- e:lt:mrei;lteva oper?cmn se aprecia, pues, que intervienen
os: un elemento a que se llam
a BASE; un =
mento b que se llama EXPONENTE, y un elemento ¢ :}:e

se llama POTE : : ;
forma: NCIA. lo anterior se simboliza en la siguiente

90

Se escribe Se lee
1x3x3x3x3 = 3! tres a la cuatro o a la cuarta;
1x3x3x3 = 3° tres ala tres, o a la tercera©

al cubo; i
1x3x3 = 3° traaalados,oalasegundao

al cuadrado; B
1x3 = 3 tres ala uno (en la practica |

se omite este 1) 4
1 = 3 tres a la cero.

exponente

b
O = C — potencia

\ =

91
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Area del cuadrado (segunda potencia)

1 Los alumnos saben va que el area de un rectangulo, con la-
¥ dos de longitudes a y b respectivamente, se expresa por la

E formula A = a . b Si el rectangulo tiene sus lados congruen-
tes, se le llama cuadrado y entonces, la formula para el area
sera:

A= gxa = a

a

: :5 Ejemplo: Encontrar el area de una pieza cuadrada de 4 me-
tros de lado.

A =4mx4m= 16 m?
Respuesta: el area de la pieza es de 16 m?

En la misma forma pueden realizarse muchos mas ejercicios,
en los que se utilicen otras medidas de longitud (la vara, el
. pie, la pulgada) como unidades enteras, no fraccionarias, pues
i ain se esta trabajando en el campo de los nimeros natura-
| les. Asi llegan a determinar y representar graficamente los
cuadrados de los diez primeros numeros naturales, que les
ha de facilitar el calculo en oneraciones posteriores.

Para los numeros naturales, mayores que 10 ¥ menores que
100, conviene aplicar la descomposicion de dichos numeros
en dos sumandos, tomando como base la decena, para facili-
tar los calculos.

cuadrado

EXPRESION DESARROLLO [POTENGIA




Asi se forman, ademas, series con los mismos, los que luego El cuadrado tompleto tiene lados de longitud 20 + 9, por lo
se elevan al cuadrado. tanto su area sera (20 + 9)? . Por otro lado se aprecia que
11 = 10 + 1 12 = 10 + 2 13 = 10 + 3 el area total es la suma de las areas del cuadrado C (campo)
14 = 10 + 4 15 = 10 + 5 16 = 10 + 6 de los rectangulos L (local) y J (jardin) y del cuadrado H

(huerta escolar).
Por observacién directa de la figura, se tiene que:
87 =t + 7 98 = 90 + 8 99 = 90 + 9 area total = rea de C + area de L + 4rea de J + area de

2 _
Un ejemplo concreto que ayuda a comprender, en forma H, osea, (20 + 9)* = (20x 20) + (20x9) + (20x9) + (9x9)

Tl e p— q_‘ll

clara y sencilla, el desarrollo de este nuevo planteamiento Como hay dos rectangulos con medidas iguales, se simplifica
para buscar el cuadrado de cualquier niimero natural (espe- ¥y queda.

cialmente de los comprendidos entre 11 y 99) es el siguiente: (20 4+ 9)* = (20x20) + 2 x (20 x9) + (9 x 9), entonces

En un terreno de forma cuadrada se destinan sendas exten- (20 + 9)* = (20x20) + 2 x 180 + (9x9), es decir

siones para la construcciéon de una escuela con un jardin, (20 + 9)2 =
una huerta escolar y un campo abierto, para multiples usos U= 00T 43680 4 81 que da un total de 841 m?,
del alummnado. _ : Con la realizacién de muchos mas casos similares y reempla-
zando con letras los valores respectivos, el alumno llega a
generalizar la férmula, asi:

Para la construccién del local y todas sus dependencias se
destina una esquina de 9 metros por 20 metros de lado, res-

pectivamente; para el jardin, una extensién con las mismas (@+b)® =a.a+ach+ a.b+ b.b
dimensiones anteriores, ubicada en la esquina opuesta de la =a? 4 2a.b + b?
construccion; para la huerta, el terreno comprendido entre la

construccion y el jardin, con 9 metros de lado; por iiltimo el Entonces,| (a+b)? = a2 +2a.b + b?

campo abierto, con 20 metros de lado.

_ y , ] Geométricamente se tiene:
Tal situacion se ilustra y se resuelve en la siguiente forma:

20 m. 9 m. a b
g - ;
o L o H = b aB b. b= b2 b

Local de la Escueln Huerta Escolar
20m 9m
c E J E =
= 2
£ S = a.a-=a " Pl o a
o ~
~
Campo Abierto Jdardin
20 m. 9 m. a b
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Volumen del cubo (tercera potencia)

Los alumnos también saben que el volumen de un cajon (pa-
ralelipedo rectangular) se obtiene al multiplicar los valores de
longitud de sus tres dimensiones (largo, ancho, altura).

Si los lados del cajén son todos congruentes, la figura se lla-
ma cubo y su volumen seria entonces:

Ejemplos: jcuantos bloques de hielo de 1 m? caben en un
cuarto frio de forma ctibica, si cada lado mide 7 metros?

= TmxT7TmxT7m
= 7% m?
343 m?

4°m® = 64 m3

Respuesta: 64 m?

V= 4dmx4mx4m=

¢Cuantos metros cubicos de aire caben en una pieza de for-
ma cubica, sabiendo que cada lado mide 4 m?

4m,

En la misma forma pueden realizarse muchos més ejercicios
en los que se utilicen otras medidas de longitud, como uni-
dades enteras, no fraccionarias, pues aun se esta trabajando
en el campo de los niimeros naturales. Asi llegan a determi-

nar los cubos de los diez primeros nimeros naturales.

. n al cubo
Expresion | desarrollo | potencia

1 13 1x1x1 1
2 22 2x2x2 8
3 33 3x3x3 27
4 43 4x4x4 64
5 59 5x5x5 125
6 6° 6x6x6 216
7 7° TxTx7 343
8 83 8x8x8 512
9 93 9%x9x9 729
10 108 fox10x10] 1000

Para los nimeros naturales, entre 10 y 100, conviene aplicar
la descomposicion de dichos nimeros, tomando como base
la decena, de tal manera que quede planteada una adicidn,
la que se eleva al cubo o a la tercera potencia.

Ejemplos: 11 = 10 + 1; 11 = (
25 = 20 + 5; 25 = (
X = a+ b x? =

10 + 1)°
20 + 5)°

(a + b)?

97




Un ejemplo concreto que ayuda a comprender, en forma cla-
ra y sencilla, el desarrollo de este nuevo planteamiento para
buscar el cubo de cualquier niimero natural, especialmente
de los comprendidos entre 2 y 100, es el siguiente:
En un lote de terreno de 7 metros de lado se construye un
local de dos plantas, para una escuela. En la primera plan-
ta un patio cubierto, de 4 m de lado v 4 m de altura: un
salén para despacho del director, de 3 m de lado en la base
¥y 4 m de altura; un aula de 3 m por 4 m de base y 4 m
de altura y un cuarto para servicios sanitarios con las mis-
mas dimensiones del aula anterior. En la segunda planta,
un salén para materiales de 3 m de lado en la base y 3 m de
altura, y tres salones de clase, asi: uno de 4 m de lado en la
base y 3 m de altura y dos de 3 m por 4 m en la basey 3 m
de altura, respectivamente. ;Cial es el volumen total del
local? . g
El problema anterior se ilustra y se resuelve en la siguiente
forma: Servicios sanitarios
e

I

S

]

Despacho del director

4
/ l
| E

N

t———-—_—_-—

N

~

O
—— e - —— -

o
N
|
[}
]
|
|
1
i
N

Un oula s

|
A g
LS
N
Y

N
N

N\
b

A
b

Patio cubierto

Despacho del director: (3 x 3)x4
base x altura
Aula: (3x4)x 4
base x altura
Servicios sanitarios: (3 x 4)x4
base x altura

Patio cubierto: (4 x 4) x 4

base x altura

&

Salon de materiales Aula fateral
2° Piso

. P

| | 1 : %
|
B | | ! |
Aula lateral | 1
2°Pi C i ' ] |
iso
{=hEp st oA
1 1 ’
L} - [] r'd
1 ’-’ | » ]
S Mt e AL S
7 /’
7 /’
3 7 / x
F rd
iz 4 B L
e 24
» G |
3 4 1
Aula multiple

Salon de materiales: (3 x 3) x 3
base x altura

Aula lateral D: (3 x 4) x 3
base x altura

Aula lateral C: (3x4)x 3
base x altura

Aula multiple: (4 x4)x 3
‘base x altura

El cubo completo tiene lados de longitud 4 + 3; por lo tan-
to, su volumen sera (4 + 3)®. Por otro lado se aprecia, en
el material concreto, que el volumen total es igual a la su-
ma de los volimenes del cubo P (patio cubierto), de los tres
cajones A (aulas del primer piso); S (servicios sanitarios) y
B (aula miiltiple del segundo piso), de los otros tres cajo-
nes C, D (aulas laterales del segundo piso) y E (oficina del
director, en el primer piso) y del cubo M (sala de materiales)
en el segundo piso.

Para resolver numéricamente el problema, dejamos en liber-
tad al maestro ya que es él quien puede juzgar si los alum-
nos estdn en capacidad de comprender el desarrollo de (a+ b)?,
esto es, del cubo de la suma de dos nimeros. El hecho
de representar este desarrollo, no obliga al maestro a ense-
f"al‘lo Yy menos a exigir a los alumnos la memorizacion de la
formula a la que se ha de llegar; simplemente lo anotamos,
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pues creemos que a los alumnos debe darseles un cierto ni-
vel de dificultad y, ademas, porque en esta etapa del progra-
ma, ya conocen las propiedades de la suma y de la multipli-
cacién, particularmente la propiedad distributiva. Tambien
estan en condiciones de apreciar que

a.a®? = a.a.a = a® ; x + 2x = 3x.

El maestro debe orientar el desarrollo del problema en forma
concreta y los alumnos explicaran la o las propiedades utili-
zadas en cada paso:

Volumen total = volumen P + volumen A + volumen S
+ volumen B + volumen C + volumen D + volumen E +
volumen M

4+3°=M4x4x4) +(B3x4x4) +(3x4x4)+(4x4x3)
+(3x4x3)+(3x4x3)+(3x3x4) +(3x3x3)

Como hay dos grupos de 3 cajones cada uno, con medidas
iguales, respectivamente, se simplifica y queda:

(4+3)3= -
(4x4x4) +3x(3x4x4) +3x(3x4x3)+(3x3x3),

por tanto,

4+3° —4°+3x(3x4) +3x@x3)+3°

(4 + 3)° = 64 + (3 x 48) + (3 x 36) + 27, entonces,
4 +4+3° =64+ 144 + 108 + 27,

que da un total de 343. Esto significa que el volumen total es
de 343 m?.

Con la realizacion de otros casos similares y reemplazando
con letras los valores respectivos, el alumno llega a generali-
zar la formula, asi:

(a+b)® = (a.a.a) +(b.a.a)+ (b.a.a) + (a.a.b) + (b.a.b)
+ (b.a.b) + (b.b.a) + (b.b.b)
= a® + 3 x (b.a.a) + 3 x (b.a.b) + b?
= a* + 3a’b + 3a.b’ + b?, entonces

(a+b)?® = a® + 3a’b + 3a.b® + b’

i. Operaciones inversas de la potenciacion

—Radicacion
—Logaritmacion

La operacion de potenciacion tiene una particularidad espe
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cial que se entrara a analizar comparativamente con la adi-
cion y la multiplicacion.

Este método permite, ademas, tratar en forma sencilia y
con miras a una iniciacion, las dos operaciones inversas co-
rrespondientes.

Ejemplo: en la adicion se observa que

5 +4=4+5
2+ 8 8 -2

b +a

yengeneral, a + b

En la multiplicacion:
5x4 =4x5

2 x 8 8 x 2

vengeneral, axb = b x a

En la potenciacion se tiene:

5'=5x5x5x5 =6254°=4x4x4x4x4 = 1.024, es decir, 5* #4°
22=2x2x2x2x2x2x2x2 = 256; 8%°= 8 x 8 = 64, es decir, 2° = &
v en general, a? ¥=b®.

En esta forma los alumnos aprecian que tanto en la adicién
como en la multiplicacion se pueden conmutar sus términos
v el resultado es el mismo, mientras que en la potenciacion
no sucede esto ya que, 5* es diferente de 4°; 82 es diferente
de 2%, etc. Lo anterior se resume en el siguiente cuadro:

Adicion Multiplicacién | Potenciacion
5+4 = 4+5 5x4 = 4x5 o
248 = 8+2 2x8 = 8x2 2882
2+3 =3+2 2x3 = 3x2 23=£32
a+b = b+a axb = bxa gio=h"

Eor la conmutacion se tiene que, en la adiciéon, a+b =b + a;
yzr tanto, al desconocer uno de los términos que constitu-
N la suma (sumando), ejemplo: at+x=c X+a=c

101




se recurre a la sustracion (operaciéon inversa) para conse-
guirlo, esto es, X = ¢ - a. En la misma forma sucede en la |
multiplicacion: si a.b = b . a, entonces al desconocer uno
de los términos que constituyen la multiplicacion (factor),
esto es, a.X = ¢; X.a = ¢ (a ¥ 0), se recurre a la division
(operacion inversa) para conseguirlo: X = c:a o6 X =—.
En la potenciacion, como no se cumple la propiedad conmu-
tativa, pues a’==b®, es necesario recurrir a dos operaciones
inversas, diferentes una de otra, segin se trate de conseguir
la base o el exponente. En el primer caso, para resolver
x? = 81, se recurre a la operacion inversa que se llama RA-
DICACION, lo cual se expresa: X =\/81 y se lee:

X es igual a la raiz segunda o cuadrada de 81.

Otros ejemplos: X 2 = 27, significa: X = V27 yselee:

X es igual a la raiz tercera o cibica de 27.

x4 = 81, significa: X =\V/81 y se lee:

X es igual a la raiz cuarta de 81:

X5 = 1024, significa: X =\V/1024 y se lee:

X es igual a la raiz quinta de 1024.
Generalizando se tiene X* = b; significza, X =Vby se lee:
X esigual alaraiz o deb. _
El nimero a se llama INDICE 6 EXPONENTZ, el namerob,

CANTIDAD SUBRADICAL y el numero ¥, RAIZ. Es-
ta raiz constituye la base que se busca. El signoV se llama

RADICAL.
En el segundo caso, para resolver 2* = 16, se recurre a la
operacion inversa, la LOGARITMACION, la cual permite
hallar el exponente cuando se conocen la base y la potencia.
Asi, 2% = 16 significa: X = log. de 16 en base 2 y se lee:
X es igual al logaritmo de 16 en base 2.

El estudio de esta operacion, que debiera llamarse exponen-
ciacion, ya que lo que se busca es el exponente, ocupa u
nivel superior al de la presente Guia, por lo cual nos limita-
mos a mencionarla.

RESUMEN
Operacion directa Operaciones Inversas ‘
POTENCIACION| RADICACION | LOGARITMACION
4°=X; X =64
X3 = 64 |X =V64 X =4
4% = 64 X =log, 64;X=3
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Extraccion o calculo de raices. Raiz cuadrada

La extraccion o célculo de raices, es una operacién bastante
dificil de resolver en este grado en forma aritmeética; por lo
t.:mto en esta Guia solamente se presentara una forma intui-
tiva para buscar la raiz cuadrada (o segunda) de potencias
constituidas hasta por cuatro cifras.

Aqui surge, como aplicacién, encontrar el lado de un cuadra-
do, conociendo el area. Los alumnos conocen (o pueden cons-
truir) los cuadrados de los diez primeros nimeros naturales.
Asi saben que el cuadrado de 5 6 52 es 25; el cuadrado de
8 u 8” es 64; etc.

Ahora se invierte la situacién: niimero cuyo cuadrado es 25;
numero cuyo cuadrado es 64; etc. Se explica entonces que tal
numero constituye la raiz cuadrada del niimero dado. Asi, si
X* = 25, entonces, el niimero, cuyo cuadrado es 25, se lla-
ma la raiz cuadrada de 25, o sea 5.

La expresion X*> = 25, significa:\¥ 25 = x o sea\V/25 = 5,
ya que 5° = 25,

T(?dOS los ejemplos anteriores, relativos a la extraccion de
raices cuadradas, se pueden visualizar formando cuadrados
(usar el geoplano).

Considérese el caso de hallar la raiz cuadrada de 25. Se for-
ma un cuadrado con 25 clavos o tachuelas asi:

QP 5
P 4
P 3
o 2

-0 0 0 0 9
O 0 0 0 9
@0 0 0 0 9
>0 0 0 9 9

S: ObSt?rva que en cada lado hay 5 clavos (incluyendo el de
®Squina de corte); por tanto, la raiz de 25 es 5.
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Después se plantea una pregunta como la siguiente: ;Cual
es la raiz cuadrada de 387 Los alumnos determinan que 6 es
el nimero que mas se acerca, ya que 6> = 36 y queda un
resto de 2, es decir, sobran 2. Esto es facil de comprobar ya
que 38 = 6° + 2, como se aprecia en el siguiente grafico:

@ O b WM

' ]
En igual forma se plantean otras raices cuadradas no exac-
tas, para que los alumnos den el resultadg y determinen la

raiz enteray el resto. /

Asi:

/18| 4 raiz entera /93 |9 raiz entera V577 raiz entera
-16 -81 -49

2| resto 12 resto 8| resto

De todo lo anterior se concluye que:

—8i la potencia es menor de o igual a 100, su raiz cuadrada
sera igual a o menor de 10; para resolver estos casos, basta
saber calcular los cuadrados de los 10 primeros nimeros
naturales;

—Si el nimero dado para extraer la raiz cuadrada es uno
de los cuadrados de 1 a 10, la raiz sera exacta;

—Si el nimero dado o potencia no corresponde a los cuadra-
dos de los 10 primeros nimeros naturales, la raiz estar |
comprendida entre dos cuadrados consecutivos y serd en

tera o inexacta; por lo tanto, siempre queda un resto.

Cuando la potencia es mayor de 100 y menor de 10 000, su
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raiz cuadrada estara formada por un numero de dos cifras.
Para resolver estos casos, es necesario tener bien claro el pro-
ceso seguido en el cdlculo y graficacion del cuadrado de la
suma de dos niimeros naturales (Ver la pag. 95). Ademas, es
indispensable explicar la descomposicién de la potencia dada
(area de un cuadrado) en sus respectivas unidades cuadra-
das. Ejemplo: La junta directiva de la accién comunal de
una vereda consiguié un lote de terreno, para la construc-
cion de su sede. El area del lote es de 625 m?. ;Cuanto mide
de lado?

area = 625 m? = 6 Dm? 25 m?
lado =V/625
Solucion:

ler. paso. Separacion en periodos de 2 cifras, de derecha a
izquierda, en la cantidad subradical.

ler periodo [ 20. periodo

Dm? m?

V' 6 | 2

20. paso. Determinacién de la raiz cuadrada de la cifra que
constituye el primer periodo.

Dm? m? Dm

2
\/ 6 232Dm=20m—E},_

4 Dm?= 400 m?

m = 20 m

=2

3er paso. Se eleva al cuadrado la dimensién obtenida, para
determinar el area del cuadrado A,

l= 2Dm = 20m.
a 2Dmx2 Dm =4 Dm?
20m x20m = 400 m?

%0. paso. El 4rea obtenida (4 Dm?) se resta de los 6 Dm®
due se tenfan. Queda un resto de 2 Dm? que corresponden al
area de los dos rectangulos laterales (B y C).
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B |8
=
Dm? m2 Dm
/"6 2 % 20 m
A Flidi@
2 2 Dm®= 200 m?2

™

Como los lados del cuadro A son comunes a los de los
rectangulos B y C, se tiene que la longitud del lado del cua-
drado (2 Dm = 20 m) es la misma para el lado mayor de
cada uno de los rectangulos anteriores; entonces, 2 veces
la longitud del lado mayor de uno de los rectangulos es
4 Dm = 40 m.

Lo anterior ayuda a comprender el por qué, en la operacion

de radicacion, se duplica la raiz obtenida del primer periodo.

<« 40m >

e ———— ey

——— —————
4

50. paso. Conocida el area de los dos rectangulos

(2 Dm? = 200 m?) y el duplo de la longitud del lado mayor
de uno de los rectangulos (4 Dm = 40 m), se determina la
longitud del lado menor del mismo.

------ o e |
Dm? m? Dm [ L
v 2 :
-4 2x2Dm=4Dm; 4Dm=40m ] 1
oy !
J. |
1

2 Dm?= 200 m? -.= }
200 m2% 40m = 5 m~3§ |

20m 20 m. E
& 40m —

El cociente que se obtiene al dividir el resto (2 Dm? = 200 m’)
por la cifra que es el duplo de la raiz (4 Dm = 40 m), da la
medida del lado menor del rectangulo (5 m).
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Se analiza el segundo periodo (25 m?) y se observa que, en el
grafico, corresponde al area del cuadrado menor. Se determi-
na la longitud del lado de dicho cuadrado y se observa que
tal lado es comiin al cuadrado menor y a los lados menores
de los rectangulos: por tanto, corresponde a la misma longi-
tud.

6o. paso. Comprobada la exactitud de la medida del lado
comiun al cuadrado menor y a los lados menores de los dos
rectangulos, se procede a bajar el segundo periodo para
conformar la cantidad 225 m? (area de los dos rectangulos
(2 Dm? = 200 m?) mas area del cuadrado menor (25 m?).

ler. | 20. ; Es ahora cuando se

period. | period. aprecia y se justifica la

Dm? m? Dm | m separacion, nuevamente
/"6 | 25 | 5 en periodos de dos ci-
4 1 2x2=4; T fras, pero de izquierda a
= : o oa = g d-erecha; es decir, en sen-
1-2——-)2= 5 N 45%}(5 = onE tido contrario a la pri-
= iy ” mera separacion. Se apli-

ca lo comprobado en el
0 00 50. paso y se determi-
na asi la segunda cifra para conformar la raiz cuadrada
definitiva.
Se contintia normalmente la operacién como si fuera una di-
vision, esto es, al determinar la segunda cifra de la raiz (5),
aqueélla se multiplica por el numero formado por las cifras
4y 5 que determinaron las medidas de los lados de los dos
rectangulos y la del cuadrado pequefio. En esta forma
45 x 5 = 225 lo cual se resta de los 225 m2 que se tenian, y
no queda resto. Finalmente se observa que la raiz es 25 v,
POr no quedar resto, se trata de una raiz exacta.
Respuesta: V625 = 95, El lado del lote de terreno mide
25 m,
El siguiente ejemplo ayudara a apreciar la necesidad de ba-
Jar el 20. periodo de la cantidad subradical, antes de probar
la cifra que convenga para determinar la 2a. cifra de la raiz:
el area de un cuadrado es de 529 m? . ¢Cuanto mide un lado?

drea = 529 m? = 5 Dm? 29 m? Dm? m2 Dm m
lado =¥/529 Solucién: \/ 5 2 9] 2 3
-4
i 2 ! 9:4=3
1 2 9
-1 2 9
Respuesta: el lado del cuadrado es de23m. 0 0 0
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- Subconjuntos Observamos que cada elemento de M es también un ele-

mento de P. Decimos entonces, que M es un subconjunto

En una reunién hay un conjunto P formado por 8 personas,
de P y se simboliza asi:

a saber: Andrés, Bertha, Carlos, Dora, Enrique, Fernando,
Gilma y Horacio. Utilizando un diagrama podemos expresar
este conjunto en la siguiente forma:

McP

En general, dados dos conjuntos R y S, si todo elemento de
R es también un elemento de S, decimos que R es un sub-
conjunto de S, o que R esta incluido en S, o que R esta
contenido en S, y escribimos:

RCS

También podemos decir, en forma equivalente, que S incluye
a R, oque S contiene a R, y escribimos:

. §OR
Ejemplo: L = { Departamentos de Colombia b

=

—
BERTHA

T = { Departamentos de la costa norte de Colombia

L

ANDRES CARLOS

ﬁ FERNANDO
HORACIO \

ENRIQUE

Al considerar en P, el conjunto M de las mujeres: Dora, Ber-
tha y Gilma, la situacion grafica es la siguiente:

Partes de un conjunto

—Supongamos que en una escuela donde hay tres maes-
tros: Jorge, Amparo y Luis, deciden nombrar un conjunto
(subconjunto) de ellos para ir donde el Director a solicitar-
le permiso para organizar una semana cultural. Se presentan
las siguientes posibilidades:

Jorge, Amparoy Luis  van donde el Director

Jorge y Amparo van donde el Director
P Jorge y Luis van donde el Director
Amparo y Luis van donde el Director

< R Jorge va donde el Director

@ Amparo va donde el Director

ﬁ uis va donde el Director

Ninguno va donde el Director

‘ FERNANDO

Si escribimos M = {Jorge. Amparo, LuislL , vemos que to-

das la combinaciones anteriores son subeconjuntos de M, es
ecir:

HORACIO

ENRIQUE
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{ Jorge, Amparo, Luis } =McM

{ Jorge, Amparo } cM
{ Jorge, Luis ; cM
{ Amparo, Luis cM
r Jorge cM
1 Amparo i cM
{ Luis cM

- cM

Podemos ahora formar un nuevo conjunto, con todos los
subconjuntos de M. Tal conjunto se llama conjunto de PAR-
TES DEM y se denota P (M). Entonces,

P(M)={ " f.{ Jorge:?'.{ Amparo, ‘iLuisl ’{Jorge, Amparo}.}
[
<Jo

rge, Luis ;, {Amparo. Luis ] ., M
—Ivonne Alexandra y Frank Christian piensan visitar a su
amigo Fernando. Las posibilidades son:

Ivonne Alexandra y Frank Christian visitan a Fernando
Ivonne Alexandra visita a Fernando

Frank Christian visita a Fernando
Ninguno visita a Fernando
Si designamos H = r Ivonne Alexandra, Frank Christianl‘f
observamos que:
HCH

{ Ivonne Alexandra } =H
{ Frank Christian } CcH
{ ‘ cH
Por tanto,
B () ={ { } , { Ivonne Alexandra ;,{Frank Christian }. H}
—dJorge quiere ir a cine. Sus posibilidades son:

Jorge va a cine
Jorge no va a cine

Al llamar D = { Jorge } se tiene que:
PD)={4,D}
—Un ejercicio mas dificil, que los alumnos pueden resolver,
es hallar todos los subconjuntos del conjunto A ={a,b, c.d.

PA) = #,{a},{b}.{c}.{d}.{ab}.{ac]).{ad),
{b.c}, {b,d}, {c,d}, {a.b,c}. {a.b.d}.

{a,c.d } {bc.d}, A

Relacion de minorancia

Observamos en el ejemplo anterior, que cualquier subconjun-
to de A (incluyendo el mismo conjunto A), tiene menos o
igual nimero de elementos que A.
# tiene menos niimero de elementos que A
{a,c,d}tiene menos niimero de elementos que A
A tiene igual nimero de elementos que A
Al considerar los nimeros correspondientes a los subconjun-
tos de A, vemos que:
7 (#) es menor que # (A), es decir, 0 <~ 4
4({a}) es menor que #-(A), es decir, 1 < 4
7 ({a,c}) esmenorque 4 (A), es decir, 2 < 4
4 ({b,c,d!}) esmenor que 4 (A), es decir, 3 < 4
#F (A) es igual que 4(A), es decir, 4=4
El conjunto {0,1,2,3,4 } formado por todos los niimeros natu-
rales que son menores de o iguales a 4, recibe el nombre de
minorantes de 4; es decir, minorantes de 4 = {0,1,2,3,4}
En forma similar,
minorantes de 5 = { 0.1.2.3.4,5}
minorantes de 3 = {0,1,2,3 }
minorantesde 1 = { 0,1 }
minorantes de 0 = { 0 }

Esta relacion se indica con el simbolo < (menor o igual, o
minorante).

La relacion de minorancia, entre nimeros naturales, recibe
el nombre de relacién de orden aditivo.

Orden aditivo. Propiedades.
Propiedad reflexiva
Sabemos que para todo conjunto A, es cierto que A C A, de
donde se concluye que # (A)= 9 (A). Al tratar con nuiine-
ros naturales se tiene que:

0=0

T=9

318 <318
1079 =< 1079
47 << 47

¥ en forma general, si a es cualquier nimero natural

Esta propiedad recibe el nombre de propiedad reflexiva.
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Propiedad anti-simétrica.

No es dificil para el alumno entender que, si dos conjuntos
son subconjuntos uno del otro, entonces los dos conjuntos
son iguales.

Ejemplo:

A= { Paises de Centro América con canal interoceénico}
B = {Paises de Centro América cuyo nombre comienza con P }
Se observaque ACB y BCA; y por lotanto, A = B.

Un ejemplo mas general seria el siguiente:

X = {a,b,c} vy Y= {c, a, b}. Se observa claramente que
todo elemento de X es también elemento de Y y viceversa;
por lo tanto, como XCY y YcX, se concluye que X = Y.

L _ En igual forma, al considerar dos nimeros naturales, a y b,
donde a=b y b= a. se aprecia inmediatamente que a = b.
Es decir,

’*. sia <b y b= a, entonces,a = b

Esta propiedad recibe el nombre de propiedad gnti-simétrica
o antireciproca.

Propiedad transitiva

Finalmente, considerados tres conjuntos A, B y C, tales que

A= {a}. B = {a,b}y O {a,b,c}; se observa que ACBy
Bc Cydeaqui, se sigue que A =C.

Al considerar los niimeros se tiene:

= 2 v 2= 3 => ] == 3
Considerando otros casos particulares, vemos que:

5= T y 7= 8= 5=<28§
4= 4 y 4<11= 4=<11
21 =22 y 22=30=21< 30

Generalizando, para tres niimeros naturales a, b Ve,

sia<bysi b<<c, entonces, a<<c

Esta propiedad recibe el nombre de propiedad transitiva.
El maestro debe presentar ejemplos suficientes hasta logral
que los alumnos comprendan bien el concepto de “minor _
tes de”.

Como ya los alumnos saben que la expresion ACB es eq ;’i'
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H(A) <4B)y # (B) < # (C)=> 4 (A) £ 4(C) esdec?.__
Eﬂ_lma reunion de
aMigos, se hallan:

» a?;‘_'a. Gloria,
==Cll1g y
mmilio.

valente a decir que B 2 A, no sera dificil para ellos compren-
der que:

Como 2 = 3, entonces, 3 es mayor o igual que 2, lo cual se
puede abreviar escribiendo 3 =2.

Otros ejemplos pueden ser los siguientes:
b= 5
8=10=10= §

23 =T70<=="70 =23

X = Y@sz

El conjunto formado por todos los nimeros que son mayores
de o iguales a un nimero dado X, recibe el nombre de ma-
yorantes de X . Asi:

Mayorantesde5 ={5,6,7,8,9,... }
Mayorantes de 10 = {10,11,12,13, ... }
Mayorantes de 0 = ‘{ 0:1.2.3 }

El maestro puede hacer notar que el conjunto de minorantes

de un niimero es finito, mientras que el conjunto de mayo-
rantes es infinito.

k. Sustraccién

gll ?lumno esta ahora en capacidad de comprender, a través
e
dos nimeros naturales. Para afianzar esto, vamos a conside-

Tar una nueva operacion entre conjuntos, llamada comple-
Mmento.

08 conjuntos, la operacién de suslraccion o resta entre

Ugo, Dora,

2
A

Emilio

Cecilia




En un momento dado, Cecilia y Emilio se retiran. Quedan
en la reunion: Gloria, Hugo, Dora y Mayra.

Cecilia

Se distinguen dos subconjuntos de A, a saber: B y C. El§
conjunto C se llama el complemento de B con respecto de
A yv se denota: A—- B = C y se lee A menos\B es igual a C;

(se observa que BCA).
Si tomamos los nimeros respectivos, tenemos ahora una si:
tuacion que se llama sustraccion o resta, o sea:

4 (A) - #-(B) = #-(C)
6~ 2 = 4 (=6

Esto se lee: seis menos dos es igual a cuatro.

Otros ejemplos son los siguientes:

5- 3= 2 (3= 5)
7- 7= 0 (1= 7)
11- 8= 3 (8=<11)
70-50 = 20 (50 <70)

En general, podemos concluir que:

Si b<<a,=>a- bes un numero natural

El maestro hara observar que la expresion:
5- 3 = 2 es equivalentea 5=2 + 3
16 - 6 10 es equivalente a 16=10 + 6

45 - 30 15 es equivalente a 45=15 + 30, etc., y pof
tanto, en forma general,

a-b = cesequivalenteadecira=c+ b
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Y se lee: &
naturales, ¢

g Telacion

El elemento a se llama minuendo; b se llama sustraendo y
¢ se llama diferencia. Es necesario afianzar estos conceptos,
asi como el calculo operatorio de la sustraccion, a través de
multiples ejercicios, tomados en lo posible, del medio natu-
ral y con base en datos reales.

Eje’mplo: Ana le dio a Pedro cierta cantidad de dinero. Ella
tenia 2788 y ahora tiene 173$. (Cudntos pesos le dié Ana a
Pedro?

1733 + x$ = 278% Comprobacion
= X3§ = 278% - 173% 1738
= X$ = 105% + 105%
278%

Respuesta: Ana le dio a Pedro 105$

I. Orden multiplicativo

El concepto de la relacién ser un multiplo de o su equiva-
lente ser un divisor (o factor) de es bastante conocido y tra-
jinado por los alumnos en los afios anteriores. Es facil, por
lo tanto, comprender que si a es multiplo de b, entonces
existe un nimero natural ¢, tal que a = b.c. Ejemplos:

40 es ml;ltiplo de 8, ya que existe 5, tal que, 40 = 8 x 5
60 es multiplo de 10, ya que existe 6, tal que, 60 = 10 x 6

40 no es miiltiplo de 12, ya que no existe un numero natu-
ral x, tal que 40 = 12. X; pues si escogemos X = 3, vemos
que 12x 3 = 36; 36 <40 -

S_i tomamos X = 4, se observa que 12 x 4 = 48; 48 = 40. Es de-
Clr_. X tiene que ser un nimero entre 3 v 4, vy tal nimero no
€Xiste en los naturales.

P . . B -
1 Oli convencion, y con el fin de abreviar, usaremos el simbo-
OL. Los ejemplos anteriores se presentan ahora como:

40 L 8

60 L 10

40 V12
En Eenera]:

ILL b, si existe ¢ € IN, tal que, a = b.c

es miltiplo de b; si existe €, que pertenece a los
al que, aesigualab x c.

Bs f4c; p
7 1l ver que la relacién L, entre nimeros naturales, es

de orden; es decir, se cumplen las propiedades:
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Reflexiva: a L a (aes miltiplo de a)

Antisimétrica: Sial b; ysi bl a, entonces a = b (si a es
multiplo deb y sib es miltiplo dea, entonces, a es igual ab).
Transitiva: Sial_bysibl ¢, entonces, al c.

(Si a es miiltiplo de b y si b es miltiplo de ¢, entonces a
es multiplo de c). '

Il. Division
Estamos ahora en condiciones de presentar la operacion de
DIVISION entre dos niimeros naturales.

El proceso puede ser explicado utilizando los conjuntos (pro
ducto cartesiano), pero consideramos que el nivel de los
alumnos le permite trabajar en forma abstracta.

La division surge del problema b. X = a; (b % 0), donde &
y @ son numeros conocidos, y ¥ desconocido. El niimero a
se llama dividendo, y b divisor y X cociente. Esta operacion
se plantea en las formas siguientes:

(X esigual a a dividido por (o entre) b)

X=a:b
X =a/b \
x =2

y en su forma operatoria aparece como:

alb o tambien aIb
X ly

Propiedad clausurativa condicionada

Se observa que a L b, ya que de otra forma, el nimero
o sea el cociente, no seria un nimero natural. Por lo tante

[SiaLb(b+0), entonces (a: b) € N],

lo cual viene a constituir la propiedad clausurativa; pero, ¢
mo esta limitada por la condicién a L b, se le conoce con
nombre de propiedad clausurativa condicionada.

Los alumnos conocen la multiplicacién v la relacion ser
multiplo de, por lo cual no es problematico para el maest
plantear y para los alumnos resolver problemas eleme il
les concretos y abstractos como:

—Si16 . X = 80; hallar el valor de x

—Pedro trabaja X dias y se gana 30% por dia. Si al final
ne 1508. {Cuantos dias trabajo en total?
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Una forma sencilla de resolver divisiones, consiste en usar
restas y sumas consecutivas.

A titulo de informacién presentamos el siguiente ejemplo:

40l] 5
5 I+1+1+1+1+1+1+1 =8
35
-5
30
=
35
5
20

o también:

' - T
Sl on S en ol

Aunque divisiones como 41 : 7, no tienen solucion dentro de
los naturales, es costumbre presentarlas, por razones de tipo
practico y como forma de efectuar un tipo especial de calcu-
lo operatorio.

Se observa que el nimero mayor entre los que, multiplicados
por 7, se acercan (por debajo, es decir, por defecto) a 41, es
el 5; (6 x 7 = 35). La diferencia entre 41 y 35 o sea 6, se
llama el resto o residuo de la division.

Las divisiones donde el resto es cero, o sea las VERDADE-
RAS divisiones en IN, se llaman divisiones exactas, mientras
que a todas las demas se las denomina divisiones inexactas,
no exactas, con residuo, o enteras.

El proceso de divisién ya se ha planteado en guias anteriores
(Anexo, Guia de 20. grado; folleto Matematica, Guia de 4.
€rado) por lo cual no lo explicaremos aqui. Solamente dare-
mos los siguientes ejemplos:

¢Cual es el nimero que multiplicado por 31, es igual a 5272

X .31 = 527
= X =527:31 527 | 31
31 17
217
-217
0

Division exacta
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Respuesta: x = 17




Efectuar la siguiente division: 593 628 : 17
- 593628 |17
-51 34919

Division con residuo

La divisién por cero

0:x (x #= 0)
Ejemplos: 0 | 5 0 | 21 0 E
0 0 -0 0 -0 0
0 0 .0

Se observa que cuando se divide 0 por cualquier numero
X ¥ 0, se obtiene como cociente, 0; 0 £ IN. Por lo tanto, esta
es una division verdadera en IN. ¥

0500

Ejemplos: 0 IO_ 0lo_

00 0 1
0 0

Se observa que al dividir 0 por 0, el cociente puede ser cual
quier numero natural. Por tanto, es correcto decir que 0%
es igual a 0, 0 a 50, 0 a 45783, etc. Esta situacion recibe
nombre de INDETERMINACION.

X =0 (x+=0)

Ejemplos: 3 IO_
s

Si recordamos que a:b = ¢, significa que, a = b.c,

0, significa que, 3 = 0 x 0, lo cual es falst
3:0= 1,significaque, 3 = 0x 1, lo cual es fals
3:0= 3,significa que, 3 = 0 x 3, locual es fal
3 :0 = 596, significa que, 3 = 0 x 596, lo cual est

De lo anterior se deduce que esta division carece de ser
¥ por consiguiente no se puede DIVIDIR POR CERO.

entonces, 3:0 =
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m. Division de un segmento en n (n € N, n= 2)
partes congruentes.

—En la pagina 49 hemos indicado la forma de dividir un
segmento en 5 partes congruentes. Para enfatizar, presen-
tamos de nuevo ese proceso, para dividir un segmento A B
en 7 partes congruentes:

Por el extremo A, se traza una
semi-recta que forme con

fr———y ~

A B un angulo agudo.

A
Sobre la semi-recta A C, y a
partir de A, se trazan 7 seg-

mentos congruentes.
W

i
L}

A

Se traza el segmento VII-B, y por los puntos I, II, III,
IV, v, VI, se trazan paralelas a VII-B, quedando asi el
Segmento AB dividido en 7 partes congruentes.

A\
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—Otra manera de efectuar esta division es la siguiente: por
los extremos A y B, se trazan sendas semirrectas paralelas:
sefialando con la misma unidad de longitud 6 divisiones
congruentes, se unen los puntos tal como se indica en el
dibujo, lograndose asi el resultado pedido:

\

)

Este método (o el anterior) permite dividir un segmento
cualquiera (limitado) en n partes congruentes.

B. UNIDAD DOS
NOCIONES SOBRE TEORIA DE NUMEROS

‘Objetivo general

Orientar el proceso ensefianza-aprendizaje a fin de que
alumno adquiera habilidad para identificar, interpretar ‘
expresar grafica y simbolicamente los elementos que const
tuyen la interseccién entre dos o mas conjuntos, v transferi
esta nocion al campo de los naturales, en la determinacié
del maximo comiin divisor v del minimo comiin multiplo.

Objetivos especificos

El alumno debe ser capaz de:

—Demostrar habilidad para identificar los elementos q

constituyen la interseccién entre dos o mas conjuntos
dos.
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—Aplicar correctamente los diversos criterios de divisibilidad
en los calculos propuestos.

—Determinar con precisiéon el conjunto de los divisores de
un numero dado y destacar las parejas de factores que
constituyen dicho nimero.

—Demostrar habilidad en la determinacién de nimeros pri-
mos y compuestos.

—Demostrar habilidad para descomponer un nimero en sus
factores primos y expresar éstos, como factores potencia-
dos.

—Determinar con precisién el m.c.d. y el m.c.m. de dos o
mas numeros dados.

1. Interseccion entre conjuntos

Utilizando el referencial uno,como universal, el maestro pide
a un alumno colocar sobre una mesa el conjunto formado
por las figuras de color amarillo y encerrar con un cordon
los elementos de este conjunto. Pide luego a otro, coloecar
sobre la mesa el conjunto de los triangulos y encerrarlos con
un cordén. A continuacién, promueve una discusion para




que los alumnos opinen sobre las caracteristicas de los dos
conjuntos y de otros posibles conjuntos que observen. Algu-
nos hablardn probablemente de la unién, como el conjunto
formado por las figuras amarillas y los triangulos. Otros di-
ran que no estian en esos conjuntos los discos rojos, etc. Lo
mas importante de esta practica es lograr que los alumnos
observen el conjunto formado por los triangulos amarillos, o
sea, los elementos que estin simultaneamente en los dos con-

juntos.

El conjunto formado por los triangulos amarillos, se llama la
INTERSECCION entre el conjunto A de las figuras de co-
lor amarillo y el conjunto T de los triangulos. Esta expresion
se denota:

ANTyselee: La interseccion entre A ¥ T o la interseccién
deAconT,o simplemente A interseccion T.

Otros ejemplos mas abstractos, pero que los alumnos podran
entender sin dificultad son los siguientes:

Sea ‘U, el conjunto de las letras de nuestro alfabetg;
A, el conjunto de letras de la palabra loma = { lLoia, m, 1
B, el conjunto de letras de la palabra mano = { n, o, m, a. }

f. 9 c
2 e A d h
i
k B i
q
p
-
s
u
v
w X z
y
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Sea'l={0,1,23,4,5,6,7,8,9)
={0,1,2,3,4,5}
{0,2,4,6,8}

MON ={0,2,4}

Sea'l={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)}
P={012)
Q=1{0,1,23,4,5}

W
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Sea'l={0,1,23,4,56,78,9)
D={0,1,2}
E= {34,567}

W

DNE = { }= @ 5\

Se puede ahora, definir la interseccion entre dos ‘conjuntos
A y B de un referencial dado, como el conjunto que posee
los elementos comunes de A y de B, y se escribe ANB.

2. Afianzamiento sobre criterios de divisibilidad

Como dichos criterios facilitan el trabajo de esta unidad,
requiere de los alumnos la habilidad para aplicarlos adecu
damente en la realizacién de ejercicios v problemas.

Ejemplos: a) Analizar por qué nimeros es divisible 41520
b) Analizar por qué numeros es divisible 2520
¢) Un truco aritmético (1)

—Pedir a los alumnos que escriban en sus cuadernos, un
mero cualquiera de tres cifras;

(1) Adaptacién de “El divertido juego de las matematicas” Y. Perelmai
pags. 15, 16 v 17.
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—Escribirlo nuevamente a continuacion, de tal manera que
se forme uno de seis cifras;

—dividir por 7 la cantidad obtenida;
—dividir por 11 el cociente obtenido;
—el resultado anterior, dividirlo por 13;
—solicitar el resultado.

Con esta base, el maestro o cualquier alumno que presente
el truco, puede decir cual fue el nimero (de 6 cifras) con-
formado inicialmente por cada alumno.

3. Multiplos de un nimero

Es facil construir tablas como las siguientes, que permiten
lograr algunos de los multiplos de un nimero dado, va que
este conjunto es infinito. Para eso se escriben, a partir de 1,
los nimeros en fila, siguiendo el orden natural, hasta el ni-
mero del cual se necesita averiguar sus multiplos.

La ultima columna constituye el conjunto de los muiltiplos
del citado mimero.

Ejemplos: muiltiplos de 7

1 2 .3 4 5 6487

8 9 10 11 12 13 |14
15 16 17 18 19 20 |21
22 23 24 25 26 27 |28
29 30 31 32 33 34 |35
36 37 38 39 40 41 |42
43 44 45 46 47 48 |49
50 51 52 53 54 55 |56

Muiltiplos de 3

bt et
WO ~J =
e
W = 00 U1 b
[y
TN O W
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Una aplicacién importante se observa en la siguiente tabla
que permite, utilizando el concepto de interseccién, determi-
nar los miltiplos de 6, conociendo los de 2 v los de 3.

I 2 3 4 5 b 8 9 10

!1}}%3 1w s’ e ;79 20
2" 22 235 29@

Miitiplos de 2

26 27 28

3 32 33 34 35 @ 37 3@ 3 a0 = Miitiplos de 3

O Mdltiplos de 6

9| 92 93{95 S? o8 99 100

(miltiplos de 2) N (multiplos de 3) = (multiplos de 6)

%

4. Numeros primos Yy compuestos : ,

En Ia Guia de 4o. grado se inicié6 el tratamiento referente a
numeros primos ¥ compuestos, tema que se amplia a conti-
nuacion.

El maestro puede pedir a los alumnos que hallen el conjun-
to de los divisores de un nimero dado. (Dicho conjunto es
finito).

Ejemplos:
divisoresde 1 = { 1 }
divisoresde 4 = {1,2 4 }
“divisores de 13 = { 1,48 ;
divisoresde 48 = {1,2,3,4,86,8, 12,16, 24, 48
divisores de 53 = {1, 53 }

Se observa que:

(divisores de 4) N(divisoresde 48) = {1,2, 4 |

(divisores de 13) N (divisores de 48) = { 1 )

(divisores de 13) N (divisores de 4) = { 1}

Los nimeros como 4 v 13; 48 y 13, que sélo poseen a 1
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mo divisor comin, reciben el nombre de primos relati-
v0s 0 primos entre si.

Otros ejemplos pueden aclarar mejor este concepto:

divisores de 15 = { 135 15}

divisoresde 8 = {1,2, 4,8}

(divisores de 15) N (divisores de 8) = { 1} ; por lo tanto, 8 v
15 son primos relativos.

Divisoresde7 = {1,7 }

(divisores de 7) N (divisores de 8) N (divisores de 15) = {1};
por lo tanto 7, 8 y 15 son primos entre si.

Divisoresde 12 = { 1,2, 3, 4, 6, 12}

(divisores de 12 N (divisores de 15) = {1,3 } : por lo tanto
12 y 15 no son primos relativos.

a. Proceso para saber si un nimero es primo

1) La forma universal bara encontrar los primos comprendi-
dosentrelyn (n €IN)esla conocida como criba de Eratds-
tenes (ver Guia 4o. grado).

2) Por criterios de divisibilidad:

Si un nimero es multiplo de 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc., enton-
Ces no es primo.

Ejemplos:
a) 453892 no es primo, va que tiene, por lo menos, 3 di-
visores: { 1; 453892y 2.
b) 585735 no es primo, va que tiene, por lo menos, 3 di-
visores: { 1; 585735y 5 ).
c) 9870630 no es primo, va que tiene, por lo menos, 5 di-
visores: { 1; 9870630; 2; 5; 10}.

3) Por extraccién de la raiz cuadrada:

—

Se extrae la raiz cuadrada del numero. Si es exacta, enton-
Ces no es primo; si no es exacta, se divide el nimero da-
do por los pPrimos menores que la rajz. Si es divisible por
alguno de ellos, no es primo; si no es divisible por ningu-
No de ellos, entonces es primo.

Ejemplos: a) ¢Es 121 primo?

\/ 121 | 11 ; como su raiz es exacta,
-121 entonces 121 no es primo.

0
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b) (Es 187 primo?

d) (Es 1021 primo?

\ 187 | 13 \V 1021 |31
-100 | 23x3 -900 61x1
87 121 como su raiz no es exacta, se divide 1021
-69 61 por los primos menores que 31, osea: 29,
18 60 23,19,17,13,11, 7, 5, S
Como su raiz no es exacta, se divide 187 por los primos
menores que 13, osea: 11,7, 5, 3, v 2. 1021 I& 1021 |23 1021 lli
-87 35 92 44 -95 53
187 | 11 151 101 i |
A1 17 ... 2 i
_?7 6 9 14
= 1021 | 17 1021 ]13 1021 | 1
5 -102 60 91 78 -99 92
187 no es primo, pues tiene por lo menos 3 divisores: 01 111 31
1;187y 11 ' -0 -104 -22
1 B )

c) (Es 1027 primo?

1021 no es divisible por 7, ni por 5, ni por 3, ni por 2
(aplicar criterios de divisibilidad) v por lo tanto 1021
€s un nimero primo.

{

Suraiz noes exacta; entonces se divide 1027
por los primos menores que 32, osea: 31, ‘
3 29, 28,19, 17, 13, 11, 7, 5, 3.9

1027 ]31 1027 | 29

1027 |23

4) Por la relacién de minorancia:

Se empieza a dividir el nimero dado por los primos 2. 3,
5, 7, 11, etc., hasta encontrar un cociente que sea mino-
rante ( =) del divisor. Si esto ocurre, el nimero es primo.

93 33 87 35 92 44 iEs cla!-o que si en alg.‘ﬁn momento la division es exac-
97 157 107 a, el mimero no sera primo).
-93 -145 -92 Ejemplos:
4 12 15
) a) (Es 1021 primo?
1027 [19 1027 |17 1027 |13 _ 1021 | 2
95 54 102 60 91 79 210 510 510 =£ 2 (510 no es minorante de 2)
77 07 117 02
76 =0 117 2
1 7 0 01
-0
1027 no es primo, va que tiene como minimo -1_

tres divisores: 1; 1027 v 13.




1021 l 3

92 340
12
12

1021 |5

-10 204
02
-0
21
-20
1

1021 | 7
-1 145
32
-28

41

-35

1021 |11

99 92
31
29
9

1021 | 13

91 78
j i ]
-104

W

1021 | 17
102 60
01
-0
1
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340 <3

204<£5

1457

92 £ 11

78 <13

60 5= 17

(340 no es minorante de 3)

(204 no es minorante de 5)

(145 no es minorante de 7).

(92 no es minorante de 11)

(78 no es minorante de 13)

(60 no es minorante de 17)

1021 |19

-95 53
71
-57
14
1021 | 23
92 44
101
-92
9
1021 | 29
-87 35
151
-145
6
1021 | 31
93 32
~ o1
-62
29
1021 | 37
-4 27
281
-259
T 22

53419

4423

35 %29

32=£31

27 =37

(53 no es minorante de 19)

(44 no es minorante de 23)

(35 no es minorante de 29)

(32 no es minorante de 31)

(27 es minorante de 37)

Como aparece un cociente que es minorante del divisor,
entonces 1021 es un numero primo.

b) ;Es 53 primo?

53 | 2
4 26 ; 262
13 *
<12

1

Lz -

53 |3 53 | 5
8 17; 173 5 HF;m$m
23 03
=21 -0
2 E

7 ; 7= 7 Como aparece un cociente, minorante del

divisor, entonces 53 es un nimero primo.
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b. Descomposicion de un nimero en sus factores primos Descomponer 2700 en sus factores primos:
Sabemos que si un numero es compuesto, puede expresarse 2700 | 2
como el producto de dos factores. Ejemplos: 1350 | 2
40 = 5x8 675 | 3
60 = 10x6 22513 2 ado 2
= 2x2x3x3x3x5x56 = 22x3%x5
100 = 25x4 763 — 2700 = 2x2x3x
64 = 8x8 2515
Si seguimos este proceso con los factores compuestos, hace- 5|5
mos una descomposiciéon total de un nimero compuesto en :

sus factores primos. Al considerar los ejemplos anteriores, |
se tiene:

5. Maximo comun divisor

Consideremos los niimeros 12 v 15. Sabemos que divisores de
12 = {1,2,3,4,6, 12} vy divisores de 15 = {1, 3, 5, 15}.
Ahora, (divisores de 12) N (divisores de 15) = {1, 3}; es de-
cir, {1, 3} es el conjunto de divisores comunes de 12 y 15.

40 = 5x8 = 5x2x4 = 5x2x2x2 = 2x9x9x5 — 23x5

60 = 10x6 = 2x5x6 = 2x5x2x3 = 2x2x3x5 = 2%x3x5
100 = 25x4 = 5x5x2x2 = 2x2x5x5 = 2252

64 = 8x8 = 2x4x2x4 = 2x2x2x2x2x2 — 25

Dentro de estos divisores comunes, el mas grande o maximo
" de ellos es 3. Decimos entonces, que el divisor comin méaxi- *
mo o el mdximo comiin divisor de 12 v 15 es 3.

El proceso mas conocido para descomponer un numero en
sus factores primos, es el de dividir el numero por 2, tantas
veces como sea posible; luego el cociente se divide por 3.

Asi, escribiremos:

tantas veces como se pueda, etc., hasta que quede 7lal final. m.c.d (12,15) = 3 (el maximo comuin divisor de
Los siguientes eJjemplos son mas claros que cualquier expli- | (o entre) 12 y 15 es 3).
cacién: Div. 12 '
Div. 15 )
Descomponer 84 en sus factores primos: Graficamente:

84| 2

42| 2 2

21| 3 = 84 = 2x2x3x7 = 2 x3x7-
2 1

1

Divisores de 36 = { 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 ;
divisores de 48 = { 1,2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48 )
Div. 36 Div. 48

Descomponer 640 en sus factores primos:

640
320
160
80
40
20
10
)

i

=> 640 = 2x2x2x2x2x2x2x5 = 27x5

UII\DM[\DI\D[QMI\D

ivisores de 36) N (divisores ded8) = {1,2,3,4,6,12 }
Mtonces, m. ¢. d. (36, 48) = 12.
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- . .c.d. (60, 75).
Procesos para hallar el m. ¢. d. de varios numeros Hallar m. c. d. (

, 60 | 2 75| 3
Siempre es posible hallar el maximo comin divisor de dos j§ 30| 2 22 g
0 mas numeros por el método anterior, o sea hallando todos 15| 3 .
los divisores comunes (la interseccion de los divisores) y to- 515
mando de ellos el mayvor (maximo). Pero este método es un 1

poco tedioso cuando se trata de nimeros bastante grandes.
Para resolver este problema existen dos formas conocidas: |

una, por descomposicion factorial; v la otra, por divisiones
sucesivas.

m., c.d. (60, 75) = 3.5
m. c. d. (60, 75) = 15

Obsérvese que no consideramos el 2, porque no es factor de
75. (No es un factor comun a 60 y 75).

Hallar m. c. d. (60, 80, 90)

1. Elm. c. d. por descomposicién factorial

Ejemplos: Hallar m. c. d. (36, 48)

36| 2 60| 2 80 )] 2
18| 2 301 2 40| 2
913 = 36 = 2x2x3x3 = 22x32 15| 3 20| 2
S A 5|5 10| 2
1 1 215
1

48 | 2
24| 2 90 | 2
12| 2 = 48 = 2x2x2x2x3 = 2%x3. - 45 | 3

e : 15| 3

313 515

1 1

m. c. d. (60,80,90) = 2.5
m. c. d. (60, 80,90) =10

En este ejemplo vemos que en ambas descomposicione
aparece 2 como factor primo comun; en 36 esta como 22 v en
48 como 2*. Para determinar cual de los dos factores primaos
comunes debe tomarse, conviene hacer que los alumnos esta
blezcan la relacién que existe entre unos v otros; asl, entr
2% y 2%, sabran que 22 es divisor de 2%, en tanto 2 no lo &
ni lo puede ser, de 22, entre naturales.

2. El m. c. d. por divisiones sucesivas

Esta forma, presentada por Euclides en su obra “Los Ele-
mentos”, consiste en dividir el niimero mayvor por el menor.
Si la divisién es exacta, el nimero menor sera el m. c¢. d.
Por tanto 2% es divisor comiin de los nimeros dados v es € Ejemplo: hallar el m. c. d. (225, 25).

factor primo comiin que se selecciona. Lo mismo sucede col

: : g 225 | 25
el 3 como factor primo comun: en 36 esta 32 v en 48 com 295 9
3 = 3! por tanto se toma 3!, 200

El producto de los divisores Primos comunes con su men

=>m.c.d. (225, 25) = 25
exponente, es el m.c.d. : - = .
Si la division no es exacta, se divide el divisor por el resi-

Y0 (el divisor pasa a ser dividendo y el residuo, divisor).
¢ continda este proceso hasta encontrar una divisién exac-

ta. g ultimo de los divisores, sera el m, c. d.

Asi, el m. c. d. (36, 48) = 22, 3!

m.c.d.(36,48) = 4 . 3
m. c. d. (36, 48) = 12
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Ejemplos: multiplos de 3

Hallar el m. c. d. (5830, 1020) multiplos de 4

(Multiplos de 3) N ( Miltiplos de 4)

; (Miltiplos de 8) N (Multiplos de 4) = {12, 24, 36, 48, ...}
== m. c. d. (5830, 1020) = 10 Este es el conjunto de los multiplos comunes, de los cuales
el menor es 12.

ok

Se dice entonces que este nimero (12), es el multiplo comun
Hallar el m. c. d. (75, 240) minimo o el minimo comin multiplo de 3 v 4. Para abreviar
240 | 75 75 1 15 : la escritura se escribira:
2256 3 =Ib 5 == m. c. d. (75, 240) = 15888 m.c.m. (3,4) = 12
15 0

Logicamente se observa que el m. ¢. m. de dos 0 mas niime-
f0s, tiene que ser mayor o igual que el mas grande de ellos.

6. Minimo comun multiplo

Por ejemplo: m. ¢. m. (3,4) tiene que ser = 4

m.c.m. (12,21,75) » » » =175

Los alumnos saben que el conjunto de los multiplos de u m. c. m. (16, 16) " nom =16
nimero es un conjunto infinito. m.c.m. (12,24) o w om =04
Asi: miiltiplosde 3 = { 3,6,9,12,15,18...} m. c. m. (54, 60) i el gD

miiltiplosde 4= { 4,8,12,16,20,24...}
multiplos de 11 = {11. 22,33, 44, ...}
Ahora van a determinar los multiplos comunes de dos o m

nti‘mt-aros; vde ello‘{s, el miltiplo menor. Ejemplo: A formas mas YEtales para hellin ol o to. Gttt
multiplos de 3 = : 3,6, 9,12, 15, 18, 21, 24, 217, 30, 33\' 36 '.‘."'s Nlimeros, son: por medio del m. c. d. v por descomposi-
multiplos de 4 = 14, 8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, o f Hion de los nimeros en sus factores primos.
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P'°CESOS para hallar el m. ¢. m. de varios nimeros
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1. El m. c. m. por descompoesicién factorial
Ejemplo: hallar el m. ¢. m. (54, 60)
Paso 1: se descompone 54 v 60 en sus factores primos.

54 ]2 60 | 2 54 = 2 x3°
27 |3 30 |2 ::{60=22x3x5
9|3 15

33 515

1 1

Paso 2: el mimimo comiin multiplo de 54 v 60,

a) debe tener como factores a 2 v a 2? (va que por ser muil-
tiplo de 60, tiene que ser divisible por 4). Como 22 es un
miiltiplo de 2, (6 22 contiene a 2) se toma 22:

b) debe tener como factores a3y a3’ (va que por ser mul
tiplo de 54, tiene que ser divisible por 27 6 33). Como 33
es un multiplo de 3 (6 3° contiene a 3) se toma 33:

c) debe tener a 5 como factor (va que por ser. multiplo de
60, tiene que ser divisible por 5), es decir, se toma 5:

Paso 3: se forma el producto de los factores escogidos en 2a),
2b) v 2c¢); este producto sera el m. c. m. (54, 60).

m. c. m. (54, 60) = 22x3°x5= 4x27x5 = 108x5 = 540

1

=—| m. c. m. (54, 60) = 540

Hallar el m.c.m. (50, 120, 150)

Pasol: 502 120]2 1502 50 = 2x5°
2515 60 | 2 75 13 :—\_,,{120 = 3
5|5 30| 2 25 |5 150 =
1 15| 3 5|5

5|5 1
1

Paso 2: a) Se escoge 23
b) Se excoge 3
c) Se escoge 52

Paso 3: m.c.m. (50, 120, 150) = 2°x3x52

8 x3x25
= 600

=

m.c.m. (50, 120, 150) = 6@

Con la realizacién de muchos mas casos similares se 11€
deducir que el m. ¢, m. de varios numeros se obtiené
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componiendo éstos en productos de factores primos, y calcu-
lando el producto de los factores comunes ¥ no comunes ele-
vados a sus mayores exponentes:

(Casos particulares

a) Cuando uno de los niimeros es multiplo del otro

Es facil observar que si uno de los nimeros es multiplo del
otro, v.gr. 60 v 20, (60 es muiltiplo de 20), entonces €se nu-
mero es también el minimo comiin multiplo.

m.c.m. (60, 20) = 60

b) Cuando dos niimeros son primos entre si (primos relativos)
Tambi{en. si dos numeros son primos entre si, como 8 v9
8=2"y9 = 3% elm. c. m. de ellos es igual al producto
de los mismos,
m.c.m. (8, 9) = 2%x3% = 8x9 = 79
2. El m.c.m. por medio del m.c.d.
Ejemplo: Hallar m. ¢. m. (54. 60)
Paso 1:
Se multiplican entre si los numeros 54 v 60.
54x60 = 3 240
Es logico que 3 240 es multiplo comin de 60 v 54:
Paso 2:
—dividimos 3 240 por 2; se obtiene 1 620 que es un multiplo
comin de 60 y 54:
—dividimos 3 240 por 3; se obtiene 1 080 que es un milti-
plo comiin de 60 v 54:

—dividimos 3 240 por 6; se obtiene 540 que es un miultiplo
comin de 60 v 54.

0_b§érvese que hemos dividido 3 240 por numeros que son
divisores comunes a 54 v a 60. Los resultados asi obteni-
08 son claramente multiplos comunes de 54 v 60,

Es logico que al dividir el producto de 54x60, por el maxi-
Mo de los divisores comunes, es decir, por el m.c.d. (54, 61).
5€¢ obtiene el minimo de los muiiltiplos comunes, es decir.
m_(-.‘!n. (54. 60] = 54 x 60 324‘2)

med i) — g = 540

CO?‘ la realizacién de otros casos similares se llega a gene-
Falizar e m.c.m.{a,b) ==2.5___
S T m.c.d.(a.b)

€ Puede
P fuen oo
Slemp) .

treg pe

I presentar problemas interesantes donde se apli-
conceptos de m.c.d. v m.c.m. Veamos algunos

'Sonas desean repartir 180 libros, 240 juguetes v
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$ 360 respectivamente, entre cierto nimero de ninos, en tal
forma que cada uno reciba un niimero exacto de libros, ju-
guetes v pesos. ;Ciual es el mayor nimero de nifios que
puede recibir este beneficio?

Este problema, como el maestro puede observar, se reduce
a encontrar el m.c.d. (180, 240, 360).

180 | 2 240 | 2 360 | 2
90 | 2 120 | 2 180 | 2
451 3 60| 2 90| 2
15| 3 30| 2 451 3

515 15| 3 15| 3
1 515 5|5
1 1

m.c.d. (180, 240, 360) = 2°x3x5 = 4x3x5 = 60
Respuesta: 60 nifios.

Dos barcos parten para un mismo lugar: el primero cada
10 dias y el segundo cada 8. ;Cuantos dias transcurren en
tre dos salidas simultaneas consecutivas?

Aqui el problema se resuelve, usando m. ¢. m.

82 10| 2 o .
42 5[5 ; |
2|2 1

1

m. c. m. (8, 10) = 23 x5 = 8x5 = 40
Respuesta: 40 dias.

Es posible visualizar este problema, valiéndonos de segmeé
tos de longitudes 10 v 8 respectivamente, asi: i

T — 40 dias

10 dias i 10 dias 10 dias | 10 dfas

8 dias B dias 8 dias 8 dias | 8 dias
‘ "

v

PRIMERA SALIDA JUNTDS SEGUNDA SALESS

-

140

C. UNIDAD TRES

SISTEMAS DE NUMERACION
Obijetivo general

Proporcionar experiencias que permitan al alumno compren-
der 1a estructura de diferentes sistemas de numeracién Vv ex-
presar correctamente cualquier nimero natural, en una u
otra base de agrupacion, atendiendo al valor posicional de
sus cifras.

Obijetivos especificos

El alumno debe:

—Comprender que desde tiempos primitivos el hombre, por
la necesidad de contar, intuvo la idea de numero, se inge-
nio la forma de expresarla por medio de simbolos v estruc-
turo sistemas propios de numeracion.

—Ser capaz de determinar el valor de posicién de las cifras
en el sistema de numeracién decimal v transferirlo a siste-

mas que adoptan otras bases de agrupacion diferentes de
diez.

—Expresar un numero, dado en base decimal, a otra base
cualquiera.

—Expresar un numero, dado en una base cualquiera, a base
decimal

1. Origenes de los sistemas de numeracién

E] hombl"e primitivo usé en un principio objetos para repre-
?emar numeros. Mas tarde utilizé expresiones como rayas o
}?;:::f (;n la§ paredes de Sus cavernas, cortes en la I.nafiera‘
implgm:n?:m;alelsl v delobjetos. etc. Taleg marcas sirvieron
i i el ot e

' podian contestarlas sefialan-

s . . . . -
R Marcas sin recurrir a la terminologia técnica: uno, dos,

N e tran
SOMmbreg
& Simp
_En v

scurso del tiempo, el hombre inventd sonidos o
(fonemas) pararepresentar los nimeros: v, finalmen-
olos abstractos (numerales) como los que hov se co-
N0s son familiares.
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Fue un gran paso del hombre cuando empezé a agrupar sus
marcas para comprenderlas con mayor facilidad pues, casi al
mismo tiempo, advirtio la posibilidad de establecer un con-
junto de reglas para la agrupacion de aquellas. El nimero
empleado como base para agrupar, tuvo alguna relacién con
un objeto fisico comun: asi, por los 5 dedos de una mano
surgio el 5 como grupo basico; en igual forma el grupo 10,
por los dedos de ambas manos v el grupo 20, por los dedos
de todas las extremidades. Las palabras “veintena” v “doce-
na” indican que no sélo 5 v 10 se emplearon como base en la
antigiiedad. .Al conjunto de simbolos v de reglas para combi-
nar estos simbolos v poder escribir cualquier nimero, por
grande o pequefio que este sea, se denomina SISTEMA
DE NUMERACION. El ntimero de elementos o simbolos que
se utilizan, recibe el nombre de BASE del sistema. Nuestro
sistema, del cual nos ocuparemos mas detalladamente en otra
parte de esta Unidad, recibe el nombre de SISTEMA DECI-
MAL o DECUPLO porque su base es 10, es decir, utiliza 10
simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) para escribir cualquier
nimero. En nuestro sistema, v en cualquier otro, funcionan
las operaciones (reglas) de adicion v de multiplicacién V por
lo tanto, para que se cumpla la propiedad idéntica‘. ‘deben
existir las identidades o modulos de la adicién v'de a mul-
tiplicac_ién respectivamente (0 v 1). Esto significa que en
cualquier sistema de numeracion, tienen que existir por lo me-
nos dos elementos v de aqui podemos concluir que la menor
de las bases es 2. Asi que, cualquier mayvorante de 2, puede:
servir de base para un sistema de numeracion. Tal situacié

nos permite afirmar que el conjunto de sistemas de numera:
cion es infinito.

2. Sistemas antiguos de numeracion

Es interesante mencionar algunos sistemas antiguos de nu
meracion, va que, ademdas del interés historico. es posible
compararlos con el nuestro v comprender mejor lo maravill 0

so de nuestro sistema decimal v la importancia del valor dé
posicion v del cero.

Sistema Egipcio

Este sistema tenia los siguientes simbolos:

| l Raya vertical
10 n Hueso
100 C‘) Cuerda arrollada (o rollo)
1.000 '8' Flor de loto
10.000 r Dedo apuntando
100.000 <1 Pez
1.0C0.C00 ‘ﬁ Hombre asombrado

Empleaban el numero 10 como base para agrupar v repetian
un simbolo hasta 9 veces.

Asi por ejemplo:

X 9292 2 nan 1)

.974 se escribia

L SR S O i
9 9 2

El significado de un simbolo de este sistema no se alteraba
aunque se cambiara el orden; lo esencial era que, en crilda.ca~
s0. el numeral representaba la suma de los nimeros indica-
dos por todos los simbolos utilizados. Por otra parte, en este
sistema no habia simbolo que representara el cero.

Comparando el numeral egipcio y el numeral decm}al posicio-
nal, nos damos cuenta de que los egipcios no tenian un sis-
tema posicional.

Sistema Babilénico

La numeracién babilénica tenia rudimentos fie ol
Un sistema de notacion posicional, va que el mis-

Mo simbolo se empleaba para representar dife- £ =ip
Téntes grupos de distinta cantidad, segin su po-

Sicion en el numeral. Para escribir todos los numerales em-
Pleaban solamente dos simbolos.

El simbolo que representa la unidad simple lo rep.etian hasta
Veces: no asi el que representa 10 unidades simples, que
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solo lo repetian 5 veces, porque el sistema era sexagesimal

(base 60),
Ejemplos: 1- § ,2.yy 3=YYY La=¥YYY 9. YY)
Y yvy
Yvy
0= <€ ,20-<< .50 € L 53- € €< Y YY
< < < g YYY
Y YY

De aqui en adelante, sélo utilizaban el signo que represen-

taba la unidad simple, para indicar valores posicional

es asi:

UNIDAD TERCER UNIDAD SEGUNDO UNIDAD PRIMER
ORDEN ORDEN ORDEN
| x 60 x 60 Il x 60 I
3.600 + 60 v |
3.661
Era muy dificil
entender la UNIDAD 2 QRDEN UNIDAD L*F ORDEN
escritura de
numeros grandes,
debido a que no vu Y YV V¥
existia el cero. Y v ( ( ;
Ejemplo: v Y vy
505 lo escribian asi: Y
8 x 60 25 x |
480 5 25
2505
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Enresumen, en este sistema se puede apreciar:

—que el nimero de simbolos no coincide con la base (tenian
dos simbolos v la base era 60);

—ausencia del cero:
—rudimentos de un sistema de notacién posicional.

Sistema Romano

Es uno de los mas raros que existe. Parece tener su origen
en un sistema de numeracion de base 5.

Utiliza 7 simbolos en su escritura, a saber:

1000
M

Valor 1 5 10 50 100 500
Simbolo I Vv X i 0 @ D

Algunos simbolos pueden repetirse hasta tres veces a la de-
recha v actuan como sumando. Ejemplos: VI; VII; VIII; XI:
DCC, v una vez a la izquierda, donde actian como sustraen-
do. Ejemplos: IV; IX; CD; XL. Este sistema carece del cero
v del valor de posicion; asi, en el niimero CXXX (130) cada
una de las X vale 10 a pesar de ocupar posiciones diferentes
en la escritura.

583 se escribe D 18 XXX 1
: l
500
50
30
3
I.974 se escribe lr CM L XX 1V
&y
1000 T
900
50
20
v
4
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Una raya horizontal colocada encima de un nimero aumen- el lugar que ocupa en la escritura. Le asigna un valor 10. ve-
ta mil veces su valor. ces mayor, a una cifra colocada inmediatamente 3 la izquie:-
D = 500x1000 = 500 000 da de otra, y 10 veces menor, a una situada inmediatamen.-
L = 50x1000 = 50000 te a la derecha de otra. Asi, en el nimero 555, el de la dere-
T = 50x1000 x 1000 = 50000 000 cha vale 5, el del centro 50 y el de la izquierda 500,

Ejemplo: 3 3 3 3

3
Sistema Maya z ¥
| 3x10°= 3x 1 = 3
3 1 = =<
El sistema vigesimal o de base VALORES | SIMBOLOS X102 e =L o
S M ) i} 3x103 3x10x10 300
: IXI0F= 3x10x10x10 3 000

cion americana originaria de I

Ejemplo:

]
I

I

i . 3x10* = b

Centro Ameérica (Guatemala), 07 = 3x10x10x10x10 = 3¢ 000
utilizaba el va}or de posicion ¥ X 4. Sistema octal o de base 8
parece que tenia el cero. Permi-
tia combm_ar solo’tres simbolos Para hacer amena Ia introduccidn
para escribir los nimeros: punto 10 —— e agrupacién. dist;
(-); guion ('); ovalo (@)- x ejemplo‘ la Siguiente leyenda:

& RN

60

100

180

i
conocer en Europa; v de ahi, a través de Espana, v/
(
sotros f
. e = (
Posee los 10 conocidos simbolos, 1lamados digitos;
razon, también se le conoce con el nombre de sist
mal o décuplo. Iéol‘ la noche 16l BhE
s = i e -
En nuestro sistema existe el cero v el valor de posic frenptarema mucho a
utilizado universalmente porque aporta una eviden e 1
- » - ¥ 0s
Ja para el calculo, tomar como base el nimero 10. d as de su planeta: de sus

y Qe 1
SUS mares de aguaroja, etc.

TO o, :
mj .
e ngeoi @ quien llamaremos RAGO, tenia algo muy
Cadg mao diferenciaba de nosotros, a saber: cuatro de-
O, pues carecia de pulgar. Le explicamos que
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Valor de posicion

También se le conoce como VALOR RELATIVO:
de comprender v se refiere al valor que una cifra H1€
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nuestro sistema de numeracion, utiliza diez elementos (debi-
do posiblemente a que tenemos 10 dedos en las manos). El, |
a su vez, nos planteé que en su planeta, el sistema usado te-
nia 8 como base (la explicacién es clara).

Al principio, nos fue dificil entendernos, pero al final pudi-
mos establecer un paralelismo entre los dos sistemas.

Sus ocho cifras eran un poco complicadas, pero para enten-
dernos, acordamos llamarlas: 0,1, 2 3, 4, 5, 6, 7,. Ellos te-
nian el cero y utilizaban el concepto de valor de posicién
como nosotros. Escribimos en paralelo los 16 primeros nu-
meros, asi:

Sistema Rago 10 11 12 13 14 15 16 17
b T

1

0123834567

e T T

A e e R 1

TSR T S A 1 R R
01234567 8 9 10 11 12 13 14 15
08

Decimal

Observamos admirados que 1
comportaban igual.

Nosotros escribimos de 0 hasta 9. Luego tomamos la primera®
cifra distinta de cero, o sea 1, v la combinamos en su orden,
con 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. para formar los numeros 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, v 19. Después tomamos el 2, 3
otra vez combinamos para formar 20,21, ..., 28 A Luego e
3, v asi sucesivamente, ’ ‘
RAGO, en igual forma, escribia 0,1,2,3, 4,5, 6, 7. A el
tinuacion tomaba el 1 y lo combinaba con 0,1, 2,3,4, 58
7, para formar 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17. Después tomab:
el 2, v escribia los niimeros 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27. No
dimos cuenta inmediatamente de que RAGO podia escribir
con sus 8 simbolos, cualquier nimero natural, por grande
pequefio que este fuera. Pensamos entonces, como escribi
RAGO el nimero 4587 en su sistema. En igual forma, si R/
GO escribe 123402, ;cual seria el equivalente en nuestro si
tema? . ,
Veamos un caso sencillo v la forma como RAGO pudo &
solverlo. Le dijimos: expresa 28 en tu sistema. Tomé 28 pi
drecitas, tal como se observa en el dibujo:

dos sistemas, en el fondo se

1,

00 _0 4
o ©
0o o
oooo
9% o
o
Doooa
o
o
o o ©

=
|

Nos explico que asi como en nuestro sistema, cambidbamos
10 unidades de cualquier orden por una del orden siguiente
(de derecha a izquierda), en su sistema (base 8) se cambia-
ban 8 unidades de cualquier orden por una del orden si-
guiente (de derecha a izquierda). Diciendo esto, formé pa-
quetes de 8 unidades cada uno, asi:

T

o)
)
99

o
o

Q
o (o

o 09

<]

oo o ©

o
-3

a0g
0 00

o\ [o
S

Entonces, cambi6 8 unidades de primer orden, por una del
segundo orden (paquetes de 8), asi:

7
%o = o
o
o —
a0% % o
00 o
=3 - Jogy - I
T onao (]
‘aa
Oﬂo Qo
00 o [ S S—

Obtuvo asi 4 unidades simples, v 3 de segundo orden. Esto
le permitio escribir:

2810 = 34s

(Se lee: “veintiocho en base diez, es igual a tres, cuatro, en
base ocho”). y

Ahora, RAGO nos pidié comprobar la anterior igualdad.
Nosotros, representantes de la Tierra y del sistema decimal,
eémprendimos la tarea, realizando el proceso contrario. “Es-
cribimos”, usando las piedras, el nimero 34,:

Usando el principio del valor relativo, sabemos que cada pa-
Quete del segundo cajon (de izquierda a derecha) se puede
“ambiar por un paquete de 8 en el primer cajon, o sea:
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Formamos asi el nimero:

X o Unid. 3er. orden| Unid. 20. ord. | Unid. 1er. ord.
‘-“\f:of %o A 2 3 base 8

Realizamos otra vez el proceso en una forma mas compacta:

P 2813
= 10 8

0
2 1

| ¥ 2

l
Ec;g
o
o

a
o po°

=]
o
o

Al dejar sueltos los paquetes,
era de esperar, habia 28.

contamos las

I’ > Iy ta U.deler. U.de U.de
¢ ° o - orden 20.0. 3er. O.
L ' #15 S 3 2 1 : 8310 = 1233
l 0 o o K
{3 { i, T o Otro ejemplo:
| o o
il o Pt 4342103, = x,
el 4 Nos planteamos entonces un ejercicio mas dificil: expresa 7o ord. | 8. ord. | So. ord. | 4o. ord. | 3er. ord. | 2o. ord. [ 1er. ord.
i 1235 (uno, dos, tres, en base ocho) en nuestro sistema. Re U % 3 4 2 1 0 3 base 8
‘ rrimos al concepto de valor relative o valor de posicién v I8 4x8x8x8 | 3x8x8x8 [ 4xBx8x8 [ 2x8x8x8 | 1x8x8 0x8 3x1
: }., cosas resultaron mas faciles. x8x8x8 |x8x8 |x8
1Rl ';fili- i - : - < 1.048.576] 98.304 | 16.384 1.024 64 base 10
b Unidades de Unidades de Unidades de. [ 1048.576 +98.304 + 16.384 + 1.024 + 64 + 0 4 :
j - tercer orden segundo orden primer orden” :
: | 1164355 | base 10
1 2 3 base & 4 342 1035 = 1.164.355,,
1x8x8 2x8 3x1 : ﬁ'xhora, para comprobar si el ejemplo esta bien hecho, rea-
64 16 3 base - lizamos e] proceso contrario:
64+16+3 base L164.355,)= x4
83 base. 1';2"'355 8
4 1
1235 = 8310 (uno, dos, tres, en base ocho, es igual a oche B ::544 58193
v tres, en base diez). 4 43 >
; , 15 21 2274 l 8
Para estar completamente seguros de nuestros caculos, 35 74 59 o7 =ails
. zamos el proceso contrario, es decir, llevar el nimero 83 35 = % 8 l—35 s
»': base 8. 3 A U R i
¢ Cambiar 8 por 1, equivale a dividir por 8. Entonces,

164_355 .

83 | 8 J

03 10 10 unidades de segundo orden, en b#
3 ——> unidad de primer orden. en base 8.

10 | 8 ;
2 1 1 unidad de tercer orden, en base 8
2———> 2 unidades de segundo orden, en

I8ten,
i se

&asescrlbe el nimero segiin el valor de posicion de sus ci-

+ b

4342103,

—Pues de varios ejem
ara expresar un
4, se siguen los pasos siguientes:

plos pudimos concluir con RAGO
numero dado en base 8, en nuestro
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2. Se efectiian las multiplicaciones indicadas.

3. Se suman los resultados de estas multiplicaciones v se ob-
tiene asi el niumero en el sistema decimal.

Ahora: para expresar un nimero de nuestro sistema, en el
sistema de RAGO, osea en base 8, se hace lo siguiente:

1. Sedivide el numero dado por 8.

2. El cociente se vuelve a dividir por 8; el siguiente cociente
por 8, v asi sucesivamente, hasta cuando aparezca un co-
ciente menor gue 8.

3. Este ultimo cociente, v los residuos anteriores, se escriben
de derecha a izquierda, obteniéndose asi el nimero en la
base 8.

RAGO viajo a su planeta, v nosotros quedamos en la Tie-
ITa; un poco tristes por su partida, pero contentos de saber
que en otros sitios del Universo existen seres con quienes
—aunque escriben y tienen diferente numero de simbolos
para su sistema de numeracion— nos podemos entender me-
diante el maravilloso lenguaje universal v sencillo de la ma
tematica. ’

. . . S it > |
5. Sistema binario o diadico .
Es el sistema de base mas pequefia (2). LEIBNIZ, matem
tico aleman y uno de los creadores del calct o infinitesim_
fue un apasionado del sistema binario, conocido por los chi
nos desde muchos afios atras.

Algin amigo de LEIBNIZ escribia: “Leibniz veia en el siste
ma diadico la imagen de la creacién. Considéraba que |
unidad representaba a Dios, v el cero, a la nada; que el Se
Supremo creaba todos los seres de la nada, del mismo mao d
que la unidad y el cero expresaban todos los nimeros de 8
sistema de numeracién”.

]
Este sistema reviste un interés especial porque, ademas der
sultar 1til en la solucién de varias cuestiones matemati ca
como veremos mas adelante, es el mas apropiado para
funcionamiento de las calculadoras electrénicas de alta velg
dad. Una llave eléctrica tiene dos posiciones: abierta (1)
cerrada (0). Asi:

TH O HIH O

I 0 | | 0

Base 2

De ahi que se concreten los dos simbolos que este sistema
requiere: (0 v 1). Con la ayuda de RAGO logramos estable-
cer un paralelismo entre nuestro sistema y el sistema en ba-
se 8; por analogia, es facil entender ahora el sistema binario.

Pue_de‘motivarse el estudio del sistema binario con un cuen-
to similar al de RAGO. Supongamos, por ejemplo, un pais

o un planeta donde las monedas valen: 5¢, 10¢, 20¢, 40¢, 80c,
160¢, etc.

Vamos al banco con 13 monedas de 5¢ para cambiarlas.
En el banco solamente nos cambian parejas, por monedas del
inmediato valor superior, asi: 2 monedas de 5 ¢. por una de
10¢; dos de 10¢, por una de 20¢; dos de 20¢, por una de 40¢,

@@@@@G)@
©0J0]0]610]0
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Para. no dudar de nuestro trabajo, expresamos 1101 en nues-
tro sistema decimal. Nos valemos para eso, del valor de po-
@ sicion:
40. orden | 3er. orden| 2o. orden | ler. orden
| i 1 0 1 base 2
1x2x2x2 1x2x2 0x2 1053}
8 4 0 1
8+44+0+1
l 13 l base 10
C 1101, = 13,,
Un abaco, comin y corriente,

: puede ser construido por los
alumnos, para pasar nimeros pequenos, de un sistema
cualquiera a otro.

Creemos que no es necesario ex
del abaco, va que para esta util
el principio del valor relativ
fras.

plicar el proceso del manejo
izacion, sélo hay que aplicar
0 o valor de posicién de las ci-

Ejemplo: 101,

PRIMER PASO

= X

| | 0 [
Con las 13 monedas de 5¢, hemos obtenido: 1 moneda ‘-
0 monedas de 10¢; 1 moneda de 20¢ v 1 de 40¢.
Realmente, lo que se ha hecho es expresar el nimero
4 en la forma binaria. Si en vez de monedas, usamos 1e¢
0 botones, o tapas de gaseosas, se llega a‘lo mismo, es d
130 = 1101;

Este mismo resultado se puede obtener por el va c.'
método de divisiones, utilizado en la explicacién del sis
RAGO:

13 10 = 11012
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CUARTO PASO

L

QUINTO PASO

101 3 = 510

Como sintesis de diferentes sistemas de numeracion con vi
lor posicional y para apreciar claramente la aplicabilid

de la potenciacion, se presenta el siguiente cuadro que mue

tra algunas caracteristicas comunes para todos estos sis

mas; /
' D
SISTEMAS DE NUMERACION CON VALOR POSICIONAL
Valor posicional y
Posicion 3 | Posicion 2 | Posicion 1 | Posicion 0 | Simbolos
23 92 2l 20 0,1
33 32 gl 30 0,1,2
43 42 4! 40 0,1,2,3
53 52 51 50 0.1,2,3.4
63 62 61 60 0,1,2,3.4,5
3 0,1,2,3.4
3 2 1 0 Laod,
7 7 7 7 56 .
' 01,234, |
3 2 1 0 L2y 9y
g # 8 3 5,6,7 if
01,234, |
3 2 ! 0 M=t b b B I
# ? e ? 5678 I
0,1,2,3,4
3 2 1 0 Lzad
10 10 10 10 5.6,7,8.9
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Caracteristicas comunes:

—Todo sistema de numeracién con valor posicional tiene una

base que puede ser cualquier nimero natural mayvor que
unao. X

—El nimero de simbolos de un sistema es igual a su base
(incluyendo el cero).

—A cada posiciéon del numeral se asigna un valor posicional
que e€s, a su vez, potencia de la base; asi, el valor posicio-
nal asignado a la posicién 0, es (base)® = 1. El valor posi-
cional asignado a la posicién 1, es (base)' . El valor posi-
cional asignado a la posicién 2, es (base)?, etc.

En esta forma se aprecia que el exponente corresponde a
la posicion en el numeral.

Para los sistemas que, como el decimal, utilizan el valor po-
sicional, cualquier numero escrito en la base n(n =2), toda
cifra escrita inmediatamente a 1a izquierda de otra, vale n
veces mas, v a la derecha, n veces menos.

Ejemplo:

O

no

— [\ +
-~ e

fara . (4
Convertir un numero dado en base X, a base 10, v vi-

ers; . -
p:}i- S€ siguen los pasos dados en la pagina 151 cambian-
ry. ‘
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D. UNIDAD CUATRO

[ LOS FRACCIONARIOS

;l (Racionales: positivos Yy cero)
! : Obijetivo general

] Orientar el proceso ensefianza-aprendizaje con base en una
1 organizacion del trabajo tan adecuada que proporcione a los
alumnos oportunidades de investigar, descubrir v aplicar con-
ceptos relacionados con la interpretacion, formulacién vV S0-

lucion de problemas que impliquen operatoria entre numeros.
fraccionarios v decimales.

Obijetivos especificos
El alumno debe:

—Comprender que, desde tiempos remotos, el hombre empe- _
z6 a utilizar los nimeros fraccionarios, después de muchas
experiencias del mundo fisico, por la necesidad de determi:
nar medidas mas precisas: ¥ que, ademas, se ingenié
forma de expresarlo vV operar con ellos.

i —Ser capaz de traducir la imagen de cualquier W¥xpresién
[ fraccionaria mediante la construceién intuitiva v geometri:
ca de la misma.

—Demostrar habilidad para determinar que el conjunto di
los fraccionarios es infinito v denso.

—Comprender que en los fraccionarios puede considerarse &
los naturales como uno de sus subconjuntos.

| :‘ —Demostrar habilidad
i M

para establecer la equivalencia entr
fraccionarios y

aplicarla en la solucién del calculo aditive

1
uird —Ser capaz de aplicar correctamente, en la solucion de pre

blemas, las propiedades fundamentales de la adicién v
i multiplicacion entre fraccionarios

—Ser capaz de determinar la relacion de orden aditivo e nt:
fraccionarios y aplicarla en los calculos sustractivos.

—Demostrar habilidad para detectar v comprobar que ent
cualquier pareja de fraccionarios distinta de cero, siemg
es posible efectuar una division.

—Demostrar habilidad para expresar correctamente, va 8
en notacion decimal o en notacion fraccionaria, los r

Hle 5)

tados de los calculos correspondientes a las diversas uni-
dades de medida conocidas.

—Demostrar habilidad para interpretar, graficar, formular y

resolver problemas sobre las operaciones fundamentales
entre decimales.

1. Conceptos generales

El alumno de este grado, que va ha recibido nociones acerca
del origen de los nimeros naturales, estara interesado en co-
nocer también como surgieron los niimeros fraccionarios,

En realidad, el origen de los fraccionarios se remonta a los
primeros siglos de la humanidad. Los estudiosos de culturas
antiguas (babilénica, egipcia, griega e hindi), han descubier-
to que estos pueblos utilizaron los fraccionarios como una
respuesta para lograr mediciones mas precisas v llegaron a
conclusiones y procesos que aun se utilizan. En el transcurso
de los siglos han existido diversas formas de expresar los frac-
cionarios hasta llegar al simbolismo actual.

En las guias para el Maestro (30. v 4o. grados), se ha
orientado el desarrollo del concepto de niumero fraccionario v
su aplicacién para resolver problemas précticos. Se procuré
que los alumnos intuveran dicho concepto a traveés del ana-
lisis de numerosos casos en los cuales resulta imposible la di-
Vision entre dos nimeros naturales propuestos, porque com-
probaron que si el dividendo no es miiltiplo del divisor, el
Cociente no puede ser un numero natural.

Ejemplos:3:5; 9:7: ¢: 8 14:10

Para expresar el,cociente, en casos como los propuestos, es
Necesario salir del campo de los naturales. Entonces surgen
08 numeros fraccionarios. Los cocientes correspondientes a

las divisiones propuestas en los ejemplos anteriores, se expre-
San en forma de fraccionario, asi:

—_— — —_— ~—
3:5=§~;9:7=%;6:8=§;14:10=;—;
S~—A S—= —A

i El.bdi\'idendo recibe ahora el nombre de numerador Vv se es-
crj

Escer

€ sobre la rava; el divisor pasa a ser denominador v se
ibe debajo de ésta.

% alumnog intuyeron ademas que, para mayor precision,

accionarios son fundamentales en las mediciones, puesto
tratar de medir determinada magnitud (longitud, ca-
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pacidad, peso, area, volumen),
su valor un niimero exacto de veces.

Ejemplo:3 3 m; 21 1p.

En el grado quinto, es deseable que se afirme el concepto de
las diferentes formas de representacion v de.
expresion, con miras a lograr su concepcién abstracta para

fraccionario v
facilitar la operatoria.

2. Construccién de los fraccionarios

Se sugieren diferentes formas de construccién:

a. Como subregiones congruentes de una figura unitaria

Figuro __a

Figura __ B Fiuuru7, c

En cada figura puede apreciarse
gruentes entre si.

Al describir cada figura se puede concretar el nimero de sub:
regiones que la constituyen v el numero de ellas que se

coloreado, como se detalla en el siguiente cuadro:

Figuras A|B|C
Numero de subregiones
sombreadas 113|686
Numero total de

subregiones 31718

Al asociar el nimero de regiones coloreadas con el nume
total de ellas, se obtienen las correspondientes parejas

nadas: (1, 3); (3, 7); (6, 8) las cuales, al ser expresad

forma fraccionaria, corresponden a R et SN
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no siempre es posible expresar

que las subregioneg son con

p. Como elementos separadoes de un conjunto

Del analisis de estos conjuntos se obtienen los datos siguien-
tes:

Conjuntos Al B|C
Numero de elementos
coloreados 21310

Total de elementos 5/10| 9

Parejas ordenadas: (2, 5); (3, 10); (0,9).

Expresion fraccionaria: 2 , 3, &

Como puede observarse en la figura C, ninguno de los nueve

elementos que constituyen el conjunto, ha sido coloreado.
' Esto se expresa con el fraccionario§. El cero como nume-
Tador representa la fraccién nula, admisible, puesto que tal

fumero tiene la funcion de dividendo. Nunca se acepta el ce-
0 como denominador ya que no es posible dividir por cero.

Como relacion entre magnitudes

1 S




El volumen de la caja A “cabe” 4 veces en el volumen de
caja B; por tanto se afirma que los volimenes de las caj
Ay B estan en relacion de 1 a 4. Esta relacién puede expri
sarse de diferentes maneras:

1 es la cuarta parte de 4
1 a 4
(1, 4)
1

4
Los dos términos de un fraccionario constituyen una pa
ordenada; esto es, que si se invierte el orden de ellos, la re
cion que representan es la opuesta o inversa.

Como la manera mas sencilla de estudiar las razones es
terpretandolas en un sentido geométrico o mensurable, p
expresar determinada razén o relacién entre dos magnit
se determina la pareja ordenada que corresponda v se ex|
sa, respetando su orden, en forma de fraccionario. Coma
dos términos que constituyen un fraccionario expresan e

si una razon o relacién, se les llama también nimeros
nales.

d. Como segmentos de recta, congruentes (representacion lineal

Consideremos una semirrecta de origen 0. Con;;truy
partir de 0, los nimeros naturales.

] 1 2 3 - 5 e 5

Dividamos cada segmento unitario o intervalo unita
partes congruentes entre si:

o I 2 3 4 5 6
L_.;s.l.-.l...lu..IA..J\..l

-l o

Al comparar cada subdivisién, con respecto a un segn
unitario, observamos que estan en larelacionde 1 a 4.
]
o |
e
Por el proceso natural de contar “cuartos”, podemos “@ .
sobre la semirrecta:
] | 2 3 4
1 1 L H B
8 6

Los alumnos no tendran dificultad alguna, en in e
fraccionarios mayores que la unidad o impropios (8¢
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numeradqr es mayor que el denominador, como 2); menores

que la unidad o propios (efectivos u ordinarios, donde el nu-

merador es menor que el denominador, como 4) v fracciona-

rios aparentes o numeros naturales (donde el numerador es
rype 2 4 B 12 16 20

multiplo del denominador, como e i)

e. Los naturales como un subconjuntoe de los fraccionarios

Apreciando la grafica propuesta anteriormente, el alumno
. - ” 0 .

identifica a los numeros ¢,4,%,12 16 20 04, Jos respectivos
nimeros naturales 0, 1, 2, 3, 4, 5, v concluve que todo ni-

mero natural puede expresarse en forma de fraccionario.
Ejemplos:

2= 11 =%
a4 =i

f. Infinitud de los fraccionarios

Los alumnos saben que los naturales son un conjunto infini-
to v que pueden considerarse como un subconjunto de los

fraccionarios. Asi, por légica, pueden concluir que el conjun-
to de los fraccionarios es también infinito.

9. Densidad de los fraccionarios
(]

{
— ——t MENEENSC W K i
! ‘Irl:=\|\ s
| LR 1 BN oy
t I1J|l}\|l :
] FORSRORERE it =y = S I e e [l 2
z '|||-z-"ll 3
5 "'Ili T R SRS 2
' el o g o o | i
g | NSSFERYN L U Ii‘: 1
1 I

i M L > e LTI = o B i B z
4 :: a4 i :’ H
: b4 et .l 3o 3
, 2 o ;
(] : ! | 1 |

e < 4
E 5 s # T 4

Al analizar la grafica, se observa que siempre es posible en-
fontrar un fraccionario entre otros dos. Este proceso puede
TeDetirse tantas veces como se desee, lo cual significa que
Shtre dos fraccionarios existen infinitos fraccionarios; propie-

ad que se conoce con el nombre de DENSIDAD. Por tal

raze : E :
L 320n se dice que los fraccionarios constituyen o son un con-
HUnto dengo.
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h. Imagen geométrica de los fraccionarios

Decimos que la imagen geométrica de los racionales (positi-
vos y cero) es la SEMIRRECTA DENSA.

Parece que los racionales llenan completamente la semirrecta;
pero, en cursos mas avanzados, los alumnos tendran oportu-
nidad de comprobar que esto no es cierto, va que existen
numeros comoV2 v T que, a pesar de “estar” en la semirrecta,
no son numeros racionales.

i. Diferentes nombres para expresar un mismo fraccionario
o

[

T
|
|
'
i
!

. L Lnd) " . . i
| . L =t r vk | L TR R T T T B W e s =1 G B
o T Bere B |\|!|J:;|:::::"l':.“='
! oy N |:|||||.||‘.,|'rl‘,,|l|,
o.'::-:::::I"'='--':f¢"*'=:"=
- TR | 2 1 g ’ 1 1 1 3
f:;..::;_:::;.-I?.n:;;,;l:.:1::.%
' L DO | ! T S | 1 1 P |
.q:i"nffl‘:“n';a.n;:'l:_a_ln.‘llwa
“l'*\":"l‘:u‘l"4"l|'||"I|ll':|4
v Rl g gl Ty L iy L Tt ¥R
b |l--|,,"||'||-"."u1l fii ] s
RN b Ly ey I3"|4Ill‘5—"f5' e SR RS T
-aul'a.':;'e';la_:"g'\la'l'3I:'a':'r
:'1;l1‘l|:|l=l(‘!||"ll;!l::Il‘::l:ll
9 1 L 2 3 :lzls'z‘z'giglu.z'glu.ﬁ,ﬁ
i6 = T 6! ! B GEl et ie 8 1 16 & 1 e 6 | ® T3
) 1 1 1 ! I 1 I I ]
}llli::ll=:l:|l{=::nili-!!:u‘,;{.l
&L}.i12_5_12.1.!&.EE&EEEEEEEEEE&EEH?&QQ&E
:zszsz!uazzsz:aszzzrzszaazzsz:zsazzaz:asasz:aaz!zazazsz:zmazn

De la observacion v analisis de la semirrecta representada en

la figura anterior, en el intervalo unitario (0,1), se destaca que

al punto de origen, marcado con cero, corresponden otros

fraccionarios expresados con numerales diferentés que, por

expresar el mismo punto, son equivalentes entre si ya que re-

presentan el mismo nimero racional: »
O =0 el L TR

2 A5 T TR LT T g e ]

En la misma forma, al punto que marca el extremo dereche
donde esta escrito el 1, corresponden otros fraccionarios tam:
bien equivalentes entre si: i

e R Sl O i e T

oA R 16 - 32

Si se continda el analisis de otros puntos que-corresponde
a subintervalos dentro del intervalo unitario, se pue
también concretar los fraccionarios que expresan el mi

numero racional. Ejemplos: '

164

Es conveniente que los alumnos, empleando una o varias
semirrectas paralelas y de origen comiin, determinen los pun-
tos correspondientes a ciertos niimeros racionales; y también
que precisen algunos nimeros racionales que corresponden a
puntos ya determinados en la semirrecta.

La figura siguiente proporciona mayor orientacién al res-
pecto.

(0] | 2

4

i- lgualdad de fraccionarios

Luego de miiltiples ejemplos como los anteriores, los alum-
nos podran generalizar, cuando dos racionales son equiva-
lentes o iguales. Ven por ejemplo, que:

=2 yvix4= 2x2
=% v 1x32 = 16x2
=1 v 4x15 = 5x12

G glr—- (X0

En general,

3= g+8iasd=h.c

k. Amplificacion y simplificacién

¥y -
E % % K-% K AR Onm # % & 4 = =

T - - T ™ =+ .
g X 2 g7 9o % 44 R B Z 2 = 2 2 2
= 2 = 32 = = 32 = 2 = 2 = =z 32 32 2 =

Al observar en la semirrecta los puntos correspondientes a -
» 2 . . - s s 3es -

30 4 3 . se aprecia que coinciden. Se dividié el intervalo de
5 a 55 en dos partes congruentes que corresponden exacta-

mente g % lo cual se puede expresar en la siguiente for-
ma:

== Lx® LG
16 16x2 — 32
N 1gual forma se tiene:
"'.l"_— 2x8 16
2 5x8 40
== d8x31 &5
2 2x31 — 62

T
Y =

ben (M EN, v, n>1)
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El proceso de multiplicar por n, en el numerador v en el de-
nominador, se llama AMPLIFICACION. El proceso contra-
rio se llama SIMPLIFICACION v consiste en dividir por n,
siempre que sea posible, el numerador v el denominador.

Ejemplo: simplificar

16— et - g
12— 12:4 3

e Ui [ S F I S
30 T 30:3 — 10 10:5. = 2

La grafica siguiente muestra, en forma general, el procesol
amplificacion-simplificacién.
AMPLIFICACION

a n. a

b n.b
.

SIMPLIFICACION

3. Operatoria entre numeros fraccionarios

En la Guia de 40. grado, se ha trabajado en las operacione:
de ADICION, SUSTRACCION, MULTIPLICACION v DD
VISION, entre niimeros racionales, con sus propiedades
damentales. Ahora nos detendremos Unicamente, en e: afian
zamiento de algunos conceptos. '

a. ADICION

d = I I I Il L L J

Considerando los segmentos a, b, v a+ b, con respecto &
segmento d, se tiene:

a=%d
a+b=2d
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ariando la longitud del segmento unitario, tenemos:

L ; ;
i ¥ ; : x - :
2
X =% z
e g 2 3 = 5 = 2+3
v =322 :7z+7z i ms
x+y=%z

Considerando otros casos similares, veremos que:
2 3 -— 2
TPt ap=22p

2 3 — 243
7 m +7m~——7 m

De aqui es facil concluir que:

3+ £ =212 yenigual forma
5 4 8 _ 548
w T 23 23
3 L 33
2 s FS T T D
4 A R T
wha = 12
‘a b _ a+bh
¢ i P =t c

ta es la formula general que nos dice lo siguiente: para adi-
°har dos fraccionarios con igual denominador, se adicionan
b .St los numeradores y se coloca como denominador de
8icion, el denominador comiin.

3 ;Zando el concepto de amplificacién, podemos generalizar
*8dicion; '

a £ = .a:d b.e. _ a.d+b.c
b+ d b.d 07 b.d b.d

Og . a £ _ a.d+b.c
ea.l b+ d T T T
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Ejemplos: Sabemos resolver el problema cuando los dos numeros tienen

5 4 4 _ 5x7+3x4 _  B5+12 = el mismo denominador. Entonces, basta convertir los dos ra-

= e e 2 21 . i 1

2 ! g : cionales a un denominador comiin ¥ compararlos. Entonces:
5 2x8+3x6 = 16 + 15 & o3l 2 = 2x4 = =8y

%-}- = _—'3:(8! = T 24 — log 3 3x4 12

3x3 __ 9
3x4 12

3
4

b. ORDEN ADITIVO

‘ 9
Como; =+, entonces, 2 < &

Otro ejemplo:
T Y
b5 _ b5x11 = .8
7 Tx 11 (i}
2 - 139 _

i1 Tx 11 77

5
Como 37 =7, entonces, £ < £

| 2
& = 4 5 a. ¢ 2
En general, cuando se pida comparar + V5, se tiene:
a __ a.d
s~ 5 3 ) )
= +=<% sivsolosi,a.d <b.c
€ - b.c
d~ b.d

El maestro puede decir, sin entrar en grandes explicaciones,
que la relaciéon<(ser un minorante de) entre nimeros racio-
nales, es una relacién de orden, es decir, cumple las propie-

dades:
REFLEXIVA: <2
ANTI-SIMETRICA: Si TSV sig=i=2= <
2 e TRANSITIVA: Si §=§ v.si§ =<4 entonces, 2 <<
¥ - _
—_— — c. SUSTRACCION
e’ —
¥ & Ejemplo:
5
Los ejemplos anteriores muestran claramente cuando, ¢ L ) ; : *
dos niimeros racionales con igual denominador, basta
var los numeradores para poder decidir cual de los r 5
es minorante del otro.
En forma general, podemos afirmar que: 8= b s H

+ =< 2, siysolamente si, a<b.

Nos preguntamos ahora lo siguiente: sean los racion
4 éCual de ellos es minorante del otro?
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d. MULTIPLICACION

Al observar la figura vemos que;
(1) Area del rectangulo pequeiio = $x 2

/
km

Ib

m

rios casos particulares, v gene- _

2
2
2

T
5—2

7
5—2

7

T
7

Podemos ahora considerar va

ralizar:

5
5
5

11 —10

4
km
b
m

2
7
2
7
2
F
2
7
Sk
7

{
km
Ib
5
q
1

m

wles eufis @l 0=

5
7
L
7
5
7
5
7

© =] e
1

Haciendo abstraccién de la magnitud, se tiene:

o
=
&
®
&
g
<)
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RN
SRRNARA
SRREENE
SRNNAER
S EENANN

del area del rectangulo

15

35

mEan.
W

Area del rectangulo pequerio

Por otra parte,

(2)
frande,

ol o °©
Vi =
._D_C .m ..ﬂ.lD
30 8
o o ___
@ . vle
Bt
gl B
m m al.a
| & g
i =i m =
;... £ 2
II P e =
k ) et
e .b_c = m_hn
_ BV
e alo .“ ol a__b
s
3 ¢
(]
8 2
w
& s
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i
;'3 Al establecer la comparacién de las expresiones (1) v (2) 4 5 5
St 4
s Vemos que o = Yasi: I . 2 = 7
[ Sy s ail
'.} - 5§ %7 Bx7 £ .12 -8
¥ i s . . 1 13
‘ T En forma similar, el maestro puede seleccionar otros ejempla i
3 4 1T
ok para mostrar que: T T 42
B x5 816 _ 40 _ 2 _ 10 raliz G
: I ] G St = Generalizando se tiene:
_;{ ji 491 - 427 _ 2 ir-_i—-_—__::
: 3 11 3x11 a3 c ® b b
15 L4
e 5 ¢y 11 _ 5x11 _ 65
3 12x3 36 =
i ] : Observese que hemos multiplicado dos fraccionarios con las

En forma general se tendra: ‘

= =5
Ce—————

. 2 4 7 :
Ahora, jcomo se resuelye 5 X3 ? Si podemos tener el de-

aye_ axe 3 inad . ;
b Xd= bad nominador del primero, igual al numerador de] segundo, po-
demos aplicar la regla anteri ;
i . s o 3 rior. Vea :
Esta formula se interpreta diciendo que: para multiplicar g 4 e Hhos
. .. . > . a4 = X
fraccionarios, se multiplican los numeradores y los T s
nadores entre si. % = 4yx I = 4x1 S5x7] _ 4x7
Sl g el 9 g 5 X 5 T wm X 5a3 = 44
Otra forma de mostrar la multiplicacién es la siguiente: : 5 =2
a ! L il i i£=ﬂx11_l-_311
' 9 X 18 = igEp 57 gl
o L L I J S 8= &8 MR _ 3xs
b + X3 B * Cdxs et
Ahora, e
Eabte cu L . ] J » én forma general,
8 £ = _axe axe
TR i .
a= %b by bxd
— = | a, c_ axe
— — E it b d bxd
b=fc | = a=%b—%-§c=~.-a——;-?c—% ' x
—a “fOpiedad invertiva
= B
5 fraccionarios existe una propiedad que no opera entre

3 lamado ] RECIPROCO o INVERSO MULTIPLI-
Odeg,y tal que: te2=1.

St . .
4 Propiedad recibe el nombre de propiedad INVERTIVA.

3,4g =32g ¢ :
5 4 il
2.4 N tedad distributiva
3 ,4kg = 32kg : er. Provi
.4 3 bledad, va conocida por los alu
. . et X 3 mnos, se cumple tam-
Y de aqui, haciendo omisién de la magnitud, se pue flentre fraccionarios. ’

bir:
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Ejemplo:
2 e Er Y S
?-(?+8)_3x5+3x3
2 32+3 y _ 2x4 2x7
( 40 )— 3x5 + 3x8
2,6 _ 8 , 14
ERRT) 15+ 24|
1
Zx 61 _ 192 +210 402
Ix MV 3 60
20
£ - 402 _ 200 _ 67
80 360 180 60

e. NO EXISTE ORDEN MULTIPLICATIVO

Debe recordarse quesial_ b, entonces existe ¢, tal que,
a=b.c
Supongamos que en el conjunto de los racionales existe or
den multiplicativo. Entonces, debe cumplirse la propieda
antisimétrica, es decir,
siyl Fv,si5L 2 entonces, ==
Consideremos el siguiente caso:
Tomemos al azar dos fraccionarios cualesquiera, por ejemp
2 5
3Y7:
Nos preguntamos:
' 2
1. ¢,ES 3 = ?
2. Es T L
Si3 L2, entonces existe X, tal que

%:%o x

Multiplicamos en ambos lados por i

7 2 7 5
5X5=5x(7.X)

wsfte ~3fen

?

Asociando tenemos:

Txd= (£.2)] - x (Aplicacién de la propi
invertiva de la multipli

14

1_5' — 1 ° x

14

i =X

Esto nos permite afirmar quefl £ vaque 2=2x73
se puede comprobar sin ninguna dificultad. :
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Ha_clendo un proceso semejante al anterior llegamos a con-
cluir que:

52 ]
7 =3 X 47 ¥ por lo tanto sLZ

2 5
Como;Lﬂf a su vez, 71 £, se deberia conclujr que ;=% |,
cual o es cierto. (Ver Igualdad de Fraccionarios. en esta mis-
ma unidad),

Esta contradiccion surge debido a que partimos de algo fal-
80: .Ia Suposicion de que existia orden multiplicativo en los
racionales.

Ademas, como todo fraccionario distinto de cero es multiplo
d'e otr? (distinto de Cero), siempre es posible dividir un frac-
clomnario por otro.

f. DIvISION

El concepto de divisién en forma general nos dice quea:h = ¢;
estosignificaquea = b. c;

entonces, (1) | 2. @ = X | significa que

Asociando tenemos, &Lyd_ 5 (4.9

= Xm0,

=lw
|
Il

ok

ol
Il

Com :
. Darando ]ag expresiones (1) v (2) se concluye que:

?:ﬁ—'_—.i

d » .
b X7, formula que se interpreta diciendo:

ara T - - s
Rarg, gfw‘dtr un fraccionario por otro, se invierte el fraccio-
tisor y se efectiia una multiplicacién.
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Ejemplos: §-: 3= § x 3= £x3 i
11 . 8__ 11 65 _ lixb _ 65
13°5 13 X§~ 13:8 _ 104
N i S, SR T (e
giéd=gpii=c x5 ==
A8 .4 B o 83 _ 8x8 M _ 6 _.
8'3—1-3—11‘4_1:4 1 1

Hemos visto que las operaciones entre racionales no ofrecen
dificultad para entenderse y que existen muiiltiples recursos
para introducirlas.

Aqui se amplia el mundo operatorio va que por ejemplo
siempre se puede efectuar la divisién (salvo el caso de divi-
sion por cero).

Solo nos resta recordarle al maestro, que es necesario reali-
zar muchos ejemplos practicos con los alumnos para el
afianzamiento total de estos conceptos.

4. Los decimales

Expresiones de la forma: 4,257; 0,00153; 2,3333 ...: 0, 5, se
denominan NUMEROS DECIMALES. Estos nimeros son
familiares, por su enorme frecuencia de utilizacién en la so-
lucion de los problemas practicos, de la vida diaria: compras,
ventas, medidas, etc... Algunas de estas expresiones decimales
corresponden realmente a nimeros racionales; es decir, pue-
den transformarse usando operaciones aritméticas, en nime-
ros de la forma {-. Otras, en cambio, no pueden expresarse
como un numero racional. En esta guia trabajaremos tinica-
mente con expresiones decimales racionales.

se ha dado una explicaciéon de los nimeros decimales v las

operaciones que se realizan entre ellos (adicién, sustraccion,
multiplicacion y divisién); por lo tanto, aqui nos limitaremos
a considerar aspectos no contemplados anteriormente.

Consideramos que lo mas importante de este trabajo es mos-
La primera situacién es va conocida por el alumno, pues pa-

tadividir a por b .

Antes de entrar a resolver algunos ejemplos, conviene recor-
dar alguna terminologia relativa a las expresiones decimales.
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Ya en las guias anteriores, especialmente en la de 4o. grado,

trar como expresar un racional en forma decimal v viceversa.

ra expresar un numero de la forma £ en forma decimal, bas-

En un nimero decimal cualquiera, la expresién a la izquierda

de la coma recibe el nombre de PARTE ENTERA y la d
jaderecha PARTE DECIMAL. g £
Asi, en: 43,721; 43 es parte enteray 721 parte decimal.

0,19 ; 0 es parte entera v 19 parte decimal.

0,001; 0 es parte entera ¥y 001 parte decimal.

En todo .mimero decimal (racional) siempre aparece en la
parte decimal, un cierto nimero de digitos que se repite. El
pumero que siempre se repite recibe el nombre de PERIODO.
Ejemplos: a)

4, 7171717 ... periodo: 17
0, 5Q0000 ... periodo: 0
c) 0, 213_1,811,8@ periodo: 318
d o, 45322110101010 ... periodo: 10

e) 385, @31&3@3 -« periodo: 1973

En los ejemplos a) y e) el periodo comienza inmediatamen-
te después de la coma. Expresiones de este tipo, reciben el
nombre de DECIMALES PERIODICOS PUROS. Por otra
‘parte, los ejemplos b), c), y d) y todas las expresiones simi-
lares, donde el periodo no empieza inmediatamente después
g‘eo lSa coma, se llaman DECIMALES PERIODICOS MIX-

Es costumbre escribir una sola vez el
‘tlma una barra. -

periodo, colociandole en-

4, 7171717 ... = 4,17

0, 50000 ... = 050

0, 21318318318... = 0,21378

0, 453221101010... =  0,45322110
385,1973

385, 197319731973 ... =

@. PASO DE FORMA FRACCIONARIA A DECIMAL

Hemp] o

“'Presar en forma decimal -
2

0 0500... 1= 050 -0

: 10

i 2

1 .
Expresar 4 en forma decimal

+=03
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Expresar {2 en forma decimal

1535
-15  30,600... 1% = 30,60
03

-0

30

-30

00

-0

00

-0

0...

Expresar +en forma decimal

517
-0 0,714285714285... <= 0,714285
50
;4-2 E
10
=1
30
-28
20
-14
" 60
-56
~ 40
-35
50
-49
10
-7
30
-28
20
-14
" 60
-56
40
-35
5...

Obsérvese que al efectuar la anterior division, luego ¢
nimero finito de pasos, se repite el dividendo. De a
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adelante, como es natural, las cifras del cociente también se
repiten en forma periddica, es decir, aparece e] periodo. Pqr
lo tanto, Efl efectuar el proceso de division, apenas se .nota
que el periodo comienza a repetirse (en el momento en due
se repite un dividendo) se suspende la divisién.

Expresar en forma decimal £

5 |17 RSIRD | S W
-0 0,2941176470588235. .. f—7= 0, 2941176470588235
50
-34
160
-153
70
-68
20
-17
30
-17
130
-119
. 116
-102
T80
-68
120
119
100
-85
150
-136
140
-136
40
-34
60
-51
90
-85
5—> aqui se inicia la repeticion;
se suspende la operacion,
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Expresar {; en forma decimal.

iz
-00 0,916... i =0,916
110
108

20

-12

2

8—> serepite un dividendo. Se suspende
la operacidn.

b. PASO DE FORMA DECIMAL A FRACCIONARIA

Para pasar una expresion decimal a fraccionaria es necesarii
saber primero si se trata de una expresién decimal exacta pe
riddica pura o periodica mixta: '

Sean las expresiones decimales: 0,3: 0,3: 0,03

En el Rrimer caso, el alumno sabe que cualquier expresi [
de los tipos 0,3; 0,03;... (decimal exacto) corresponde a u
fraccionario que tiene por numerador la Cif;ll'a significativa
por denominador la unidad, seguida de tantos ceros com
puestos decimales tenga la expresion. d

Ejemplo: 0,3 = &
0,03 = 3
0,003 = 35

La dificultad radica en saber expresar decimales periodie
puros o periodicos mixtos en forma fraccionaria. En
guia solo nos referiremos al caso de los periédicos puros
mo un paso mas de dificultad que deben vencer los alumi
v dejar para cursos mas avanzados lo relacionado con los E
riodicos mixtos. ' 3
Al considerar la expresion decimal 0,3 se escribe: []= 0
donde [] sera la forma fraccionaria respectiva.

Se recuerda ahora que 0,3 = 0,3333...;
por tanto, [ ] = 0,3 = 0,3333...
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Como cada periodo estd compuesto por una sola cifra, se
multiplica por 10 ambos miembros de la igualdad v se tiene:
10x[J=10x03
100= 3,3
Si de esta igualdad se resta en cada miembro la igualdad

inicial, se tiene:

100=33
O=03

9 [J = 3,0 (desaparece el periodo)
Para despejar la incégnita, se divide por nueve cada uno
de los miembros de la 1ltima igualdad y queda:

$0-3=0-{—0-1

Por tanto, 0.3 = 1

Veamos otros ejemplos: expresar 0,45 en forma fraccionaria.
Siguiendo los pasos anteriores, se tiene: X = 0,45 = 0,4545...

Como cada periodo estd compuesto por dos cifras, se multi-
plica por 100 ambos miembros de la igualdad v se tigne:
100 x = 45,45 -

Si de esta igualdad se resta en cada miembro la igualdad
inicial, se tiene:

100x = 45,35
x= 045
99 X = 45,00 (desaparece el periodo)

Para despejar la incognita, se divide por 99 ambos miembros
de la dltima igualdad v queda:
5
99

59 =45 = A8 =D
99 _m;"x_ﬁﬁ’x_u

Por tanto, 0,45 = &
Expresar 0,123 en forma fraccionaria.
Por el proceso anterior: ¥ = 0,123 = 0,123123...

Ct:_imo cada periodo e_sté compuesto por tres cifras, se multi-
plica por' 1000 ambos miembros de la igualdad v se tiene:
1000 x = 123,123
Restandola igualdad inicial:
1000 x = 123,123
X = 0123
999x = 123,000 (desaparece el periodo)
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Se despeja la incégnita: g, Se I'l_lultiplica a cada lado de la igualdad, por la unidad
seguida de tantos ceros, cuantas cifras tenga el periodo.

41
999 = A28 = = 4= i i
9 X = =x =8 =[x = e 3. Se sustrae, de la igualdad anterior, la establecida inicial-

333 i ”
mente. Desaparece el periodo,

Por tanto, 0,123 = i ; s B L
4. Se despeja la incégnita mediante la division de ambos

Expresar 0,I896 en forma fraccionaria. miembros de la iltima igualdad obtenida, por el nimero
Primer paso: x = 0,1896 = 0,18961896... que multiplica a la incégnita.

Segundo paso: 10000 x = 1896,1896 (el periodo esta formado 5. Se simplifica hasta donde sea posible el fraccionario que
por cuatro cifras) ] se obtiene de la divisién v se determina asi la expresién

Tercer paso: 10000 X — 1896, 896 fraccionaria buscada, o sea el valor de la incégnita,

N = 0,1896 El maestro debe presentar ejemplos sencillos, de acuerdo con
9999 X = 1896,0000 (desaparece el periodo) el grado de conocimiento de los alumnos v el interés que de-
n muestren por este topico.
Cuarto paso: i x =188 — x — -?élg =x =52 Para la parte de las operaciones y sus propiedades, el maes-

tro debe consultar la Guia de 4o., donde se hace un trata-

Por tanto, 0,1896 = ;52 - miento de ellas en forma completa.

Expresar 3,571428 en forma fraccionaria. 4
Primer paso: M = 3,571428 = 3,571428571428... b E. UNIDAD CINCO

Segundo paso: 1'000.000 M = 3571428,571428 (el periodo esta
compuesto por
seis cifras).

Tercer paso: 1'000.000 M = 3571428,5 8-
M= 3 (desaparece el

periodo).

RAZONES Y PROPORCIONES

Objetivo general

Orlentar el proceso ensefianza-aprendizaje en tal forma, que
*€ proporcione a los alumnos oportunidades para investigar,
Anterpretar v organizar datos, asi como para llegar a la so-

999.999 M = 3571428

- Cuartopaso: 9298 \p— 2o _clon grafica v numérica de situaciones matematicas que

Imitan afirmar especialmente el conocimiento sobre razo-
'€ v proporciones v proyvectar estos conceptos a diferentes

Quinto paso: (proceso de simplificacion)
Sbectos de la vida diaria.

M= 3571428:9 __ 396825:3 __ 132275:11 o=

T 999999:9 T T11111:3 _ 37087:11
12025:13 _  925:37 _ 25 )
3367:13 ~  259:37 7 OkL: .- -~
Objetivos especificos
> M= %
7

P £l a] :
B tatito: 3 5Ti158 _2?-1 Umno debe ser capaz de:

PTEClsar la razén que corresponda a la comparacién entre

98 conjuntos o entre dos magnitudes, v establecer propor-

Ahora los alumnos estan en condiciones de pasar decimal Cion
: es,

periodicos puros a forma fraccionaria, cumpliendo el sigui D
te proceso: . :r €lerminar la equivalencia entre las razones v los mime-
98 racionales, asi como la que existe entre proporciones v

1. Se establece la igualdad entre la incégnita vla expr- ;101 :
4 “@1gualdad de fraccionarios.

decimal propuesta.
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—Aplicar las propiedades basicas de las proporciones en
solucion de nuevas situaciones cuantitativas v practicas.

—Precisar la razén que liga a dos magnitudes, con base
datos expresados grafica o simbélicamente.

—Distinguir con claridad la clase de proporcionalidad (dir
ta o inversa) entre parejas de magnitudes que se relagc
nen en una situacion cuantitativa.

—Demostrar comprension al determinar el reciproco o inve;
de una razon.

—Relacionar la razén v la proporcién con el concepto de;
mejanza, empleado en Geometria.

—Determinar v aplicar correctamente la equivalencia en
las unidades mas usuales de los sistemas métrico-decims
cronométrico, en la interpretacion, formulacién vy solu
de problemas sencillos v practicos. 4

Demostrar

—Habilidad para interpretar la razén entre dos magzlit
v expresar dicha relacion en los dibujos a escala. )

—Comprensién en el calculo de porcentajes.

—Creatividad en el manejo de los datos v en las represer
ciones graficas. , i

—Habilidad para formular v solucionar problemas que ¢
lleven al calculo razonado de interés v descuento.

‘—Sentido de proporcién, seguridad y orden en los traba
presentados. ' - .
—Interés por conocer e investigar sobre el sistema monet
de otros paises y ser capaz de realizar sencillas operaci
de cambio. :

3

1. Conceptos generales

La proporcionalidad, que juega papel tan importante €
solucion de variadas situaciones cuantitativas, es una
que se ha venido desarrollando en las guias para 3o.
grados. En ésta se presentan otras aplicaciones que hal
proporcionar al alumno oportunidad para que af
ideas y amplie conocimientos que pueda transferir
solucién de problemas que ataiien tanto a la matemati
si, como a otras areas. ‘
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Por lo visto en 30. y 4o. grados, los alumnos saben que la
expresion 4~ = 40 :5 = 8; esto constituye una razén geomé-
trica que se lee “40 es a 5", y que los términos 40 y 5 se 1la-
man antecedente y consecuente, respectivamente.

Cuando se tienen las razones 40 : 5 = L v8:10 = =,
ambas iguales a 8, es licito escribir:

=8 40:5 = 80:10;

esta igualdad entre las dos razones, recibe el nombre de pro-
porcion. En forma general se tiene:

=3 6 astbh=c:d

Los elementos a, b, c,d se llaman términos de la proporcion;
ay dsellaman extremos; b y ¢ se llaman medios.

a. Propiedad fundamental de las proporciones

Por igualdad de fracciones se cumple que

=9 <> a.d = b.c;

esto viene a convertirse en la propiedad fundamental de las
proporciones vy se enuncia diciendo: en toda proporcion, el
producto de los medios es igual al producto de los extremos.

b. Formas de representar una proporcién

Partiendo de la propiedad fundamental, es posible lograr 8
formas diferentes de escribir O expresar una proporcion. El
maestro puede presentar esta parte, utilizando casos abstrac-
tos particulares como:

8
TR O i et e .
No se pide que el alumno pueda resolver los 8 casos, pero el

maestro orientara el trabajo, en tal forma que se agoten to-
das las posibilidades. Aqui exponemos los casos:
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1. § =r¢—forma inicial S Y
2. § =4 ¢—intercambiando extremos ——————— 4 = £
3. ¥ =5 €¢—intercambiando medios >2=2
10 . . .
4. § = ¢ é¢—intercambiando medios
: d__ b
v extremos S s=2
5. &= + €—por simetria de la
igualdad —>L=1




6 = + ¢€— intercambiando extremos en 5. _ {’,— =2
8 L : : :

7. 7 =2¢— intercambiando medios en 5,————> c=4

8. % =% ¢— intercambiando medios v !

extremos en 5: > =4

Obsérvese que: '
4x10 = 5x8€¢— en cada uno de los 8 casos———>axd = bxc¢

c. Calculo de los elementos de una proporcién

Supongamos que se tiene la proporcion: £ =4 _ El problema
consiste en hallar el valor de x. Sabemos, por la propiedad
fundamental, que:

5.X =Tx45

Para despejar la incognita, multiplicamos en ambos lados de
la igualdad por el inverso multiplicativo de 5, o sea, por +.

3.(5.%)=21.7.45

G5).x = 1L i
l.x = 1.5
X =17.9
X =63

Ahora, para probar si nuestro resultado es correcto, se susti-
tuye X por 63, asi:

5.63 = 7.45, osea,
315 = 315,

por lo tanto, 63 es la respuesta buscada.

Al plantearnos el siguiente problema: hallar X en la pro-
T .21

porcién 7 = %, podemos analizar el ejemplo anterior v, sin.

necesidad de efectuar todos los pasos, concluimos que: )
3
AT uig[
1
X = 33
186

Resolvemos las situaciones siguientes:

w20 t. __ 10

al 7 =% b) L£=1
1 5 =

L —3 ‘2 . = -

m %—Ez o — {

1

Resumiendo y generalizando tenemos: (a, b, ¢ son conocidos):

=

b X a.b

<

S
%:x a.b

c

oo
II
II

Estas formulas se enuncian asi: para encontrar un extremo
desconocido en una proporcidn, se multiplican los medios
entre si, y el resultado se divide por el extremo conocido.

No es dificil para el maestro mostrar que para a, b, ¢, cono-
cidos v X desconocido,

Si %=f, entonces, X =

wn

: x
i3 =7, entonces, x = &<

Es decir, para encontrar un medio desconocido, se multi-
plican los extremos entre st, y el resultado se divide por el
medio conocido.

Ejemplos: hallar S,en: £ = 2 Hallar Fen: 3= L
; ;

1 1
5=

d. Cuarta, tercera y media proporcional

En la proporcién £ =< cada uno de los términos recibe el
Nombre de cuarta o cuarto proporcional.

Ejemplo: 31 = %: 2 es la cuarta proporcional de 3, 4 v 6; 3 es
la cuarta proporcional de 2, 4 v 6; 4 es la cuarta proporcio-
Nal de 2, 3v 6; 6 es la cuarta proporcional de 2, 3 y 4.

Supongamos que se pide hallar una cuarta proporcional de
08 numeros 10, 8 v 4. Como no se ha determinado la posi-

187




X 8. X 19,90 % 10, X 8 _ ¢ 4. 36
10 47 4 8 v 4 8" 8 42X T 108 X

Es conveniente que el maestro oriente esta actividad hasta
lograr que los alumnos obtengan todas las 24 formas posibles

v clasifiquen los tres grupos que dan para x los valores res-

pectivos de: 5; 20 y 3,2.

Una proporcion, cuyos medios o cuyos extremos son iguales
recibe el nombre de proporcién continua. Asi, por ejemplo
% = 1z es una proporcién continua. Uno de los dos términos
iguales se llama media o medio proporcional o geométrico y
cada uno de los otros dos términos recibe el nombre de terc
ra o tercero proporcional. Asi, en el ejemplo anterior. 6 es me.
dia proporcional de 3 y 12, mientras que 3 y 12 son tercer T
proporcionales. ]

Ahora, si se tiene $= 7, donde a y b son conocidos, enton-

ces X =\a.b &

Ejemplos: Hallar la media proporcional entre 4 y 16:
-;~=,—’§=>x=vm=\l'62'=s=>x=sﬂ ,
=> x? = 4x16 (producto de medios = producto de extremo
=> X%=64 (multiplicacién)
=> X = V64 (ver unidad 1, radicacién)
==X =8 (V64 = 8)
Comprobaciéon: §=4=>4.16 = 8,8 =>64 = 64

Hallar la media proporcional entre 4 y 25
X __ 2

£ X
== X%2=4.25 \
= X2 = 100
= x =\/100
= x = 10
Sabiendo que 8 es media proporcional y 2 es teréera propor:

cional, hallar la otra tercera proporcional.

Pt =t=4%8=8 _3_ot=3
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2. Aplicaciones de las proporciones

a. Regla de tres simple,directa e inversa

Antes de entrar a considerar algunas de las miiltiples aplica-
ciones de la proporcionalidad, vamos a recordar lo referente
a variacion directa e inversa entre magnitudes (tema trata-
do en la Guia de 40. grado).

Consideremos el siguiente ejemplo: Un metro de dacrén cues-
ta 40$. {Cuantos metros pueden comprarse con 280$?

El problema puede visualizarse construyendo una tabla, don-
de aparecen las magnitudes dinero y longitud.

Dinero en

pesos 40 80 120 | 160 | 200 | 240 | 280 '
Longitud

en metros 1 - g 4 B : @

Se observa que con mas dinero se compran mas metros, y
con menos dinero, se compran menos metros de dacron.
Cuando esto ocurre, decimos que las dos magnitudes son di-
rectamente proporcionales.

Es tambien facil comprobar que al dividir cada par de ele-
mentos, correspondientes en la tabla, siempre se obtiene el
mismo cociente: 40.

Asi por ejemplo: 4= 40; F= 40; ‘2 = 40.

Entonces, como estas razones son todas iguales, es licito es-
cribir:

80 _ 120 , 40 _ 240 ., 120
2 g%

Entonces, es muy facil resolver el problema, estableciendo la
proporcion siguiente:

40 __ 280 = 1280 -tvag il La

Respuesta: Con 280% pueden comprarse 7 metros de dacrén.

Un obrero gana 42$ por 7 horas de trabajo. ;Cuanto ganara
si trabaja 18 horas?

El analisis de este problema nos dice que las magnitudes di-
nero y tiempo son directamente proporcionales, ya que a ma-
vor tiempo trabajado por el obrero, corresponde mas dinero.
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Horas $
T 42
18 %

6
Entonces, ;=73 =>x = 824 _ 186 = 108 = x = 108
1

Respuesta: Por las 18 horas de trabajo, el obrero recibe 108%.

La gravedad en la luna es tal, que un objeto que pesa en la
tierra 1 kg. tiene alla 5; kg. Si un hombre pesa 70 kg. en la
tierra, /cual sera su peso en la luna?

Gravedad tierra Gravedad luna
1 kg 2 ke
70 kg x
?Jo_l'%= 4/‘2;“ - X = 70&;::251;3 = _25853 kg‘ = 11'2 kg

Respuesta: Pesara en la luna 11,2 kg.

No siempre cuando se comparan dos magnitudes, éstas varian
en forma directa. Veamos el siguiente caso: ‘

Un obrero emplea 90 dias para realizar una construccio
¢Cuantos dias gastaran 10 obreros igualmente calificados
para efectuar la misma obra?

He aqui la solucién por medio de una tabla:

Numero

de obreros 1 9 3 4 5 9 10
Nimero

de dias 90 45 30 [225] 18 10 9

Se observa que al aumentar el nimero de obreros, disminuye
el numero de dias y viceversa. Se dice entonces que las dos
magnitudes son inversamente proporcionales. '

Al efectuar, como antes, la division entre 1x90 = 90
las parejas respectivas, se observa que no 2x45 = 90
aparece el mismo cociente es decir, las 3x30 = 90
razones no son iguales. Pero si multipli- 4x22.5 = 90
camos los componentes de las parejas res- 5x18 = 90
pectivas, se obtiene siempre el mismo re-
sultado: 90.
9x10 = 90

10x 9 = 90
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Por lo tanto, es permitido escribir:

Entonces, resulta sencillo resolver el problema en forma arit-
metica.

1.90=10. x=>x =12 —9g=>x=9

Respuesta: 10 obreros gastaran 9 dias.

Basandose en la propiedad fundamental de las proporciones,
podemos considerar los términos 1 y 90 como extremos de
una proporcion y 10 y X como medios de la misma.

Es decir,
1.90=10.%x = L=%

Al observar la situacién en una tabla, vemos que es necesa-
rio invertir una de las dos razones:

-
10—

Ejemplo:

Con 5 maquinas perforadoras se emplean 20 dias para abrir
una mina. Si trabajan 25 perforadoras, ;cuantos dias se ne-
cesitan para realizar el mismo trabajo?

Nimero de maquinas Niimero de dias

5
25

B X

25~ gp
5 — 5x2 _ 100 _ s —
X 25 ~ 25 4 Y 4

Respuesta: 25 perforadoras haran el trabajo en 4 dias.

Los problemas anteriores, donde se dan 3 datos y se pide
hallar el cuarto (cuarta proporcional), reciben el nombre de
problemas de regla de tres simple. Cuando las magnitudes
varian directamente, se habla de regla de tres simple directa;
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2x45 = 4x22,5
9x10 = 5x18
1x90 = 2x45
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y cuando varian inversamente, se habla de regla de tres sim-
ple inversa.

Ejemplo:
Para empapelar las paredes de un salon se requieren 108 me-

tros? de papel de 1 metro de ancho. {Cuanto papel de 1,50
metros de ancho se necesita para empapelar el mismo salén?

Numero de metros? de papel Anchura del papel

108 1m.
x 1,50 m.

La variacién es inversa, es decir, este es un problema de re-
gla de tres simple inversa.

108 __ 1, i x108 —
T == -1 =x=-1

Respuesta: se necesitan 72 m? de papel de 1,50 m de ancho.

b. Sistema monetario

La utilizacién de la moneda hace posible cuantificar las ga-
nancias o ingresos provenientes de determinada actividad.
Cada pais tiene su sistema monetario. La unidad de la mo-
neda colombiana es el peso. El control de la compra y venta
de la moneda extranjera que circula legalmente en el pais,
se hace en el Banco de la Republica y se le denomina sen-
cillamente cambio.

El tipo de cambio, en términos generales, expresa el valor de
la moneda de un pais con relacién a la moneda de otro.

Cuando se afirma que en Colombia el tipo de cambio con re-
" lacion al délar esta al 25,5 significa que a un délar corres-
ponde un valor de 25,50%.

Ejemplos:

Julian necesita adquirir délares para realizar un viaje de es-
tudio fuera del pais. Si actualmente el tipo de cambio esta
al 26, calcula jcuantos pesos debe invertir Julian para adqui-
rir 135 $US?

263 13%US
X 135 $US

Respuesta: Debe invertir 3.510% para obtener 135 $US

Otro compariero de excursién dispone de 5 018,00% para ad-
quirir délares al tipo de cambio va enunciado. [Cuantos dé-
lares puede comprar?
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26% 13%US

5018% x
Me=1 = x = smons _ 16308

Respuesta: Puede comprar 193 $US.

Es conveniente que se estimule el interés del alumno, para
que investigue lo relativo al tipo de cambio de nuestra mo-
neda, con relacién a otros paises con los cuales tiene Colom-
bia intercambio comercial, hasta que pueda realizar diferen-
tes calculos de este tipo.

c. Porcentaje

Los problemas de tanto por ciento o porcentaje, tan frecuen-
tes en la vida diaria, son un caso particular de regla de 3
simple directa.

El tanto por ciento se indica con el signo % que es sencilla-
mente una forma de representar fracciones cuyo denonimador
es 100; por tanto, 5% = 2 .

Ejemplos de situaciones para analizar-

—El 7% de los alumnos de un curso son repitentes, significa
7decadal00 = ;- = 0,07.

—El 75% de la .s.uperficie terrestre (75 de 100 = % = 0,75)
esta cubierta de agua. -

—En el aire que respiramos hay la siguiente proporcion de

gases:
78% de nitrogeno (78 de 100 = & = 0,78)
21% de oxigeno (21de100 = 2 = 021)y

1% de otros gases (1de 100 = 1= = 0,01)

—Brasil produce el 50% (£2-) del total del café mundial y Co-
lombia el 10% ( o) {Qué proporciéon corresponde a los de-
mas paises?

Para mayor comprensién del concepto por ciento se sugiere

variada ejercitacion.

Ejemplos:
1) Precisar la equivalencia entre los siguientes vocablos:

a) Fraccionario comiin (en su minima expresion).
b) Fraccionario decimal.

c) Notacion decimal o niimero decimal.

d) Porcentaje.
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A continuacion se presenta un ejemplo de trabajo indivi-
dual que consiste en anotar la expresiéon que falta para
llenar el cuadro de equivalencias:

Expresiones equivalentes
Notacion Fraccionarios
Tanto por ciento decimal | Decimal Comiin
12% 0,12 2 =
L
4
0,20
18%
0,03
125%
50
100
70%
2
5
0,01

2) Analizar situaciones cuantitativas de ocurrencia frecuent

y expresar las conclusiones: 2

a) De 7 docenas de cuadernos, se vendio el 100%. ;Qué
porcentaje se vendio? (Cuantos cuadernos?

b) De 25 ejercicios de matematica uno resulté incorrecto.
¢Qué porcentaje de ejercicios es correcto? {Qué porcen-
taje es incorrecto?

c¢) El cuerpo humano contiene +de agua. ;Cuél es el por-
centaje de agua que contiene?

Si una persona pesa 75 kg. (Cuanta agua contiene?

d) Un agente vendedor de pélizas gana el 5% del valor
que corresponde a la venta efectuada. Por 8 2508, (_,cuan~ '
to gana?

d. Descuento ,

En el comercio se presenta con frecuencia el calculo de un
determinado porcentaje que se rebaja o se descuenta al va-
lor total de la venta. Esto sigue siendo una aplicacion de !a
regla de tres simple directa.

Ejemplo:

Un radio tiene un valor inicial de 15008. En el almacem
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descue'Ptan el 12% de su valor. ;Cual es el precio real del ra-
dio?

Capital Descuento

100 12
1.500 X
= = s x = 182 _ 15419 = 180 = X =180
Valor inicial o nominal — descuento = valor real
1,500 — 180% = 1320%

Respuesta: El valor real del radio es de 1 320%

e. Regla de tres compuesta

Con respecto a la REGLA DE TRES COMPUESTA, consi-
deramos que este topico corresponde al primer afio de ense-
nanza media. Si el maestro considera necesario, debido al in-
teres de los alumnos o a las necesidades practicas, puede tra-
tar problemas sobre calculo de interés, utilizando el método
de reduccion a la unidad. Por ejemplo:

Un negociante presta 15.000% al 10% de interés anual. {Cuan-
to se ganara (interés) en 3 afios?

Capital Interés Tiempo (en afios)
100 10 1 afio

15.000 %X 3 anos
Analisis:
Si por 100$ de capital se gana 10$ de interés, en 1$ se gana-
ra 100 veces menos de interés y en 15,0008 se ganara 15,000
veces mas de interés; esto en 1 afio; en 3 afnos, se ganara 3
veces mas de interés.

Solucion: 5‘“—1%%& 4500

Respuesta: En 3 afios se ganara 4.5008.

f. Figuras semejantes

B
A > g
A e B
c c ¢
=
F' opE .
F b E
D E
E

Fig. I Fig.ll Fig.ll
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Al observar las anteriores figuras vemos que no son congruen-
tes, ni equivalentes en superficie (v por tanto, tampoco en
area). Pero su FORMA si es la misma; por tanto se dice que
son SEMEJANTES.

Las tres figuras guardan cierta relacion o proporcion entre
sus elementos: asi por ejemplo, cada punto de la figura I
tiene su correspondiente u homologo en la figura II y en la
figura III. Al punto A (Fig. I) le corresponde el punto A’
(figura II), y el punto A" (figura III); a B le corresponden
B’y B”, etc.

angulo FAB = angulo F’A'B’ = angulo F’A"B".
angulo ABC = angulo A’'B’'C’ = angulo A’B"C".

Esto significa que los angulos correspondientes u homélogos
son congruentes entre si, ya que de no serlo, las figuras no
tendrian la misma forma.

Si el segmento AB mide 2 cm. y el segmento A'B’ mide
1 cm, entonces AB = 2A’'B’.

Es claro que BC = 2B'C’; CD = 2C’D’, etc. Si esto no fuera :
cierto, se perderia la igualdad de forma. ? :
De las anteriores 1gualdades se tiene:

AB = 2A'B' 'A'B 5

AB 24D | s mr s am e

DE = 2IVE’ 7D )

EF = 2E'F’ = EF-Er ~ n=tr = 5% = EF

En igual forma, si en la figura 111, A”B” mide 0,5 cm, enton-
ces B"C” mide 0,5 cm.

Por lo tanto,

DE = 4D"E” (D"E" es la cuarta parte de DE, ya que 0,5 —'-L _
es la cuarta parte de 2). Entonces,

DE = 4D"E”

DE _
EF = AE"E” = EF

EF[E'F" = EF

De lo anterior se deduce que los segmentos (lados) homologos ‘
son proporcionales.
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Ahora ya podemos definir formalmente el concepto de figu-
ras semejantes, asi:

Dos figuras son semejantes cuando sus dngulos homdélogos o
correspondientes son congruentes y sus lados homdlogos son
proporcionales.

Con esta base es facil resolver problemas practicos, como el
siguiente:

A cierta hora del dia, la sombra de una torre mide 30 m.
Un hombre que mide 160 cm proyecta una sombra de 50 cm.
;Cual es la altura de la torre?

Pl mm=:
=

/. |C;eD
| e

30 m

= 3.000 cm

| 60 cm

Se forman dos triangulos rectangulos semejantes. Por lo tan-
to se tiene:

Sombra del hombre __ Altura del hombre
Sombradelatorre  Altura de la torre
50 cm __ 160 cm

3000 cm x
600
— 3 x - 1§! cz.ﬂﬂ
1
= X =16 cm . 600
= X = 9600cm
= X =96 m

Respuesta: La torre tiene una altura de 96 m.

g. La escala

Las figuras semejantes tienen gran aplicacion en la Ingenie-

197

P ™=~ ="~




ria, Arquitectura, Geografia y otras ramas de las Ciencias. |
Los planos de un terreno o de una construccién, las maque- :

tas de un edificio, las fotografias, los mapas, etc., son repre-
sentaciones reducidas o ampliadas de la realidad y conservan
siempre una proporcion con ella. La razon de semejanza exis-

4

tente entre los modelos y la realidad recibe el nombre de ES-

CALA.

COLOMBIA

® BOGOTA

Escala
1+ 25'000.000
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Asi por ejemplo, si en un plano la escala es 1 : 500 = ol
significa que una unidad en el modelo, representa 500 unida-

des de la misma longitud en la realidad.
Presentamos a continuacién algunos ejemplos ilustrativos:

En el mapa anterior aparece la escala 1 : 25’000.000, lo cual
significa que por cada cm en el mapa, corresponderan
25'000.000 de centimetros en la realidad.

Si queremos conocer la distancia real (en linea recta, desde
luego) entre BOGOTA y MONTERIA, medimos con una re-
gla en nuestro mapa y obtenemos 3,8 cm. Entonces, multipli-
cando 3,8 por 25’000.000 se logra la distancia real en cm.

25’000.000
x 3,8

95’000.000,0
Distancia BOGOTA-MONTERIA = 95'000.000 cm = 950 km.

h. Graficas estadisticas

Consideramos conveniente plantear cuestiones que los alum-
nos deberan resolver por medio de una investigacion o reco-

“ pilacion de datos, ya que en informaciones radiales, revistas,

periodicos y otros medios de informacién, se aprecia que las
cifras numeéricas son utilizadas con mucha frecuencia, para
informar acerca de diferentes situaciones relacionadas con
aspectos sociales, econoémicos y otros. Muchas informaciones
se suministran a base de graficas significativas, en las cuales
se destaca la proporcion entre los datos que son motivo de
comparacion.

Los ejemplos que se analizan en esta guia tienen como obje-
tivo, orientar acerca de la forma de obtener, agrupar, presen-
tar e interpretar datos para descubrir nuevas relaciones cuan-
titativas y sacar las conclusiones correspondientes.

Sea el tema: Extension territorial de los departamentos de
Colombia.

ler. paso:

Recoleccion de datos: Se recurre a la consulta de diferentes
fuentes de informacién: textos de Geografia, boletines del
DANE, etc. Se elabora una lista con la extension territorial
de cada departamento.

Es facil obtener la totalidad de los datos por cuanto es bien
limitado el niimero de departamentos de Colombia. Cuando
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se trata de otros tipos de investigaciéon donde se contemplan
muchos datos, no es factible tomarlos en su totalidad sino en
una parte o muesira de ellos. En Estadistica, una muestra
es un grupo de datos seleccionados dentro de un conjunto

mayor. Hay que tener en cuenta que la informacién tomada )

mediante muestras, es relativa; por tanto para tomar deci-
siones a base de una muestra, es necesario analizar como,

cuando, dénde se hizo el muestreo, cémo se seleccioné y de

qué numero se partio.

2o. paso:

Agrupacion de datos: Los datos presentados en orden alfabé-
tico (cuadro No. 1) no tienen mayor significado para la com-
paracion cuantitativa de los mismos, por lo cual es necesa-
rio organizarlos en orden creciente o decreciente, de menor o
mayor extension territorial, o viceversa, con base en interva-
los de 5 000 km?2. Frente a cada intervalo aparece el nombre
de los departamentos que corresponden. Como se aprecia, los

datos tabulados en intervalos no dan la informacién precisa;

en este caso, no se contempla la extension que realmente tie-
ne cada departamento sino la comprendida dentro del inter-
valo, como se aprecia en el cuadro No. 2.

La observacion del diagrama de barras (cuadro No. 3) permi-

te determinar conclusiones como las siguientes:

—Los departamentos de menor extension territorial son:
Atlantico, Quindio y Risaralda.

—El departamento de Mayor extensién es Meta.

—La extension territorial de 7 departamentos oscila entre
20 001 y 25 000 km?2.
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TOTALES

613.300

3er. paso:
CUADRO No. 1

Departamentos Ex\‘i:e:;lon Poblacion
Antioquia 62.900 2'477.300
Atlantico 3.300 717.000
Bolivar 26.400 694.000
Boyaca 67.800 1'058.000
Caldas 7.200 690.000
Cauca 30.500 607.000
Cesar 24.400 261.000
Cordoba 25.200 586.000
Cundinamarca 24.000 2'818.000
Choco 47.200 182.000
Guajira 22.200 147.000
Huila 20.000 416.500
Magdalena 22.300 530.000
Meta 86.000 166.000
Narino 31.000 706.600
N. de Santander 21.000 535.000
Santander 31.000 1'000.000
Sucre 10.500 313.000
Tolima 23.300 841.000
Valle 21.300 1'733.000
Quindio 1.800 306.000
Risaralda 4.000 462.000

17'246.401
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CUADRO No. 2 CUADRO No.3
Intel‘valo NO. de ] GRAFICA (DE BARRAS) COMPARATIVA DE LA
Extensl'én te"itorial Nombre de los Dptoﬁ- DptOS‘ 5 EXTENSION TERRITORIAL DE LOS DEPARTAMENTOS
De 0 a_5.000 | Quindio, Risaralda, Atlantico 3
De 5.001 a 10.000 Caldas 1 encoRies s
De 10.001 a 15.000 | Sucre 1
80.001 _ 85.000
De 15.001 a 20.000 | Huila 1
75001 _ 80.000

De 20.001 a 25.000 | N. de Santander, Guajira,

Cundinamarea, Magdalena, B Prdes

Tolima, Valle, Cesar 7 &= il="Toooe
De 25.001 a 30.000 Bolivar, Cérdoba 2 60.00I _ &3.000
De 30.001 a 35.000 Cauca, Narifio, Santander 3 i 55001 _ 60.000
De 35.001 a 40.000 ' 50.001 _ 's5.000
De 40.001 a 45.000 i 4500/ _ 50000
De 45.001 a 50.000 | Chocé ‘ 1 : 40.001 _ 45000
De 50.001 a 55.000 ‘ "
De 55.001 a 60.000 R R
De 60.001 a 65.000 | Antioquia 1 ; i s
De 65.001 a 70.000 | Boyaca (incluyendo a Casanare) 1 '3 RN — 201000
De 70.001 a 75.000 - #0:001_ 128 000
De 75.001 a 80.000 i 15.001 _ 20.000
De 80.001 a 85.000 i 4 ) 10001 _ |5.000
De 85.001 a 90.000 | Meta 1 E 5.001 _ i0.000

Total efectivos: . 22 3 S

.‘ o < Egg @ <
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El ejemplo que se presenta a continuacioén, amplia las orien-
taciones anteriores y muestra otras formas de recoleccion de

datos y de representacion grafica.

Tema:

Ciudades de Colombia que los alumnos prefieren visitar.

Posibilidades: Cartagena, Santa Marta, Cali, Ibague, Leticia,

- Cucuta.

Personal que interviene: 40 alumnos del grado 5o0.

Recolecciénde datos: Se realiza mediante una encuesta don-

de se pide a los alumnos que digan el nombre de la ciudad

de su preferencia.

Como ilustracion presentamos un modelo de hoja de encues-

ta alusiva al tema.
Escuela:

Lugar: Fecha:

Nombre del alumno: Grado:

Marca con una X, en el espacio en blanco correspondiente.
el nombre de la ciudad que prefieras visitar:

Santa Marta
Leticia

Cali

Ibagué
Clicuta
Cartagena
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Agrupamiento de los datos: En una primera etapa puede ha-
cerse ur_leJagrama como el siguiente, en el cual se determina
la relacion: “... prefiere visitar a ..."”

“PREFIERE VISITAR A .."
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El nimero de alumnos que desea visitar de.terfmnada ciu-
dad se puede concretar en un cuadro como el siguiente:

Cartagena | Santa Marta | Cali | Cdcuta | Ibagué | Leticia
9 6 4 4 b 12

Lo anterior se puede presentar también mediante un diagra-
ma de barras, asi:

A
40 }

EFECTIVOS (en unidades)

Ibague

Cartagena
Santa Mar ta
Cali
Cucuta
Leticia

En la vertical se anota el numero t(_)tal de alumnos (40); en
la horizontal, los nombres de las ciudades. Cada barra re-
presenta una ciudad con el mimero de a}umnos que desean
visitarla. Las lineas punteadas destacan dicha relacion.

Otra forma de organizar los datos (':onsiste en-calcu]ar c:)l por-
centaje de alumnos que desean visitar cada cu’:d.ad. Sa emtos
que los 40 alumnos constituyen el 100%. Es facil, por tan ;.
averiguar el porcentaje de alumnos que corresponde a cada

ciudad.
Porcentaje para Leticia:

40 100
ittt T
'=>i‘l=—192-_—:>x=1%'m == x = 30

12 X 1 = 30
Respuesta: El porcentaje para Leticia es 30.
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Porcentaje para Ibagué:

40 100
5 x

= =Rt -5 =125

Respuesta: El porcentaje para Ibagué es 12,5.

En igual forma pueden obtenerse los porcentajes correspon-
dientes a las otras ciudades.

Tal situacion la sintetizamos en el siguiente cuadro:

Ciudad

Cartagena | Santa Marta| Cali | Cticuta Ibagueé | Leticia
Porcentaje

22.5% 15% 10% 10% 12,56% 30%

Otra representacion de lo anterior puede hacerse en un circu-
lo, en el cual el 100% corresponde a los 360° del angulo de
giro.

Para calcular los grados que corresponden a cada sector cir-
cular, se establece una relacién entre los grados del angulo
‘de giro (360) y el porcentaje total (100); asi como entre la
apertura del angulo X y el porcentaje de alumnos que pre-
fieren visitar cada ciudad.

Ejemplo: para calcular la apertura del angulo que determina
el sector circular correspondiente a la ciudad de Leticia, cu-

yo porcentaje corresponde al 30%, la Proporcion se expresa
asi:

360 100 380 _ 100

X 30
X 30
e ssl.a
== x = 108

Respuesta: la amplitud del angulo para el sector circular co-
rrespondiente a Leticia, es de 108°.

Efectuadas las operaciones correspondientes a los respecti-
vos porcentajes, se determina la abertura de cada sector, asi:

A Cartagena, con22,5% le corresponden 81°
A Santa Marta, con 15%, e corresponden 54°
A Cali, con 10%, le corresponden 36°
A Cucuta, con 10%, le corresponden 36°
A Ibague, con 12,5% le corresponden 45°
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La representacion quedaria asi:

Urbana Rural
Departamentos | 9'123.360] 52,179% 7'973.030| 45,600%
TS Intendencias 104.144| 0,596% 191.593( 1,096%
= Comisarias 16.122| 0,092% 82.259| 0,470%
Ca:ug;: TOTALES | 9°243.626 | 52,867% | 8'246.882 47,166%
2.

Extensién territorial de Colombia

km?
Departamentos| 590.545 51,85%
Intendencias 133.899| 11,76%
Comisarias 414.470| 36,39%

TOTAL 1'138.914 |100,00%

Cucuta
10%

Leticia

30%

También se utilizan los diagramas rectangularfes. para este
tipo de representaciones. Para lograr esto, se divide el lado
mayor de un rectangulo en 100 partes congruentes, trazando
a continuacién verticales por los puntos que corresponden a
los porcentajes respectivos.

Il GLOSARIO
Simbolo Significado

. 100 % t .
® pertenencia
no pertenencia
= ; < - conjunto universal
. > E § E conjunto vacio
Sl 2| < o E J Ha?’fﬂ para agrupar conjuntos
slal= v = r union
&5 - ¥ interseccion
10% 10% 125% 15%  225% 30% equivalente a
Los datos que se anotan a continuacion pueden servir.para entonces .
realizar otros ejercicios, utilizando variadas representaciones f:ongruenma
graficas: circulares, rectangulares, barras y otros, que los igualdad

alumnos de este grado deben estar en capacidad de inte.rpre-
tar y elaborar, aplicando calculos de porcentaje, proporciones
y otros conceptos matematicos.

diferente, no es igual
subconjunto. Inclusion. Esta contenido en

RNV AAUNR I § 2 ToRmo

contiene a
Censo de 1964 menor que
Poblacion total de Colombia: 17°484.508 . menor o igual, minorante
Poblacion % mayor qllle
Departamentos | 17'096.390 97,78% mayor C.) igual, mayorante
Intendencias 291.737 1,67% no es minorante
Comisarias 96.381 0,55% erado
TOTAL 17°484.508 100,00% riinate
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L segundo
X angulo
XX segmento nulo

numeros naturales
ser multiplo de
area

triangulo

numero

=Dz
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COMENTARIOS A LA GUIA DE MATEMATICA
50. GRADO

Solicitamos la colaboracion de los maestros, respondiendo este for-
mulario de manera concreta. Sus sugerencias permitiran el mejora-
miento de la presente Guia y la planeacion.de los seminarios por
realizarse.

il

;Considera usted que los objetivos presentados para cada uni-
dad brindan una orientacion adecuada, para elaborar los obje-
tivos de semana vy de clase? ______. [En caso negativo jqueé

sugiere usted, para solucionar esta situacion?

. {Cree usted que las orientaciones metodologicas presentadas

en esta Guia ayudan al desarrollo del programa en forma su-
ficiente? _____ . En caso negativo, anote usted sus
inguietudes al respecto.

¢Por qué?

7. ¢Qué temas no pudo desarrollar, o no resultaron de acuerdo con
lo planeado?

¢Por qué?

8. De los materiales que en la Gufa se sugieren hacer, ;cuiles presentan
mayor dificultad para su elaboracién?

¢Por qué?
De los trabajos realizados por los alumnos como actividades com-
plementarias, ¢cuél o cuéles le llamaron més la atenci6n?

¢Por qué?
¢Qué sugerencias presentarfa usted para el mejoramiento de la Gufa?

(Si el espacio no es suficiente, favor utilizar otras hojas).
Enviar sus respuestas a:

Mision Pedagégica Alemana

Ministerio de Educaci6n Nacional

Oficina 510

CAN - Bogotd, D. E.
Fecha

Nombre y direccién de la Escuela

Lugar Departamento

. :Cuales temas presentaron para sus alumnos mayor dificultad?

(Por que?

. {Cémo soluciond o sugiere deben solucionarse los problemas

que afrontd, con respecto a los temas indicados en el punto
anterior?

. {Qué temas llamaron mas la atencion de sus alumnos?

. (.En qué temas el tiempo de desarrollo que se calcula fue in-

suficiente?







