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Introduccion

En la actualidad, la ciencia y la tecnologia se han convertido en herra-
mientas fundamentales para explicar los diferentes hechos que ocurren
en la naturaleza y sus posibles causas. Hoy en dia el hombre-las utiliza
con el objeto de predecir el futuro y controlarlo activamente. Desde que I.
Newton y G. Leibniz introdujeron el calculo diferencial en 1682, las écua-
ciones diferenciales se han constituido en una herramienta fundamen-
tal para matematicos, fisicos, ingenieros y demads técnicos y cientificos,
dado que las leyes fisicas que gobiernan los fenémenos de la naturaleza
se reflejan habitualmente en ellas. Asi, constituyen una expresiéon cuanti-
tativa de dichas leyes: un ejemplo claro son las leyes de conservacién de
la masa y de la energia térmica, que se expresan en forma de ecuaciones
diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales han servido como modelo para realizar estu-
dios de problemas de diferentes disciplinas. En su historia se consideran
cinco etapas, donde cada una marca un desarrollo fundamental. La pri-
mera etapa ocurre aproximadamente desde los inicios hasta el afio 1820,
cuando Cauchy hace la publicacion de su teorema de existencia, lo cual
da comienzo a la segunda etapa de rigor. La tercera etapa inicia en 1870
con M.S. Lie (1842-1899), quien aplica la teoria de grupos continuos a las
ecuaciones diferenciales. La cuarta etapa inicia en 1880 con el trabajo de
E. Picard (1856-1941) y su teorema de existencia. La tltima etapa comien-
za en 1930, cuando se hace un analisis de forma mas general. E. H. Moore
estudia en 1908 ecuaciones con una cantidad infinitas de variables.

Poincaré se propuso como objetivo investigar el comportamiento de las
soluciones de una ecuacién diferencial o de un sistema de dos ecuaciones
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en el plano sin integrarlas, haciendo uso solamente de sus propiedades.
Clasifico las singularidades estudiando el comportamiento de las solu-
ciones alrededor de esos puntos. A él se debe la técnica del analisis de las
soluciones en un espacio de fases, en el cual a través de un sistema auto-
nomo bidimensional se muestran las soluciones como curvas paramétri-
cas y al eliminar el pardmetro se hace una representacion de las trayecto-
rias. También se le atribuye el estudio local de los puntos criticos, puntos
silla, centros, etc. Ademas, estudi6 las singularidades de ecuaciones en el
campo complejo. Por otra parte, en su obra Les Méthodes Nouvelles De La
Meécanique Céleste, introdujo la idea de expresar los Hamiltonianos en for-
mas candnicas y analizo6 la estructura compleja que pueden tener algunas
variedades estables e inestables de iteraciones en diversos problemas de
mecénica clasica.

Quizas los problemas maés interesantes de la teoria cualitativa de ecuacio-
nes diferenciales han estado centrados en el estudio de la naturaleza de
los puntos criticos, ciclos limites, comportamiento global y asintético de
las trayectorias alrededor de un punto critico, en la teoria de las bifurca-
ciones y, en parte, en los conceptos de estabilidad estructural, la cual fue
introducida por Andronov y Pontryagin en 1937.

Newton dijo hace tres siglos que es de gran utilidad resolver ecuaciones
diferenciales; sin embargo, el auge del estudio de las ecuaciones dife-
renciales no llegé sino hasta hace cien afios, aproximadamente, gracias
al matemadtico francés H. Poincaré. El interés de este matematico estaba
dirigido hacia la integracion y cuadratura de las ecuaciones diferenciales.
En su época, este enfoque parecia complicado de comprender.

Para Poincaré, las ecuaciones diferenciales no son solo objetos puramente
formales sujetos a reglas de calculo, sino que también constituyen objetos
con significado geométrico. Esta idea postulada por Poincaré dio inicio al
estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Ademas, propuso la
descripcion del retrato de fase de una ecuacién diferencial con el objeto
de conocer el comportamiento de las érbitas y determinar su estructura
topologica.

Con la contribucién en 1902 del matematico sueco 1. Bendixson acerca
de este mismo estudio se constituye el Teorema de Poincaré-Bendixson,
el cual consiste en una afirmacién sobre el comportamiento que tienen
a largo plazo las ¢rbitas de un sistema dindmico en el plano, cilindro o
2-esfera. Segun este teorema, los resultados en los cuales estamos inte-
resados son aquellos puntos llamados singularidades, puntos criticos u
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orbitas periddicas, las cuales describen de forma maés clara el comporta-
miento del retrato de fase de la ecuacién diferencial. De esta manera, la
teoria cualitativa basa su estudio fundamentalmente en las soluciones
singulares del sistema.

Aunque hoy en dia se aprecian de forma significativa los aportes de Poin-
caré, la introduccién a la teorfa cualitativa de ecuaciones diferenciales
se desarrolla hacia la segunda mitad del siglo. Por ejemplo, en Rusia, A.
Liapunov se ha interesado en el tema y Hilbert en el afio 1900 plante¢ el
siguiente problema que corresponde a la segunda parte del problema 16.

;Cuél es el nuimero maximo H(n) de los ciclos limite de un campo vecto-
rial polinomial del grado n?

i=P(x,y)
¥y =Q(x,¥)

¢Cual es su configuracién?

Otras contribuciones importantes fueron:

En 1923, H. Dulac prueba (de forma errénea, como se descubrié después)
que el namero de ciclos limite de un campo vectorial polinomial concreto
en el plano es finito. A pesar de lo errada de su demostracion, las ideas
que usa en el desarrollo de la prueba fueron beneficiosas para otros ma-
tematicos como Hilbert.

En los afios treinta, A. Andronov y L. Pontryagin se ocupan del estudio
de la estabilidad estructural, la cual consiste en saber cuél de los retratos
fase mantiene su estructura topoldgica bajo variaciones pequenas o cam-
bios de los parametros que conforman la ecuacion diferencial.

Por otro lado, en el afio 1926, el fisico neerlandés. B. van der Pol obtiene
una ecuacion diferencial para describir las oscilaciones de amplitud cons-
tante en un triodo al vacio, y con la ayuda de los métodos graficos prueba
la existencia de una 6rbita periédica. Luego de esto, Andronov establece
semejanzas entre el experimento de Van der Pol y la idea de ciclo limite
planteada afios atras por Poincaré.

En 1928, el ingeniero francés A. Liénard realiza un estudio acerca del
oscilador de Van der Pol y lo publica en una revista. Hasta 1981 se confi6
en la idea de que el problema de la finitud trabajado por Dulac entre los
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afos 1889 y 1923 era verdadero. Sin embargo, en 1985, Y. Ilyashenko y J.
Ecalle solucionaron esta conjetura por caminos diferentes. Esto ha traido
consigo que muchos matematicos en la actualidad estén estudiando pro-
blemas referentes a finitud.

Estos primeros estudios fomentaron el estudio cualitativo de las ecua-
ciones diferenciales. Muchos trabajos en la tecnologia electrénica, desa-
rrollados fundamentalmente en la antigua Unién Soviética, siguieron el
camino planteado por la ecuacién de Van der Pol.

Por otra parte, la teoria de modelos presa-depredador tomé un impulso
fuerte gracias a los trabajos realizados por A. Kolmogorov (1934) y G.
Gause (1936), los cuales buscaban generalizar y refinar la idea inicial de
A. Lotka y V. Volterra. Gracias a todos estos estudios, los modelos con
ecuaciones diferenciales han solucionado problemas de diversos cam-
pos, incluyendo la biologfa, la fisica y la quimica.

En este trabajo de investigacion presentamos una contribucién al estudio
cualitativo y algebraico de las ecuaciones diferenciales.

En los capitulos 1 y 2 se presenta un estudio de los fenémenos criticos
de un caso particular del circuito de Chua; se construye una funciéon de
Lyapunov para este sistema, con la que se demuestra que el tinico punto
de equilibrio es asintéticamente estable; se construye un superficie esféri-
caen R* positivamente invariante que encierra al punto critico y que tiene
la propiedad de que cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a
la superficie la interseca en uno y solo un punto y tal que toda trayectoria
del sistema auténomo la cruza hacia el interior, para t suficientemente
grande; y se estudia la integrabilidad del sistema, calculando la integral
primera racional generalizada y demostrando que esta es tnica.

En el capitulo 3 estudiamos el comportamiento de las singularidades de
algunas familias tipo Polyanin-Zaitsev desde un punto de vista algebrai-
co y cualitativo. Este estudio incluye la restriccién del problema, la bs-
queda de puntos criticos, el andlisis de su estabilidad, la construccién de
los grupos de Galois diferencial asociados y algunas integrales de prime-
ras a partir del método de Darboux.

En el capitulo 4 se realiza un andlisis algebraico y cualitativo de campos
polinomiales cuadraticos asociados a los polinomios ortogonales clasi-
cos. Es decir, se analizan las condiciones que deben cumplir el sistema
diferencial x = P(v,x) y ¥ = @(v, x) para que pueda asociarse a una
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ecuacion hipergeométrica, la cual es bien sabido que en algunos casos
tiene como solucién algtin polinomio ortogonal clasico. Habiendo deter-
minado la estructura del sistema, se realiza el estudio algebraico para
analizar sus curvas algebraicas invariantes, pues estas son también muy
determinantes para hacer el andlisis cualitativo, determinar dénde es-
tan los puntos criticos en el plano finito e infinito, la existencia de ciclos
limites, y asi poder construir los retratos de fase globales para algunos
sistemas particulares.

En el capitulo 5 se presenta una investigacion sobre las familias cuadra-
ticas multiparamétricas asociadas a un sistema diferencial polinomial,
considerando casos especificos para asi obtener con facilidad las fami-
lias. Luego, se hace un estudio a cada familia en el plano finito, aplicando
topicos de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, para asi hallar
sus puntos criticos, analizar su estabilidad y observar las bifurcaciones
presentes en una familia cuadrética multiparamétrica.



Capitulo 1

Funcion de Lyapunov en un sistema
diferencial multiparamétrico

Jorge Rodriguez Contreras'?
Anggélica Arroyo Cabrera®
Osmin Ferrer Villar*

Resumen

En este capitulo se presenta un estudio de los fenémenos criticos en un
caso particular del circuito de Chua. Se construye una funcion de Lyapu-
nov para este sistema, con la que se demuestra que el tnico punto de
equilibrio es asintéticamente estable.

Introduccion

La ciencia y la tecnologia se desarrollan por la necesidad que tiene el
hombre de dar explicacion a los fenémenos naturales y, de esta mane-

1 Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad del Norte, Barranquilla, Co-
lombia. Correo electrénico: jrodri@uninorte.edu.co.

2 Programa de Matematicas, Universidad del Atlantico, Barranquilla, Colombia.
Correo electrénico: jorgelrodriguezc@mail.uniatlantico.edu.co.

3 Programa de Matematicas, Universidad del Atlantico, Barranquilla, Colombia.
Correo electrénico: angelicarroyol020@gmail.com.

4 Departamento de Matemadticas, Universidad de Sucre. Correo Electrénico: osmin.fe-
rrer@unisucre.edu.co
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ra, predecir el futuro y lograr controlarlo activamente. Desde que Isaac
Newton y Gottfried Leibnitz introdujeron el calculo diferencial en 1682,
las ecuaciones diferenciales han sido una de las herramientas mas efec-
tivas y utilizadas para modelar la realidad en un lenguaje abstracto. A
pesar de la importancia del estudio de las ecuaciones diferenciales, su
auge no lleg6 sino hasta hace aproximadamente cien afios, gracias a Hen-
ri Poincaré, quien centraba su interés en la integracion y cuadratura de
las ecuaciones diferenciales. En la época de Poincaré, este camino era bas-
tante dificil en comparacién con los resultados que proporcionaba. En un
trabajo que constaba de cuatro partes, realizado entre 1881 y1886, Poin-
caré demuestra la originalidad de su contribucién al presentar una con-
cepcion diferente de las ecuaciones diferenciales. Para él, estas no solo
constituyen objetos puramente formales sujetos a algunas reglas de cal-
culo, sino que también tienen significado geométrico. Es aqui donde da
inicio a la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. Aunque Poincaré
solo considera ecuaciones en dos variables, muchas de sus ideas se han
aplicado a ecuaciones de tres o mas variables (véanse [2], [3], [5], [6], [7]).

El circuito de Chua, introducido por Leon Ong Chua en 1983, es un cir-
cuito electrénico simple que exhibe el comportamiento caético clasico.
Gracias a que es un circuito muy fécil de construir, se ha convertido en
un ejemplo comdn de un sistema caédtico, y algunos lo han declarado un
paradigma de caos. Podemos encontrar antecedentes del estudio de estos
sistemas en ([4], [8], [9], [10]).

El circuito de Chua puede ser modelado a través de un sistema de tres

ecuaciones lineales diferenciales con las variables x(t), ¥(t), z(t):

Donde la funcion de transferencia h(x) esta dada por:

dx
= = a(y - h(@)

d
d—sz—y+z (L1)
dz_

donde la funcién h(x) esta dada por:
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b si x=21
h(x) = {bx si lxI<1
—b si x<-—1 (1.2

La grafica de la funcion h esta dada por la Figura 1.1:

Figura 1.1. Gréfica de h(x)

Fuente: elaboracién propia.

bx+¢c—b>b si x=1
h(x) = {cx si IxI<1
bx—c+b si x<-1

Funcion de Lyapunov
Punto de equilibrio.

En esta seccién caracterizamos el comportamiento cualitativo del si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (véase [1]):
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& o a4y — h()

dr

d
d—i_}:x—y+z
dz_

T By

La funcién h es de Lipschitz, i’ existe v es continua en un entorno de @ y
h'(0)=b=>0,xh(x)>0six# 0,a >0,F = 0.

El sistema de ecuaciones diferenciales (1.1) y (1.2) presenta un tinico pun-
to de equilibrio en (0,0,0), esto es:

o =0= =0=>y=0

el By=0=y=

dy

— =0=2x—-y+z=0=2x+z=0=2>x=—2

dt

dx

e =0=2—-a(y—h(x))=0=2y—h(x)=0=>h(x)=y=>h(x)=0

Se puede observar en (1.2) que h{x) =0 si x = 0, luego (0,0,0) es el
anico punto de equilibrio que presenta el sistema (1.1).

La parte lineal en el equilibrio.

Para el estudio del punto singular linealizamos el sistema y obtenemos:

rdx _ b
a7 ay — abx
dy

A — = -_— +
dr X v z

dz_
ka_ 5)’

(1.3)
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la matriz jacobiana evaluada en (0,0,0) es:
—ab a 0
A= ( 1 -1 1) (1.4)
0 B 0

y el polinomio caracteristico estd dado por:

—(ab + 2) a 0
pu)=|A—Af|=‘ L -a+h 1
0 - -2
) —(1+A 1 11 1 -(1+2
_—(a'b+£{)| —B _A|—a|0 _,1|+0|0 —p

=2 +(@+D12+@—-—a+B)A+aBfb=0
por lo tanto,
p(AD) =2+ (@b+ DA%+ (@b—a+p)A+afb=0 (L5

donde 44, 45, 45 son las raices del polinomio caracteristico (1.5), las cua-
les satisfacen:

Az = Al + Az + 23 _(ab + 1)
Al = AIAZ + Al/’lg + /12),3 = a(b - 1) + ﬁ
AO = Alﬂ.zlg = —C}fﬁb

donde A; representa la traza de la matriz jacobiana, 4; la suma de los
menores diagonales de segundo orden y 4, el determinante de la matriz.

Averiguaremos ahora algunas de las propiedades que presentan los au-
tovalores de la matriz jacobiana, cuando variamos los parametros b a
y [ positivos, y ademas estableciendo que el parametro & cumpla la si-
guiente condicion:
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ab+pf > a (1.6)

Se puede ver que el término independiente de P(4) no se anula, lo cual
implica que no existen valores propios nulos.

Por otra parte, tenemos que la gridfica de funcién

p(x)=x+(ab+1)x*+ (ab—a+f)x+afh; b>=0, a=0,
b+l ba+

- Lo(— - 1)] Esto se pue-

de verificar con el criterio de la tercera derivada. Ademas, utilizando el

criterio de la segunda derivada, si (ba +1)* —3(ba—a + ) =0, se

puede verificar que @(x) tiene un maximo en:

£ = 0 tiene un punto de inflexién en (—

ba+1 +(ba+1)2—-3(ba—a+p)
wME\TT3 T 3

y un minimo en:

. = (_ ba3+ L, J(ba +1)2 —33(ba —a+ ﬁ))]

ambos valores negativos. Ahora bien, si @b es tal que @(x,,) < 0, en-
tonces tendremos tres raices reales y negativas de @, que corresponden a
un nodo atractor del sistema, y si &b es tal que ¢(x,,) = 0, tendremos

una raiz real y negativa 4, y dos raices conjugadas complejas 4, y 43.

Cuando 3(ba—a + ) = (ba+ 1), entonces ¢ es creciente. Y para
afih positiva, tenemos una raiz real negativa 44 y dos raices conjuga-

das complejas 4, y 43. La parte real de las raices 4, y 43, en funcion
((hat1)+4,)

de una raiz real 44, viene dada por — — . Seré negativa cuando

11
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(ba+1)+ A, = 0, con lo que el origen seré foco-nodo, y positiva cuan-
do (ba+ 1)+ 4; <0, con lo que el origen seré una silla-nodo con una
superficie asintéticamente inestable. Los valores de las raices 4, y 43, en

funcién de una raiz real 44, vienen dadas por la formula:

((ba+ 1)+ A4y) +

> _%\/—3,11 —2M(ba+ 1)+ (ba+ 1)E—4(ba—a+p) (1.7)

Azz =—

que permite obtener los diagramas de las raices al variar 4.

En las figuras a continuacion se ilustran las trayectorias de las raices en el
plano complejo cuando @b crece.

Figura 1.2. Caso (ba+1)*-3(ba-a+p)<0

Im
/
Ay
2
frse o i ---"""---:r,iic = (e + 1)(ac—a + §)
A
_(ac+1); =y Re
z i .
%.._ﬁ\h
/\3 "“\.__.\

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 1.3. Caso 4(ba-a+p)>(ba+1)"2>3(ba-a+p)

e

e .uﬁc—(u:-i-l}(at'—a+,!¢]

Fuente: elaboracién propia.

-r'u.'.lll\ Re
# %X 5
-
Figura 1.4. Cuso (ba+1)"2>4(ba-a+p)
Illl .
afic=(ac+1)(ac—a+f)
A2 B | /\3_ A "
_(ae+1) \ Re

| S

[

Fuente: elaboracién propia.

13
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Proposicion 1.1

a)Sean 4; = 0, 4, = g +iw, A; = 0 — iw raices del polinomio caracte-
ristico, entonces:

g>0< (ab+1)(ab—a + () < afib

g<0e (ab+1)(ab—a + )= afb

g=0< (ab+1)(ab—a + )= afb

b) Sean 4;, 4,, A3 raices reales, entonces 4, y 4; son negativas y
(ab+1)(ab—a + ) = affb

Demostracion

Primero hallemos —(ab + 1)(ab— a + ) + affb en términos de las
raices:

A2A1 = (;11 + )12 + 113)()11)12 + /11/;13 + )12/"13)
= 20y + 225 + A doAs + 1A% + Ay Aoy + 12Ag + A Aoy + 1 A2 + Ay 22

luego,

—(ab + 1)(ab — a + B) + afb = 22, A, A5 + A, 23 + L, A% + 24, + 2305 + A2, + 2,22

asi que:
—(ab+1D)(ab—a+ L) +afb=(A; +1,)(A4 + A3)(A; + 13) (1.8)

a) Como A, = o +iw, y A3 = & — i, se tiene de la ecuacion (1.8) que:
—(ab+ D(ab—a+ )+ apfb =20((0 + 1)? + w?)

por lo tanto,
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c>0 (ab+1)(ab—a+p) <apfb
c<0e (ab+1)(ab—a+f)>afb
c=0s (ab+1)(ab—a+p)=afb

b) Supongamos que 4; <0, A, y A3 son reales. Dado que
Aydady; = —afic < 0, se tiene que A;4; = 0, entonces tenemos que
A, <0AA <0

Porque si A; =0 y Ay =0, y como Ay +A, +A;=—(ab+1) <0,
entonces 4, + 4, < 0y A; +4; < 0. De esta manera, obtenemos que
alb—1)+fF =44, + 4;(4, + 4,) < 0, contradiccién con el hecho de
quea(b—1)+f =0,

Por otro lado, de la ecuacion (1.8):
A+A)<0 ; AL+A)<0 ; AL +4A3)<0
luego,

—(ab +1)(ab —a + B) + aBb = (A + A,)(A + A3)(A; + 13) < 0 = afb < (ab + 1)(ab — a + p)

Vectores propios y forma normal

Efectuemos un cambio lineal de coordenadas F, que nos lleva la matriz:
—ab a 0
A= ( 1 -1 1) (1.9)
0 —£ 0
a una forma normal.

Sidy <0, 4; =0 +iw, 43 =0 —iw, w = 0, se tiene que la forma nor-

mal puede ser de la siguiente manera:
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A4 0 0
N=|10 ¢ —w
0 w o

Se sabe que una matriz cuadrada 4 es diagonalizable si mediante un
cambio de base se puede reducir a una forma diagonal. En este caso la
matriz podrad descomponerse de la forma A = PNP™!, en donde P es
una matriz invertible cuyos vectores columna son vectores propios de 4
y N es una matriz diagonal formada por los valores propios de 4.

Hallemos F:

Comod; = 0,4, =0 +iw, A; =0 — iw, para 44, tenemos:

X
Av = A4v; donde v, = (y)
Z

entonces,

—abx + ay Arx
( Xy 2z ) = (Aly\)
—By Az
Al resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al igualar estos dos
vectores columna, obtenemos que:

A+A+p
v, = A4

—B

para 4, tenemos:
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x, +ix;
Av = A,v, donde v, = (yl + iyz)
z1 iz,

entonces,
(ay; —abx;) +i(ay, — abx,) (ox; — wxy) + i(ox; — wx;)
(x1 =y +2z) Filxy —y2 +22) | = (0y1 — wy2) +i(0y: — wy1)

—ByL — By, (02, — wz;) + i(07; — w2z)

Al resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al igualar estos dos
vectores columna obtenemos que:

—w(20 + 1) oct—w*+o+f
vz = —w v3 = a
0 —B
y entonces, estableciendo que:
AP = PN

obtenemos:

A+, +8 —wRo+1) o?—w?+0+p
P = A - o

=8 0 —B

Esta transformacién nos lleva a un sistema de coordenadas (x,x,.x5),
cuyos ejes estan a lo largo de los vectores columna de F y en el cual la
ecuacion lineal queda:
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©X3 (1.10)

X1 = A%
.Xl'z =0X; —
X3 = WXy + 0x3

En el caso complejo, la matriz P~ viene dada por:

"1
Pl=|1rn

31

donde:

LEE1

12
T21

T23

T2 T3
T2 T33

32 T33

B 1
- [(A1—0)? + w?]

={2a+ 1)
(4 — 0)? + @?]

(e +w?-p)
Bl — o) + ]

A —0
w[(A1 — 0)? + w?]

o2—w?-A2+0-1
w[(A; —0)? + w?]

B Ao? — Liw? — o+ A8 —of
- Pwl(d —0)* + w?]
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B —1
BT (- 0)? + 7]

B 20+ 1
2 T @i—o)+ &7

(- 2,0+ B)
33 T B, - 0)? + w7

La parte no lineal.

Aplicando la misma transformacion al sistema no lineal, tenemos:

5y X —abx + ay h(x) — bx
(&)= )= )
X3 z —By 0
Xy —ab a 0 X1 h(x) — bx
&)= 3 )
X3 0 - 0 X3 0

El sistema en la parte no lineal queda de la forma:

X1 A, 0 0\ /M h(x) — cx
X3 0 w o X3 0

por lo tanto,
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[EREr T L

X A1x4 A 4
(xz) = (axz — cuxg) — ol — 02 T 7] [R(x) — bx]

X3 WX, + 0x3

EETEL

h(x) — bx]

El sistema nos queda de la siguiente forma:

X =Ax — (= 0) + o] [h(x) — bx]
L = Ay~ h(x) — b
4 X _Ux2+wx3_a)[(}{l—a)2+w2][ (x) — bx]
X3 = —wx;+0ox3+ [A(x) — bx] (L11)

[(41 = 0)? + w?]

Construccion de la funcién de Lyapunov.

La determinaciéon de la estabilidad global asintética en los puntos de
equilibrio de un sistema diferencial ordinario no lineal tiene una impor-
tancia especial.

Un método tutil para trabajar este problema de estabilidad es el método
directo de Lyapunov (véanse [1],[5]), con el cual podemos determinar la
estabilidad asintética global de nuestro sistema de ecuaciones diferencia-
les de tres variables a través de la construccién y estudio de una funcién
positiva, llamada funcién de Lyapunov, que es similar a la funcién de
energia del sistema. Este es el objetivo principal en esta seccion.

Por medio de analogias se obtiene la correspondiente funcién de Lyapu-
nov y se establecen algunas condiciones suficientes de estabilidad asint6-
tica global para este tipo de sistemas.
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Estudiaremos, entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1) y
(1.2). Para ello, primero se construye una funcién de Lyapunov para el
sistema lineal asociado, el sistema (1.10), y a partir de este resultado se
obtiene una funcién de Lyapunov para el sistema no lineal, y asi se prue-
ba que la solucién del sistema es globalmente asintéticamente estable. La
demostracion se basa en Li Qing.

Se quiere construir una funcién de Lyapunov V. El método de construc-
cién que se empleard es una adaptacion de Cartwright y del teorema de
Lyapunov, que establece la correspondencia entre cada forma cuadratica
definida positiva U(x,¥,z) y una forma cuadratica positiva V (x,y, z),
tal que:

V=-U

Empezamos con la parte lineal del sistema de ecuaciones (1.1), el sistema:

donde &, f y b son constantes que satisfacen las siguientes condiciones:

(ab+1) >0 (ab+1)(ab—a+B) > aBb >0 (1.12)

De la ecuacion (1.12), existe una constante ¥ tal que:

1 ab—a+f

@+1) " app (1.13)

Esto es, de (1.12) se obtiene:

21
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(ab+ 1D(ab—a+f) afib
(ab + )afib (ab + D)afb
ab—a+pf 1

2fb (@b + 1)

Y luego, por densidad de racionales se puede garantizar que existe una
constante &, como se ve en (1.13).

Ahora, sea V' una funcién definida positiva, dada por:
V =1,(Ax + By)? + ky(Dy + Ez)? + k32 (1.14)

donde k4, K4, K3, A, B, D, E son constantes positivas, busquemos las
constantes de manera que:

V=-U=—(ab—a+p —kapb)x? — (x(ab + 1) — 1)z (1.15)

Se puede verificar que V es negativa, ya que por (1.13) se tiene:

ab—a+ [ >kafbyk(ab+1)>1

Y, por otro lado:

V= (2Kk,AB — 2Kk A%ab)x? + (2k,A*a — 2k, AB — 2Kk, ABab + 2k, B?
+21,D? + 2K3)xy + (2K,AB + 21, ED)xz + (2K, ABat — 2K, B? (1.16)
—2K,D% — 2Kk, EDP — 2K63)y? + (2K B? + 2K,D? — 2K, E* B
=21, ED + 2K3)yz + 2K, ED 72

Entonces, de las ecuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos el siguiente sistema:
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2K,AB — 2Kk, A%ab = —(ab — a + f — kafb)
kA2 — kK, AB — i ABab + kB + k,D? + k5 = 0
KAB + k. ED =0

k1 ABa — 1, B? —1,D? — ko EDB — k3 = 0

kB2 4+ kyD? — K, E2B — 1, ED + k3 =0

2k,ED = —(k(ab+1) — 1)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, tenemos que:

1
Z}Cl = E 2K2 = E
2 =(a+ b+1)—-1 4 +
Hy = (@t B)(r(a ) ) (ab —a+pf—kafb+k(ab+1) -1

pb
b2+ ab)(x(ab+1)—1)—(ab—a+ f —kafb+k(ab+1)—1)

)

Y

= Jab—a+f —xafb+r(ab+1)—1

_ ab(k(ab + 1) —1)
~ Jab—a+f —raPb +r(ab+ 1) — 1

E = Jb(Z +ab)(k(ab+1)—1)—(ab—a+ p —kafb+k(ab+1)—1)

_ —Bb(k(ab+1)—1)
B Jb(Z +ab)(k(ab+1)—-1)—(ab—a+ pf —kafb+k(ab+1)—1)

Por lo tanto, V para el sistema lineal asociado al sistema (1.1) es:

| 1 - )2 1( by )2
2V =— Bb he - -
ab(mﬁmy + 55 \VP@ + abyn = (v +m)z Jb@+abn- G+
ab Bb
+(rx+ﬁJ”_(}’+n+b(2+ab)ﬂ_0’+”)nz)y2

donde:

23
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n =k(ab+1)—-1
Yy =ab—a+p —xafib

Desarrollando las expresiones de V, tenemos:

1 2 1A 2 IP 2
—zab(}’+r))x +nxy+2 y —nzy+ﬂbz.
_ fabn® | Bby* _ab  Bb 5
ConA—(y+n+—W + (a+ B v lpnv)
y+n (¥
=——| 2nxdx+2 Ay? -2 — 72
2nab ), nxdx + 2nxy + Ay nzy+ﬁbz

donde:

Y=bQ2+abn—-(xy+n)+#0

Por analogia, y tomando A(x) = 2nx, obtenemos la funcién de Lyapu-
nov para la parte no lineal del sistema:

y+n ¥
Vix,y,2) = WH (x) + h(x)y + Ap(y) — Znzy + Jﬁfp(Z) (1.17)

donde:

Hx) = [y h@x)dx o) = []ydy  @(2) = [, zdz
luego, parax = 0y y =0

i —VHIH’ dx+h’ dx+h dy+,4' dy 2 dz y dy+‘.U , . dz
(x,.2) = Znab (¥) 7 + R @)y 77+ h(x) 72+ AP (y) o= = 2y - — 2z — ﬁbw(Z)dt
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Nota:
H'(x) = h(x) cuando x = 0y H'(x) = —h(x) cuando x < 0

Entonces, para h(x) = —b esigual a V para h(x) = b, es decir, debe-
mos analizar si V < 0 para (x,y,z) # (0,0,0) en:

o h(x)=boh(x)=-b
o h(x) = bx, cuando x = 0

o h(x) = bx, cuandox < 0

V < 0 para h(x) de 1, y 2 y 3 son analogas porque cuando ¥ < O,
—h(x) = 0, asi que basta con probar para una de las dos que V < 0.

Luego, six = 0, h(x) = bx:

+ ;
=rznanx[y—bx]+by[ay—abx]+bx[x—y+z]+f|y(x—y+z)+2n£}y“—2nz(x—y+z)—§y2
Y+ ) s ) ,  [¥+n )
=|\—-——b+b|x" ba — A+ 2nf - 2nz - - - Z
( e +b|x* + (ba +2nf)y* — 2nz° + e ab — b+ Alxy + [b - 2n]xz

[A+2n—plyz

Asi, V< 0 bajo las condiciones:

+
_r n+1<0, pues b >0
2na
+
Ll i1<0
2na
+
L ap*—b+4<0
2na

b—2n=20

A+2n—-B=0
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Capitulo 2

Solido invariante e integrales
de Darboux en un sistema
diferencial multiparamétrico

Jorge Rodriguez Contreras',
Anggélica Arroyo Cabrera®
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Resumen

En este capitulo se construye una superficie esférica en R?, positivamen-
te invariante, que encierra al punto critico y que tiene la propiedad de
que cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a la superficie la
interseca en uno y solo un punto, tal que toda trayectoria del sistema au-
tonomo la cruza hacia el interior, para t suficientemente grande. Se estu-
dia la integrabilidad del sistema, calculando la integral primera racional
generalizada y demostrando que esta es tnica.
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Introduccion

Varios autores, incluyendo a Ezeilo, Pliss, McCarthy, Violet Haas y Rolf
Reissig, han examinado la estabilidad de la soluciéon nula y la existencia
de soluciones periédicas en una ecuacion diferencial de orden superior,
tal como la escrita abajo:

3 2

d§+(ba+1) +[a(b—1)+ﬁ]—+5h(x) = 0

donde @, £ son constantes positivas, i es la func1on Contlnua de nuestro
sistema de ecuaciones objeto de estudio y —,/¥ Y+n<b< VY v +1.

En [3], ]. Rodriguez construye una superficie esférica en R? que encierra
al origen y que es atravesada hacia adentro por las curvas integrales del
campo vectorial asociado al sistema de ecuaciones diferenciales de estu-
dio, en nuestro caso, el sistema (2,1).

Por otro lado, Darboux presenté en 1878 su método para construir inte-
grales primeras de campos vectoriales polinomiales utilizando sus cur-
vas invariantes algebraicas. En su trabajo, Darboux investigé la posible
relacion entre las curvas algebraicas y las integrales primeras para siste-
mas (diferenciales) polinémicos en el plano. En particular, este investi-
gador probd que, si un sistema admite un ntmero suficiente de curvas,
entonces se puede construir una funcién tipo Darboux usando tales cur-
vas. Esta funcién juega el papel de factor integrante del sistema y su exis-
tencia es muy importante en el problema de centro-foco. Actualmente,
la teoria de integrabilidad Darboux ha sido extendida a hipersuperficies
algebraicas regulares ([4], [5], [6], [7], [1])-

En este capitulo consideramos la ecuacién auténoma:

i+ (ba + 1) % + [a(b — 1) + fl X + Bh(x) = 0 (2.1)

0 su sistema equivalente:
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dx

- = a-hE),

dy
E = x—y+z,

2.2)
dz

a = _ﬁyﬁ

h del tipo considerado en el Teorema 2.1, con el origen asintéticamente
estable, es decir, foco-atractor. Mostraremos que existe una superficie es-
férica positivamente invariante.

Diremos que una superficie en Ej tiene la propiedad P;P; sies acotaday
cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a la superficie en £
la interseca en uno y solo un punto.

Teorema 2.1

Suponga que b = 0, h Lipschitz, no decreciente, con derivada continua

en 0y h'(0) = b = 0. Existe un b = 0 tal que para toda x |h(x)| < by

= bpara0 < |x| < 1.

| ]

Entonces, existe una superficie esférica § en el espacio que cumple la pro-
piedad P; y tal que toda trayectoria del sistema auténomo la cruza hacia
el interior, para t suficientemente grande.

La funcién I'(4, k)

La prueba del teorema es directamente en la construccién de la superficie
5.

En este capitulo buscaremos superficies de la forma:

29
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I'A)sVxy,z)+A(z+ay+bx)— k=20 (2.3)

donde 4 y ¥ son constantes finitas.
Técnicas de construccion.

El principal objetivo en esta parte del trabajo es proporcionar una estruc-
tura para la construccién de funciones definidas positivas. La discusiéon
estd en el contexto de la ecuacion particular bajo estudio. De esta manera
podemos construir la superficie (véanse [1], [2], [8]).

Proposicion 2.1

Sean las constantes ¥, # @, ¢ definidas en este capitulo, la funcién
F(x,¥) = :% H(x) + 2h(x)y + 2nay?® esta definida positivamente en

un entorno cerca de cero.

Demostracion

Hallemos primero los puntos criticos de F(x,y) calculando sus deriva-
das parciales e igualando a cero:

OF Y 0 yezmy, L= o) +4
T——— O v (x) + 4nay
aF aF
—:0J — =
dx dy

luego,
Yy +1n
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2h(x) +4nay =0 (2.5)
RT —Inab
multiplicando a (2.4) por o
2h(x) Anab? 0
i x) — —
y+n”
2h(x) +4nay =0
>y =0

reemplazando en (2.5):

2h(x) =0=>h(x)=0=2bx=0=>x=0

entonces, el tinico punto critico de F(x,¥) es (0,0).

Veamos ahora la naturaleza de este punto critico. Para ello, hallaremos el

hessiano de F{x, ¥):

y+1n
Hey) =" nan 2P
2b dna
+7

= detH(x,y) = 4nay — 4b% = 4(y +n) — 4b*

= detH (x,y) > O,yaque —\'y +n < b < Jy +n.
Por otro lado,

0°F _y+n

= >0
dx? na

31
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luego, como detH(0,0) = 0 y (l:l 0) = 0, entonces (0,0) es un mini-
mo absoluto y, por tanto, F (0,0] = F(x,y)¥(x,¥), es decir, F(x,¥) = 0

en un entorno cerca de cero.

Lema 2.1

V(x,¥, z) tiende a infinito cuando (x, ¥, z) tiende a infinito.

Demostracion

Sabemos que z° + ¥* = 2zy = —4nzy = —2n(z® +y7)

b(2+ab)y— (v +1)
Bb

b(2+ab)n— (v +n) ;2

Bb

b(Z+ab)n—(y + n)zz
Bb

2V = =2n(z% +y )+ o— H(x) + 2h(x)y + 2A¢p(y) + @(z)

+
2V = —2n(z% + y?) +};?T:H(x) + 2h(X)y + Ay? +

2V = —2n(z% + y?) + 117 H(x) + 2h(x)y + 2nay? + (A — 2na)y® +

2V 2 4,22 +y) + F(xy)

donde A, = min{—25 + A — 2na, —2n + W} cond <1+a.

por lo tanto:

0:8 Fia,3) HAal® + 27) < 2Vi(x 312), (2.6)

Dadoque F(x,¥) = 0porellemaanterior, paratodox # 0y F(x,y) — @
cuando |x| = @, V(x,y, z) es definida positivamente, y
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lim V(x,y,z) = o

(x,y,z)—00

Lema 2.2

La superficie 8§ es acotada para k € K. Ademas, si @ es un punto variable
de la superficie 8 = 8(A, %) y O es el origen de coordenadas, entonces:

p=plAx)=infO0Q -
ges

cuando k tiende al infinito.

Demostracion

Recordemos que

b(Z + ab)n - (y +n)
Bb

V(3,2) = L HG) + hG)y + AD) — 2zy + 0@

donde:

H(x) = J‘xh (x)dx
0
y

¢(y)=fydy , h(x) =2nx

0

Q(z) = J:z dz

Ahora, sabemos que existe C tal que:
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[h()| = Clx|
X x
J h(x)dx < f C |x|dx
0 0
x 2
J- h(x)dx < C—
n 2
x
Zf h (x)dx < Cx*
0
2H(x) < Cx?
y entonces, como:

1 1
lxy| < E(x2 +y2),  |yz| £ 5(312 + z?),

luego,

b(2 + ab)n —
2v:%H(x)+2h(x)y+2A¢(y)—4nzy+z i )1?}; Wrm o

2V =BH(x)+ Ch(x)y + D¢p(y) — Ezy + Fop(2)
|2V| = |BH(x) + Ch(x)y + Dp(y) — Ezy + Fo(2)|
2V < |BH(x)| + |Ch(x)y| + |[Dd(V)| + |Ezy| + |Fp(2)]
< Cx* + n|(x® +y2) + |Gly? + 20| (2% + y?) + |H|z?
= (C+ [nDx* + (In| + |G| + 2]nDy* + (2| + |H|)z*

Sea Dy = max{C + [n|,In| +[G] + 2[n|.2|n] + |H[},

entonces 2V = D, (x* + y* + z7)

Por otro lado, tenemos que 2V = F(x,¥) + A, (¥* + z?) (por lema ante-
rior).



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 35
diferenciales multiparamétricos

Ahora, combinando los resultados 'y recordando que
r(Ax) =V(x,y,z) + Az + ay + bx) — x = 0, tenemos que:

Dy(x*+y?+z%)
2

F(ny) 2‘1
2 T2

(y2+z) <V <

F(x,y)
2

Dy(x* +v? + 2%)

A
+?1(y2+22)+,1(z+uy+hx)—KSFS +Az+ay+bx) -k (2.7)

Denotemos por 4 ; al dominio esférico:

Flx,y)+ A4, (y2+2z5)+2A(z+ay+bx) -2k <0

y &4 al sélido esférico:

D;(x>+y?+z)+2A(z+ay+bx)—2k <0 2.8)

entonces, por (2.7),

A Chy, Sc(L8z2—4y) (2.9)

ya que 4,—4 4% 0; por lo tanto, existe una superficie § © (A, —4,).

Luego, 8 © A,, ycomo 4, es acotado, entonces § es acotado. Y, supon-
gamos que sup{x|x € §} = M.

Por otra parte, si tomamos un (x,¥.z) =@ €8, entonces como
Sc(a,—A,),Q EA,y Q@ Ay, es decir, se satisface que:

Di(x% + y% 4+ 2z%) + 2A(z + ay + bx) = 2k
y, por tanto:

2k < D (22 +y% + x)) + A2z + 2ay + 2bx) < |A|(x® + y* + 2> + 1 + a® + b?)



36

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLD PARA TODOS

asi que:
Dy (x* +y* +2%) + [Al(x* +y* + 2°) + |2 (1 + a* + b?) = 2k

(x2+y2 +22)(Dy + |A]) + |A|(1 + a® + b?) = 2k

Luego, si k¥ = @0, se tiene que x~ + ¥y~ + 2z~ — 0, por lo tanto,
p=p(Ax)—>o0six — o0

Lema 2.3

Existe Dy(4) = 0 tal que si k = D[ 4), entonces la superficie $ = S(A, k),
definida por (2.3), tiene la propiedad P;.

Demostracion

Tomemos la ecuacién de la recta

donde I, m, 1 son los cosenos directores.

En general, un punto P = (x,¥,z) sobre esta recta tiene coordenadas:

donde r = OP. Estas coordenadas de la recta intersecan a 8 si

d(r)=V({lr,mr,nr)+Ar(n+am+bl) — k=0

puesto que ®(0) = —k < 0, y por (2.7):
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F(r,mr) A
(1) z2— Jr?(m2 +n®)r2+Ar(n+am+bl)—k >0
para 7 suficientemente grande.

Se puede decir entonces que @ (1) tiene al menos un cero, pues hay un
valor r para el cual ¢ es negativa y uno para el cual € es positiva, enton-
ces se puede decir que la recta interseca a 8 en al menos un punto.

Nos falta probar que si & es suficientemente grande, entonces @ (7) tiene
solamente un cero.

Supongamos que esta afirmacién es falsa, y que en efecto existen al me-
nos dos puntos P; = (lr;,mr,nr)(i = 1,2),n, =n > 0, tal que:

®(r) =0,i=1,2

entonces, por el Teorema de Rolle, existe B,1; = R = 1, tal que:

®'(R) =0
®(R)=V(R,mR,nR)+ AR(n+am + bl) — k
F(IR,mR) A (210)
®(R) = —— +?(nz +m?)R? + AR(n + am + bl) — k
donde:
_¥=1 2
F(IR,mR) = WHGR) + 2h(IR)mR + 2na(mR)

= F'(IR,mR) = ?Ih(m) + 2IR' (IR)YmR + +2h(IR)m + 4nam?R

ac

(por T. Fundamental del Calculo).

luego,

+l 2h(IR _ o
®'(R) = R{%Eh(iR) + 200 (Rym + 21 - MM dnam? + 2y (n + m?)} + A(n + am

+bl), (2.11)

37
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y, dado que:

Z+m?+n?2=1 (suma de cosenos directores) (2.12)
se tiene que:

Para A = 0:

—A(l+a+b)<A(n+am+bl) <A(1+a+b)

pues [n| + alm|+ b|l| = (1+a +b)y, asuvez
|n + am + b| < |n| + a|m| + b|l|

luego,

[A(n+am+bl)| < [A|(1 +a+ b) = D,(A)
Para A < 0:

In+am+b|<(Q+a+b)

—(l+a+b)s<n+am+b<(1+a+b)
entonces,

Ad+a+b)s—An+am+bl) < -A(1+a+b)

Ad+a+b)<An+am+bl) < —-A(1+a+b)
luego,

IA(n + am + bD)| < |A|(1 + a + b) = D,(A)

por lo tanto:

—D, (1) < A(n + am + bl) < D,(A)
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Asi que:

®'(R) =2 Rp(l, m,n, R) — D,(2) (2.13)

donde:

2h(IRYm
R

4l , o
¢ = p(LmnR) = %E h(IR) + 2lh'(IR)m + + dnam? + A, (n® +m?)

como:

cz@za:inf{@ x| < M)}

por lo tanto:
¢ = 612+ (4dna+ A)m? + An? + 2lem

Denotemos por @y = @y (|l]. [m[, |n]) a la Gltima expresién en el lado
derecho. Entonces ¢ es continua en todos los argumentos.

o > 0 sill+m?+n?=0

En particular, como l, m, n satisfacen (2.12), existe una constante D5 tal
que:

$o=2D;>0

combinando con (2.13), tenemos:

@'(R) = RD; — D,(1) (2.14)

Pero, por el Lema 2.2, existe Dy(4), tal que si & = Dy(4), entonces:
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o(k) > D;fj)

Y, por lo tanto,

D,(A
R2r12p># (2.15)
3

Los resultados (2.14) y (2.15) juntos implican que:
®'(R) >0

con tal que k¥ = Dy(4), y, como esto contradice (2.10), nuestro lema que-
da demostrado.

Extension del lema k = Dy (4)

De aqui en adelante asumiremos que:

Kk = Dy(A) (2.16)

para cualquier par de valores 4 y K, esto es, que todas las superficies
S$(2, ) consideradas de ahora en adelante tienen la propiedad P;.

Las superficies 87,87,

Sea T el plano z + ay + bx = 0. Como 7 pasa a través del origen, es cla-
ro que T interseca la superficie S(A k), esto es, la superficie:

V(x,y,z) =k

en un punto real, y como $(0, k) tiene la propiedad Py, estos puntos evi-
dentemente estdn sobre una curva de Jordan /;. Dado cualquier punto
(£,1.¢), el cual satisface:

V(N —k=0,{+an+bé =0, 2.17)
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necesariamente I'(£,7,¢, A, k) = 0 para todos los valores de 4, es claro
que toda superficie $(2, k) pasa a través de /. En lo que sigue aqui, dada
cualquier superficie 5 (4, %), acostumbraremos a denotar 87 (A, k) al con-
junto de todos los puntos de S(2, 1), los cuales estan en o sobre el plano
T,ySs (X, ) denota el conjunto de todos los puntos de S(A, w) que estan
debajo o en 7.

ST (A K)US™ (4,x).
El resultado obtenido en el Lema 2.3 se extiende muy facilmente a las

uniones de $¥y $~ correspondiente a valores distintos de 4. De hecho,
tenemos:

Lema 2.4

Si 44, 4, son dos valores de 4, entonces la superficie

$* (A, K)US™ (A, )

tiene la propiedad P;.

El resultado es una consecuencia del Lema 2.5 y del hecho de que ambas
S(A,.%) y 8(A,, k) pasan a través de ;.

Propiedades de $¥ y §~
} d
Calculo de - V.
dt

Sea (x, ¥, z) cualquier solucion de (2.2). Entonces, por un célculo directo
de (2.2), tenemos:

. + b(2 + ab)n — (v +

Vx,vz) = ;n—a:h(x)x+byx+h{x)jr+.4y}f—2ny'z—2nz}!+w{z

. y+n

vV — mh(x)(fry —aax) + by(ay — aax) + h(x)(x —y + 2) + Ay(x — vy + 2) — 2ny(—=fy)

PN R S 25



42

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLO PARA TODOS

Como sabemos que existe € tal que h(x) = C, se tiene que:

14

sea

0 Q@ P
Dq_ =R= min{—(i <+ E),—(N +1 -+-E),2?}' —_

— dV >
= 5 (x,y,2)

I

IA

Lh(x)y + Mh(x)x + Ny? + Oyx + h(x)z + Pyz + Qxz — 212>
N . P
LIyIRGOL + MIx| RG]+ Ny* + 5 (x* +y*) + [2] ()| + 5 (2 + y7)

g(x2 +7%) — 2nz?

G+ + (N +1+2)y2 + G +2 = 2072 + Lyl + Mixl + [2D RGO

—R(x* +y* 4+ z%) + kC(|x| + |y] + |z])

e

p
2730 (2.18)

D. = kC, donde k = min{L, M, 1}

obtenemos que:

V < =Dy(x? +y? +2%) + Ds(|x| + |y| + |2])

en cualquier punto (x, ¥, z) de la trayectoria de (2.2).

2
A, =162
)

4

Sea Ay = 0 definido por

D
A =16—

2

D,

y sean S(Ag, k),8(—Ag k) las superficies denotadas en Lema 2.3 corres-
pondiente a los valores 4 = 4,5, —4,, respectivamente, la constante & en
cada caso satisface la restriccion de ¥ = D (4).
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Ahora probaremos que:

Lema 2.5

Existe D, = D.(4;), tal que si k = D, entonces
r=—r( Ag) =0
= I\xy,z, —_—

en cualquier punto T (x, ¥, z) de E; en cualquier trayectoria T de (2.2) que
se encuentra en S¥ (4, x).

Demostracion

Ahora, sea T cualquier punto de una trayectoria T:

d .
Er(xs Y,Z,40,K) =V + A5 (—f(x)), (2.19)
y de aqui, por (2.16),
I' < =Dy(x* + y* + 2°) + Ds(Ix| + [y] + 12]) + 2o(—f (x)) (2.20)

Sea ¢~ el conjunto de todos los puntos de la esfera
Di(x? +y2 +2z%) + 22y(z + ay + bx) — 2k = 0, (2.21)

los cuales permanecen en o sobre el plano z + ay + bx = 0, y escojamos,
como de hecho lo hacemos, un constante I; bastante grande para asegu-
rar que cada una de las condiciones siguientes se satisfacen para k = D:
g

1) o interseca al plano x = Dy = 3

D) max(|x|, [¥], |z]) = E%, en todos los puntos (x,¥,z) de ¢ los cuales
4

permanecen debajo del plano x = Dg;y
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IT) No existe ningtn punto de interseccion entre o * y la esfera

Dy(x2 +y2+2%2)+21,6x =0

Subsecuentemente, por (2.14), todos los puntos de S(A, ©) permane-
cen fuera de la esfera (2.18). Se sigue que las condiciones (I), (II) y (III)
también se cumplen para $* (4, %) para los valores declarados de . De
aqui, si ¥ = D, cada punto (%, ¥, z) de ¥ (4;,x) necesariamente queda
en una de las regiones siguientes en E3;

x > Dy, (2.22)

D5

0 <x < Dg,max(|x| Iyl 1z]) > 85 (2.23)
4

D
max(|x|, |yl |z]) > 8D—SD4(x2 + Y2 +22) +20,6x > 0;  (2.24)
4

y, asi, el lema queda demostrado si probamos que, dado cualquier punto
T'(x,v,z)en T, entonces:

_d
r = ar(x,y, Z, )l()a K) <0 (225)

siempre que T esté en una de las regiones (2.19), (2.20) o (2.21).

Y, entonces, por (2.16) se tiene:
I''<S —Dy(x* + y? + z%) + Ds (x| + |y| + |z]) — A¢0x (2.26)

Asi, en particular, si T esta en la region (2.19), obtenemos:

I < -D,(x*+y?+2z%) + D(|x| + |y] + |2]) — 26 Dg
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y, dado que 8D = 8, esto da:
I' < —Dy(x*+y? +2%) + Ds(lx| + |yl + |z]) — 84,

! 2 2 2 o D_g
D,(x*+vy*+z°)+ Ds(|x| + |y| + |z]) 128D
4

por (2.16). Es conveniente tratar los casos:
Ds Dy
max(|x|, |yl,|z]) < SD—, max(|x|, |yl |z]) > BD—
4 4
separadamente. En el primer caso, tenemos:

2

DS
r < Dg(|x|+|y|+|z]) —128 =

D,
D2 D2
< 16—-128—<0.
D, D,

En el segundo caso, si max(|x|, |y|, |z]) = 8%, es facil verificar que:
4

1 ) ; )
1D4(x3 +y2+2%) = Dg(|x| + |y| +|2]) >0 (2.27)

Esto es que:
2

3 D
I < —ZD,(x?+y?+2z%)—-128—
4 D,

< 0

Entonces (2.22) se cumple para todas las posiciones de T en la region
(2.19).

Supongamos ahora que T esta en la region (2.20). Entonces, de (2.23) y
(2.19):
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3
r< —ED,;(x2 + y? +2%) — Ay0x

y, dado que:

De D2
max(|x], |yl 1z]) > 8—=,x = 0,4, = 16 =,
D, D,

Esto nos da:

3 D? D?
< s e s
iy 410464 D2 + 16 D,

32D§ <0
D4 ’

Supongamos finalmente que T esta en la region (2.21). Entonces, a causa
de

Ds
max(|x|, [yl |z]) > 8~
4
se sigue de (2.23) y (2.24) que:

3 . . .

y, a causa de Dy(x*+ v+ z%)+ 24,8x > 0, obtenemos

1 . . . 1 . . .
r < —1D4(x" + y*? Jrzz)—i(xZ + y? 4+ 22) — 2y6x

1
< _ED.t(xz +y?+2z%) <0,

por (2.16). Entonces, (2.22) es también verdadero para el caso cuando T'T
estd en la region correspondiente a (2.22), y esto completa el lema.



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas
diferenciales multiparamétricos

Lema para 8™ (—4,, k).

Por argumentos similares a los del Lema 2.5, pero con la esfera:
D,(x?>+y? +22)—22,6x=0

reemplazado por
Dy(x%2 +y?+23) +22,6x=0

puede ser probado éste.

Lema 2.6

Existe D = 0, tal que si k = D, entonces
=T —A =0

(x,¥,z, .
.lt ( ¥ o )

en cualquier punto (x, ¥, z) de E; en el cual una trayectoria de (2.2) en-
cuentra 87 (—A4, k).

Teorema.

Teorema 2.2

Existe una superficie § en el espacio que cumple la propiedad P, y tal que
toda trayectoria de (2.2) cruza solo hacia el interior.

Demostracion

Sea D, = max(D;(4,), D Ds), y considerando ahora la superficie % de-
finida por

47
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S= S+(/10,D7)US_(_/10, D7) (2.28)

donde Dy, D, D: son las constantes que aparecen en los lemas 2.4, 2.5 y
2.6, respectivamente. Luego, S tiene la propiedad P; y por lemas 2.5y 2.6
las trayectorias de (2.2) cruzan a $ hacia el interior.

Integrales de Darboux

En este capitulo se estudia la integrabilidad de un caso particular del
sistema de ecuaciones diferenciales que describe el comportamiento del
circuito de Chua, el sistema:

dx

% = a(y - hx)

. b si x=1

d—J: = x—y+z h(x)={bx si |x|<1 (2.29)
-b si x<-1

dz

% —By

Se define el espacio de vectores ¥ asociado a (2.26) como:

d d d
X=[aQy —h(Olgo+ (x =y +2) 5.~ By,

Lo que sigue es nuestro resultado principal para el sistema (2.26) con
g =0

Teorema 2.3

La tGinica integral primera racional generalizada del sistema (2.29) se cal-
cula teniendo en cuenta:

Siffi < 1/4,esla funcién:




Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 49
diferenciales multiparamétricos

Donde 1y y 73 son las raices reales distintas de fs* — s + 1.

Siff = 1/4, esla funcion:

‘ ‘ Br
___— 3k -

Donde 7 es una raiz real doble de 85 — s + 1.

Siff = 1/4, esla funcién:

ICE Ly 4 4122 4 ) B arctan (G ]
J4p—1 Jap -1 4B —1
Conx+z+#0

Nota: e* = E(x).
Demostracion

Consideremos el sistema (2.26) con £ = 0, es decir, x = a(y — h(x)),
y=x—y+z,z= Py

Podemos expresar ¥ como gz gz dy _ — [y, entonces:
dt dy dt -
dz —By
dy x—-y+z (2.30)

(x—y+2z)dz+ pydy =0

La ecuacién diferencial (2.30) se puede convertir en homogénea a través
de las sustituciones:

Z WX
y = ¥
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Que se obtienen teniendo en cuenta la solucién del sistema

b=0o"

en el punto (0, —x).
Luego, (2.27) queda:
(=v+u)du+ pvdv =0 (2.31)

Sea v = su, entonces dv = uds + sdu. Entonces, (2.28) queda converti-
daen:

(=su +w)du + fsu(uds + sdu) =0

separando variables se obtiene:
du _ —fs (2.32)
I u _Iﬁsz—s—l—lds

La integral del miembro izquierdo de (2.29) se resuelve teniendo en cuen-
ta lo siguiente:

i 2 : ; 1+,/1-4
Si f<1/4, fs*—s+1 tiene dos raices reales 1 = 1{".5‘ B
_1_".-:1_43
2 T "

La ecuacioén (2.32) queda:

y r
| — 1™
In|z + x| = — f 1[2’;"
LN |z+x_r2|r2
Entonces,
y r
| 1™
g=_F In[-2L X ]+ In|z + x|
?"1—7'2 | y _rzl'r'z
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es una integral primera racional generalizada del sistema (2.29). Por lo
tanto,

4 —r1|7'1 ( B )
] =Tz

|
K=EH) =|z+ xl[z-l—x—
= a1

Sif =1/4, fs* — s+ 1 tiene una raiz doble ¥ € B, r = 2.

Aqui, la ecuacion (2.29) queda:

1/4r
Infu| = —Zln|ZIx—r| +y/—
Pkl
Entonces,
1 1/4r
Bt oo iz x|
4 'z+4+x [J" -
z+x

es una integral primera racional generalizada del sistema (2.26). Por lo
tanto,

1/4
K = E(H) = | =— =)z + x|E[y/(Zjﬁ]

Siff =1/4.

En este caso, las raices 1y y 7> del polinomio fs—s5+1son complejas;

entonces, la integral _r % ds la resolveremos asi:
2

-5+
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Bs Bs
[ — ds =/ ds
Ast=s+1 Bl(s - 59 + G
4p2
3 p-1°
=/ (ZﬁS—zdS
(J2Bs — 1
2,83—1 1
__% I '4'8 ds + 2k 1) 4% - ds
Ja—1" (2Bs—1y, . Jap-1" (2Bs—1y, .,
(Jﬁ_] w—»
—1I (2{33 )2+ 1]+ ! arctan(zﬁs_1)
v s AN S ST S
Reemplazando ahora en (2.29):
Injz + x| = 1|(ﬁ_ 1)~ tan( )
niz X ——n ar‘c dan
V4B V4B V4B —
Entonces,
H= sy g — tan(c——=) + In|z + x|
= -Inj\— —(———arctan{——— n|z X
2 ap—1 JAB —1 JAB —1

es una integral primera racional generalizada del sistema (2.26). Por lo
tanto,

2Bs — 1 1 2Bs — 1

K=EH) = |(—=)*+ 1|'/ E[—— =
(H) I(m) + 115z +x) [marctan(m)]

Es facil ver que en los casos (i, ii, iii) que, para x +z #= 0, H se puede
escribir como el cociente de dos funciones analiticas.

Teorema 2.4

Supongamos que el sistema diferencial (2.26) tiene a p como un pun-
to singular, y sean 4, 4, y 4; los valores propios de la parte lineal del
sistema (2.26) en p. Entonces, el namero de integrales primeras raciona-
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les generalizadas linealmente independientes del sistema (2.26) es como
méximo la dimensién del subespacio vectorial minimo de R* que contie-
ne el conjunto:

{(ky, kg k3) ER® 1 kg + kydy + k3As = 0, (kq, ka, k3) # (0,0,0)}

Demostracion

Este teorema sirve para mostrar que el nimero de integrales primeras
racionales generalizadas son solo las calculadas en el teorema anterior,
no hay otras.

En primer lugar, observemos que el punto singular del sistema (2.26) es
(0,0,0). Los valores propios 44, 4; y 45 de la matriz jacobiana del sistema
(2.26) en el punto singular se relacionan a través del polinomio:

p(A) = 2>+ (ab + 1)A* + (ab —a + f)A+ afb

de donde:

Six =10

-1+./1-48

A =0, /12,3 = — 2

Por lo tanto, k444 + k;4; + k343 = 0 es equivalente a:

ky(—1+ 1= 4B) +ky(-1—-J1—4B) =0

0, en otras palabras:

ky  —1-41-4B
ks -1+ 1-4p
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Es evidente que el lado izquierdo de (2.30) es un ntimero racional (una
vez que ky, k3 € Z) y que la eleccion de ff de una manera conveniente en
el lado derecho de (2.30) es irracional.

Por lo tanto, (2.26) no puede sostenerse para esta elecciéon conveniente
de B. Asi, para este punto singular (0,0,0), la dimension del subespacio
vectorial minimo de IR* que contiene el conjunto

{(kvkz:k:a) eR® ki + kA, + k3d; =0, (khkz;k:a) * (D:O»D)}

es claramente uno, generado por (ki, ﬂ,ﬂj. Entonces, de este teorema se
deduce que el sistema
dx
dt

dy
dt

dz
dt

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe
ser una funcién de H.

Sib=10
A =0, ‘12,:; =
Por lo tanto, k444 + k;4; + k3d; = 0 es equivalente a:

ko(m14+J1—=48)+k3(-1—-,/1-48)=0

0, en otras palabras:
k- _ -1—-1-4p
ks —1+/1-4p




Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 55
diferenciales multiparamétricos

Es evidente que el lado izquierdo de (2.31) es un ntimero racional (una
vez que ky, k3 € Z) y que la eleccion de ff de una manera conveniente en
el lado derecho de (2.31) es irracional.

Por lo tanto, el Teorema 2.4 no puede sostenerse para esta elecciéon con-
veniente de f. Asi, para este punto singular (0,0,0), la dimensi6n del
subespacio vectorial minimo de I* que contiene el conjunto

{(ky, ko k3) ER® 0 kqAy + kydy + kA3 = 0, (ky, ky, k3) # (0,0,0)}

es claramente uno, generado por (k4,0,0). Entonces, se deduce de este
teorema que el sistema

dx _ h

— = a(y-h()

d b si x=1
y .

= = x—y+4+z h(x)={0 si |x|<1
g -b si x<-1
dz _ _

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe
ser una funcién de H.

Con esto se completa la demostracién del teorema anterior.
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En este caso, tomaremos un miembro particular de una familia de ecua-
ciones, de la cual hace parte la ecuaciéon de Van Der Pol, con el fin de
ilustrar una forma de interaccion entre el algebra y la teoria cualitativa
de ecuaciones diferenciales para completar un estudio de un sistema di-
namico.

Introduccion

Dada la familia de ecuaciones:

yy' = (@(2m + k)x™**=1 4 b(2m — k)x™*1)y — (a®mx** + cx?* + b*m)x2m-2k-1 (3.1)

Realizaremos una revisién de:

a) Existencia de puntos criticos.

b) Estabilidad de los puntos.

c) Hallar grupos de Galois diferencial.
d) Hallar integrales primeras.

Podemos ver antecedes de su estudio en [1], [2] y [3].
Campo vectorial de Polyanin-Zaitsev

La foliacién (3.1), con a, b, ¢ € C m, k € Z, tiene asociado el sistema de
ecuaciones:

x=y
J:’ - (a(Zm + k)me(—'l + b(Zm _ k)xm—k—i)y _ (azmx4k + Cx2k + hzm)x2m—2k—1

A su vez, este sistema tiene asociado el campo vectorial X =: (P, Q),
donde:

(P,Q) = (y, (Q(Zm + k)x™+k=1 4 p(2m — k)x”“k‘l)y - (azmx‘”" + cx?k 4 bzm)xz”"”‘lj

En esta seccion se realiza un anélisis para determinar en qué condiciones
el campo vectorial (P, @) esta formado por polinomios.
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Proposicion 3.1

Para la funcién
(a@m+E)x™H 2+ b(2m— K)x™ )y — (a®mx*® + cx 2% + pIm)x?m-28-1),

a. Silk,m)eS dondeS={(x,v)/0=x=vy+1} SN x I, entonces
es polinomial.

b. Es un polinomio de grado absoluto mayor igual que 2 si y solamente
silk,m)ES ={(x,y)/x+y =2

Para la demostracién del inciso a, se deben considerar algunos casos es-
peciales con relacién a las constantes:

Caso1: Sik = 0,m = 0, entonces el sistema original se reduce a:
X=9
y = —cx!

Para que este sistema sea polinomial se necesita que ¢ = 0.

Caso02:Sik = 0 y m # 0, entonces el sistema queda:

X=y

¥ = (@2mx™1 + b2mx™ Uy — (@*m-t-c + b m)xt™1

Existen dos posibilidades:

21: Si m=0, entonces (a2mx™ '+ b2mx™) vy
(a*m+c+ b*)x*™ 1 son polinomios de grado ma-
yor o igual a cero (teniendo en cuenta que las condiciones
a, b, (a*m+ ¢ + b*m) pueden ser iguales a cero).

2.2: Si m < 0, entonces (m — 1), y (2m — 1) son menores que
cero, por tal razén no se forman funciones polinomiales (solo ra-
cionales), al menos que las constantes a, b, (a®m+ ¢ + b*m)
sean iguales a 0.
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Caso 3:Sim = 0 y k # 0, entonces el sistema queda:

xX=y

y = akyx®1 — bkyx %1 — cx1

Para este también existen dos posibilidades:

3.1:Si k = 0, entonces la tnica forma de que esta expresion sea un
polinomio es que b = ¢ = 0.

3.2: Si k = 0, entonces para que la expresion sea un polinomio
a=¢c=0,

Caso 4: Si k # Oy m # 0. Para que esta funcion sea un polinomio, los
exponentes deben cumplir las siguientes condiciones:

a m+k—1=>0 b m—k—-1=0 c. 2m—2k—1>0
- ot 1
m>1-k mz=k+1 m2k+£

Haciendo la solucién grafica del sistema de inecuaciones, con las opcio-
nes anteriores, podemos notar que parte de los puntos admisibles (k,m)
(k, m) estan contenidos en laregionk = 0k = O0ym = k+ 1.
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Figura 2.1. (k,m) para que la funcién sea polinomial

Region admisible

[P

=1

Fuente: elaboracién propia.

Pero analicemos qué sucede cuando alguna de las constantes se hace cero.

41:Sia # 0yk > 0, en este caso las condiciones son:

= m+k—-1> m—-k-1
= m+k—-1>0

= m—k—-1>0

= 2m—2k—1>0

= 2m—2k—1>4k

= k>0
4.1.1:Si k = 2m, entonces el sistema se reduce a:
xX=y
}-} — 4amyx3m—1 — AP2mxM—1 — py2m—1 _ K21 a—2m-1
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Entonces se deben cumplir las condiciones:

= 3m—-1>0
= —2m-1>0

Esdecirm = 1/3ym < —1/2 ]o cual no se puede. Entonces, la tinica
forma de que sea un polinomio esquea=b=c=0.

4.1.2: Sik 6 = 2m, entonces depende de b. Si b 6 = 0, se mantienen las con-
diciones del principio del caso 4.1. Pero si & = 0, entonces las condicio-
nes a tomar en cuenta son:

= m+k—1 > 0.
= 2m—2k—1 > 0.
= k> 0.

De lo cual se obtiene que:

1
1—m<k<m—§

1w
Il
3

42:Sia =0yk < 0, en este caso las condiciones son:

» m+k—-1<m-k-—1
" m+k—-1>0

= m—k-1>0

» 2m—-2k—1>0

= 2m—2k—1>4k

= k<O

Para el inciso b, basta con analizar graficamente en conjunto la region del
inciso anadiendo las nuevas condiciones.
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Estudio galoisiano y cualitativo caso minimal

Un caso particular para nuestra familia de sistema de ecuaciones de Lié-

nard es el sistema polinomial lineal (dado cuandom = 1,k = 0):
xX=y
y=2a+2b)y—(a®+c+b>x (3.2

El objeto principal de esta seccién sera el analisis tanto galoisiano como
cualitativo del sistema. Cabe notar que las técnicas utilizadas en esta sec-
cién se pueden estudiar mas a fondo en [4], [5], [6], [7] vy [8].

Proposicion 3.2
Para (3.2), con p = 2ab — ¢ se cumple que:

i  Si(2ab —c) =0, entonces el grupo de Galois diferencial es
DGal < L/K >= ({o,:0.(y) = y+ cc € C},0).

ii  Sil2ab —c) # 0, entonces el grupo de Galois diferencial es

DGal < L/K >= ({o./6.(y) = cy c € C},0).

iii Las curvas algebraicas invariantes son f; =—v+ \,n";_:v y
fa=—v—.p y sus respectivos cofactores generalizados
Ky =—1(v+.p) K= —-1(v—/p).

iv  Los factores exponenciales generalizados son
(px+e

y Fa(v,x) = exp™

F(vx)= EKP"'FJ‘“

Ademads, sus respectivos cofactores generalizados son L, = (v.x) =+Vpy

L, =—vp.
- 'p_v
. exp” “WF"
v Los factores integrantes son Ri(v,x) = ,p—_-.r y

I__—y-ﬂ-l’.'p:]
expz,_.’ﬁx
Ry(vx)=——=x
!__L‘_'Vllp-"

vi Las integrales primeras estan dadas por:
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exp — Z.VI'Fx‘

—v—\Jp—

_2 —2 u'p_x_l_ — l
L (v,x) = — \_/;i/—ixp . c (_2\/5&!{[]_2‘\' F"-?“) exp?e
2 n';x
expTy
v+ \/_p - T
—2 2 [px — 1
Lv,x)= P - (Zﬁexpz-.,lp x) exp*P

—v‘+ﬁ

vii Si¢ > 0,(0,0), es el tinico punto critico en el plano finito, ade-
mas es estable.

viii Si a,b, ¢ = 0, los puntos criticos en el infinito para el sistema
son:

(x,y,0) = (i\j 1—y3({a+b)t+2ab—c¢, 0‘).

Demostracion

La foliacion asociada a (3.2) es:
yy' = 2a+ 2b)y — (a® + ¢ + b¥)x

Entonces, teniendo en cuenta que f (x) =—2(a+b)y vy
gl(x) = (a® + ¢ + b7 )x, la ecuacion de Liénard sera:

¥—2a+2b)x—(a*+c+b*)x=0

Esta es una ecuacién de segundo orden con coeficientes constantes.

Si la llevamos a la forma ¥ = gy con el cambio de variable

(a+b)t

-2 flxdar . . .
x = expt =" } , es decir, x = exp y se obtiene la ecuacion:

v = (2ab—-10)y
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Analicemos cada caso de la solucion de la ecuaciéon de Liénard asociada
teniendo en cuenta lo siguiente:

(2ab—c) = p. La solucién de la ecuacién reducida de segundo or-
den es ¥(t) = Cyexp” + C,exp™™" si se toman (Cy,C;) = (1,0)o
(C,.C;) = (0,1), y las soluciones particulares son:

\fpt vrpt

Y1 = €xp Y2 = €xp

Con estas podemos construir las soluciones de la ecuacién de Liénard,
que son:

Xy = exp(a+b)ty1 — exp(a+b+xj2ab—c)t

Para estas tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si a. b,c € C, esto es, [rl-l- b++v2ab—c)=a+if =z, en-
tonces x; = exp™ - expf*t |

11:Sia = 0y f = 0, entonces ¥4 es no acotada en —2 y no
acotada en +c0.

12:Sia@ < 0y = 0, entonces x4 es no acotada en +% y no
acotada en — 9,

13:Sia = 0y [ = 0, entonces la solucién x4 es periédica.

{a+b)t , e (v2ab-ec)t

Caso 2:Sia,b,c € R, entonces € x; = exp xp

2.1:Si ¢ = 2ak, entonces tendremos dos curvas soluciones y
:x ¥

r

2.2:Sic = 2ab, entonces (a + b) + v2bc = (a + b) +ivc — 2ab,
es decir que estariamosenelcasounocona = a + b, § = +/c — 2ab,
yademéssia=—b =a=06a<0ya>—-b=a>=0.

Nuestro siguiente objetivo serd realizar el calculo de los grupos de Galois
asociados a la ecuacion ¥ = p¥, tomando como cuerpo de constantes
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K = (. Este estudio se puede ver en [2]. Debemos tener en cuenta dos
casos:

Caso 1: Si p = 0, entonces tendremos la ecuacion ¥ = @, cuyo espacio de
soluciones es generado por ¥; = 1 e ¥; = t. La extensién de Picard-Ves-
siotes L =C <t =,donde < t == {k, + k,t: kg, k; € C}. Si tomamos

el automorfismo ¢ € DGal < L/K =, veamos qué forma debe tener:
Primero, debemos tener en cuenta que ¢:L =+ L de manera que
a|, = identidad, entonces o(v;) = 1 = v;. Ahora:

a(9,t) = at(a(t))a(1) = 1 = d.(a(t))

Resolviendo esta ecuacioén por variables separables, tenemos que o(t) = t
+C; por tanto, el grupo de Galois diferencial sera:

DGal < L/K >= ({o.:0.(y) =y +c, c € C},0)

También se puede ver que:

()= 1)

Es decir que el grupo de Galois diferencial es isomorfo al grupo:

(2 Yeedo

Caso 2: Si p # 0, tendremos entonces la ecuacion (v) = pv, tomando el

mismo campo de constantes del caso anterior K. La base de soluciones

—pt —

.2 1 .. . .
ara la ecuacion es y; = ex —. La extensiéon de Picard-Vessiot
L1
¥y

serd L = C <= exp"P’ =.
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Ahora, supongamos que @ € DGal < L/K >y veamos qué accion reali-
za sobre las soluciones ¥y, ¥5.

o) = o (= expV™) = 9,0 = o (8, exp??) = Vp(y)

Resolviendo la  ecuacién  diferencial  d.0(y,) = ‘u’rp[ﬂ'(}’l:]]
d.o(vy) = M’rp[ﬂ[}rlj:] por el método de separacion de variables,

nos queda que T (}’1] =¥.C; ademads, como YV, = 1f1,1, entonces
i 1 i -
cr[u.:] = — = =-v,.
o g(y) 6y "=

El grupo de Galois diferencial sera
DGal < L/K >= ({o.f0.(v) =cy, c€C}o0)
También se puede ver en este caso que:
& (J};;) - (g 1?6)
Es decir que el grupo de Galois diferencial es isomorfo al grupo:

5 Secd)s

: . . 3 e
Si hacemos el cambio de variable v = . sobre la ecuacién ¥ = gV, ten-
dremos la ecuacion de Riccati:

v =p—v?

Y el campo vectorial asociado es X = @, + (p —v?)4d,,.
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Aplicando el Lema 1 de [1], identificamos cada uno de los elementos de
la integrabilidad de Darboux (definidos también en la Seccion 1.2 de [1]),
con v;(x) como la solucién:

a) Curvas algebraicas invariantes: (f;(v,x) = —v + v;(x))
fi=—v+ By fi=—v—1p
Cofactores generalizados: (K;(v,x) = —N(x)(v + v;(x)))
K, =—1(v+. /o) yky = —1(v — /o)

b) Factor exponencial generalizado:

NTx) N
(-F_:]_ ('15', xj = exp ,l- I“_".._.\'::-‘Ij +1,“;|_|~x:|:|dx

También

0 .
(54w, (x))dx

[ = -
Fj_(l?,x] =Exp' =Exp.r-||.l':'dx — Exp.‘,px+c

0 .
(54vg (x))dx

r = -
F,(v,x) = exp’ = exp-r Pdx = gy —i/pate

Cofactor generalizado: L;(v,x) = N'(x)/2 + N (x)v;(x)
Ly =(v,x) =N'/2+Nv, = [p,
L,=(v,x)=N'/2+Nv,=—p

| -F-ava jdx

c) Factor integrante: R, (v,x) = == - "
—vtyy
r|f_1_f_f., }d —
exp - 1 “a JEF exp WPE
R1(1":xj = = —
v+ vy (—v+/p)?
exp] (~17/1-2v)dx 2/px
P exp
Ry (v, %) = - —
—1u + v, (_y_v.pjé

d) Integral primera: para este caso debemos calcular primero
dos elementos:
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L vy = (In(r)"
En nuestro caso vy 1y = 4/ oy Vi2q Mfﬁ

exp 2 FrAn®

[ (exp ™ PA0T ) gy

2. Yz TVan T

En nuestro caso
exp_zf v(q,2)4x
J’ (exp_zf v(lll)dx)d‘x
expfzf Jedx
[ e 2Ry
exp 2VP¥_expC
expC [ (exp_z\’{ﬁx)dx
exp2/P*
—2\/_(exp_2‘/5x +C,)

exp Zf_x

_\/_ 72\/_exp 2ypx 4 ¢
exp_zf V(z,1)dx

[ (exp™ ven@*)dy
expzf Jpdx

f(expzf ‘/fpd")dx
exp2/Px, exp©

expC: [ (exp2VP¥)dx

expzﬁx
Zﬁ(expzﬁx + G,)
exp2vP*

Zﬁexpzﬁx +C

Va2) = Yan t

-5 +

:\/54_

p+

Y =Ygy

-7+

—Jp+

~Jp+

Ahora las integrales primeras estdn dadas por:
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—v -V
[A(u'x) = Jexpf (v(a2)—P(a,1))dx
=7 U(A,l)
entonces:
—Zﬁx
exp
—v — — —-2/px
\/_ =2 pexp‘zﬁx +C I(ﬁ eEP . \/E)dx
L(v,x) = Jp exp \ R/pexpTHIC
—v—.fp
Y \/_ 3 exp—zﬁx
- —Zﬁx
_ Zﬁexp +C (—zﬁexp‘zﬁx)expmp
—v _\/E
2/px
exp
v+ \/E — exp?V/P*
2 Zﬁx +C f(—ﬁ+7+ﬁ dx
L{vx)= Vpexp exp 2,/pexp™/P+c

—v+\/5

exp2V/Px
2./pexp?VP* + ¢

—v+\/5

Analicemos ahora para los puntos criticos, tanto en el plano finito como
en el infinito. Para esto se utiliza el Teorema 1 [7, c. 3., p. 271], el cual se
basa en el estudio del sistema sobre el ecuador de la esfera de Poincaré,
es decir, cuando x2 + y?

—v + p_

(2/pexp?/P¥)exp/+

Recordemos que P(x,v) = vy @(x,¥) = 2(a+ b)y — (a® + b* +¢)x

con &, b, ¢ = 0, luego los puntos criticos estdn dados por el sistema:

y=02(a+b)y—(a*+b*+c)x=0

entonces el tinico punto critico en el plano finito es (x, ¥) = (0,0). Ahora,
para el andlisis cualitativo del punto critico hallamos la matriz jacobiana
evaluada en el punto, dada por:
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0 1
D(P,Q) 0= (—(a2 +b2+¢) 2(a+ b))

Los valores propios estan dados entonces por el polinomio caracteristico
A* —2(a+b)A+ (a® + b* +¢c) = 0. Asi, los valores propios son:

_ 2(a+b)++/4(a+b)? —4(a® + b2 + )

12 2 =(a+b)tV2ab—c

Para hallar los puntos criticos y su comportamiento podemos usar el sis-
tema:

ty =yz'P(1/2,y/2) = 2"Q(1/2,y/2)
tz = 2" A P(Liz, v /7)

(véase [9])
En nuestro caso © = 1, al reemplazar nos resulta:

+y =y2 —2(a+ b)y + (a® + b% +¢)

+z=2zy

Los puntos criticos para este sistema resultan de resolver el sistema:

y2—2(a+b)y+ (@ +b%2+c)=0

z=0

entonces,

2(a+b) ++/4(a+ b)? —4(a? + b2 +¢)
Vi2 = 5

=(a+b)+tvV2ab—c

Ademas, como nos encontramos en el ecuador de la esfera de Poincaré,
2 z . f ]
x°+ ¥ =1 esdecirque x = /1 — y-°.

Notemos también que al cambiar los signos de x e ¥ obtenemos pun-
tos que se llaman antipodos, los cuales tienen una estabilidad contraria.
Teniendo en cuenta las anteriores condiciones, los puntos criticos en el
infinito son:
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(x,y,0) = (/1 —y3 (a+ b) + V2ab —,0)

La matriz jacobiana es:

D(P,Q) = (Zy— ZZ(a+ b) 8)

En nuestro caso:

W rer 0
D(P,Q) |(y1'2,0)_ ( 0 (a+b) £ m)

Podemos notar entonces que los signos de los valores propios dependen
de los signos de los elementos en la diagonal. Lo anterior indica que se
debe analizar varios casos, tanto para el plano finito como para el infini-
to.Sea 4 = 2ab —c.

Caso 1: Si 4 = 0, entonces 4, = 0, pero para 4, tenemos tres posibilida-
des. Pero si 4, << 0 y 4, = 0, se contradice el hecho de que a, b,c = 0,
entonces la tinica opcion es que 4, = 0. Como ambos valores propios son
positivos, entonces el origen es un punto critico repulsor.

En cuanto a los puntos criticos en el infinito, en este caso se puede ver que

los elementos en la diagonal de la matriz jacobiana tienen dos opciones
Vi, Vo
¥ir¥a.

Para ¥5:

_(2vV2ab—¢ 0
D(P,Q) liy,0= ( 0 (a+Db) wm)

Para este punto los valores en la diagonal son positivos; luego, en el infi-
nito este punto critico es tipo repulsor y, por lo tanto, su antipodo es tipo
atractor.

Para ¥5:
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D, Q) Iy, (—2\/2ab i 0 )

0 (a+b)—vV2ab—c

donde —2+/2ab—c < 0y (a +b)—+2ab—c = 4, = 0; por lo tanto,
el punto critico es tipo silla. Entonces el retrato fase para el sistema en
este caso es:

Figura 3.1. Retrato de fase global para caso 1 (3.2)

\

Fuente: elaboracién propia.

Caso2:Si 4 = 0, entonces 4; = 4, = 0, es decir que el origen es un pun-
to critico repulsor.

Para los puntos en el infinito, el sistema se reduce a:

ty=(—-a-b)
tz=2zy

consoluciéony =a +b = 0. Luego, el retrato fase para el sistema en este
caso es:

Figura 3.2. Retrato de fase global para caso 2 (3.2)



74

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLDO PARA TODOS

Fuente: elaboracién propia.

Caso 3: Si A<0, entonces A, =(a+hb)+ie—2ab vy
A, =(a+b) —ive —2ab con (a + b) = 0, es decir que el origen es un
punto critico tipo espiral. En cuanto al infinito, la ecuacién no tiene solu-
ciones reales, es decir que no tiene puntos criticos en el infinito. Entonces,

el retrato fase para el sistema en este caso es:

Figura 3.3. Retrato de fase global para caso 3 (3.2)

Fuente: elaboracion propia.
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Campo vectorial con b =0 y de segundo grado

Nuestro siguiente caso serd identificar las condiciones para que el siste-
ma con b = 0 tenga un grado especifico (en este caso 2).

Si b = 0, el sistema se reduce a:

. - ,

y a(zm + k)yxm+k—1 _ azmx2m+2k—1 _ Cme—l

Para que este sistema tenga asociado un campo vectorial polinomial, los
exponentes deben estar entre 0y 2, es decir:

0<m+k-—-1=<2
0<2m+2k—1<2
0<2m—-1<2

Si tomamos todas las posibles opciones, tenemos que:

m+k—1=0 m+k—1=1 m+k—1=2
2m+2k—1=0 2m+2k—-1=1 2m+2k—-1=2
2Zm—1=0 2Zm—1=1 2m—1=2

Ahora formaremos todos los sistemas posibles de tres ecuaciones y bus-
caremos cudles tienen soluciéon. Notamos que el tnico con resoluble es:

m+k—1=0
2m+2k—1=1
2Zm—1=2

Ba | 3

k= -

B3|

parael cual m =
Luego, el sistema se reduce a:
xX=y
5 3

y =an—§a2x—cx2

A continuacion, realizaremos el andlisis cualitativo de este sistema poli-
nomial de grado 2.

Primero encontraremos los puntos criticos:
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y = 0
5 3
T e YU
2ay Zax cx 0
=
3
x(EaZ—Cx)=O
=
= _ 3a?
= 'x_Zc

Es decir que los puntos criticos para el sistema son:

3a?
00) & (§ 0)

El siguiente paso es clasificar los puntos criticos. Para ello, usaremos la
matriz jacobiana asociada al campo vectorial:

0 1
D = 3 2 5a
2a cx )

Si evaluamos el primer punto critico, se tiene:

0 1
D(0.0) = [3 S_a\
2 2

Con polinomio caracteristico:

/15 /1+32—0
(2“ )za—

5 3
AZ—EQ)L+EQ2 =0

y valores propios asociados:
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De lo anterior se puede concluir que el punto critico (0,0} es atractor si
a < 0 orepulsorsia = 0.

Ahora, para el segundo punto critico se tiene que:

3 2 D 1
D(%JO)Z[_EHZ E
¢ 2 2

Con polinomio caracteristico:
A5 A+92—0
(2 a—A) 78" =
0

5 9
/12—5(114'5&2 =0

y valores propios asociados:

1 _5a+ia\/47 3 _5a iav47
174 4 274 4

— 0) las orbitas se comportan en

. o 3
Es decir que cerca del punto critico ( =
forma de espiral estable o inestable, dependiendo de si @ es positivo o

negativo.
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dy

F i P(v,x)

dx ~ 4.1)
E - Q(U, x)

pueda asociarse a la ecuacién hipergeométrica:

pxX)y" +Tt(x)y" + Ay =0 @2)

sobre la cual es bien sabido que, si 2(x) y T(x) son polinomios de grado
a lo mas 2 y 1, respectivamente, tiene como solucién algin polinomio
ortogonal cldsico para determinada constante A\. Habiendo determina-
do la estructura del sistema (4.1), se realizard el estudio algebraico para
analizar sus curvas algebraicas invariantes, pues estas son también muy
determinantes para hacer el andlisis cualitativo del mismo. Luego, estu-
diaremos los puntos criticos en el plano finito e infinito y la existencia de
ciclos limites. De esta manera, podremos construir los retratos de fase
globales para algunos sistemas particulares.

En el desarrollo de este trabajo se hizo uso de tres teorias muy importan-
tes: polinomios ortogonales clasicos [10], teorias de Galois [1], [2], [3], [4],
[5], [6], [7], [8], y la teoria cualitativa de sistemas dinamicos [11], [12], [13].

Introduccion

Los polinomios ortogonales nacieron, en primera instancia, por una ne-
cesidad de aplicacion préctica: encontrar las componentes de las fuerzas
de atracciéon gravitacional entre cuerpos no esféricos. En un articulo pu-
blicado en 1785 (Sur I’attraction des sphéroides), Adrien-Marie Legendre
introduce los polinomios que llevan su nombre, P,,(x), y que forman
parte de uno de sus primeros estudios sobre la teoria del potencial y la
determinacion de la magnitud de las fuerzas gravitatorias antes mencio-
nadas. Més adelante, prueba algunas propiedades de estos polinomios,
incluyendo la ortogonalidad y la ecuacién diferencial lineal que satisfa-
cen dichos polinomios.
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En 1826, el francés Olinde Rodrigues encuentra una férmula para expre-
sar los polinomios de Legendre, hoy dia generalizada para los polino-
mios ortogonales cldsicos y conocida como férmula de Rodrigues.

Mas tarde, el matemaéatico Charles Hermite, interesado en el desarrollo de
las series de funciones con la intencién de generalizarlas para el caso de
varias variables, construye los polinomios de Hermite por medio de una
férmula que se estructura como la de Rodrigues. Hermite encuentra que
esta familia de polinomios también satisface una ecuacién diferencial li-
neal de segundo orden de tipo hipergeométrico. Luego, se demuestra
que cumple una relacién de ortogonalidad.

Edmond Nicolas Laguerre estudié otra familia especial de polinomios,
que ahora llevan su nombre. Mientras utilizaba fracciones continuas para
solucionar la integral _I": e *t~1dt, encontré polinomios especiales que
satisfacen la hoy conocida ecuacion diferencial de Laguerre.

A partir de los polinomios de Legendre, Karl Jacobi introduce una fami-
lia generalizada: los polinomios de Jacobi. Este estudio surge, méas que
por una necesidad meramente practica, como un desarrollo tedrico del
concepto de sucesion de polinomios ortogonales.

Una de las formas de caracterizacion de estas familias de polinomios or-
togonales (Jacobi, Hermite y Laguerre), y de nuestro mayor interés, es
que todas ellas, como logré demostrar Salomon Bochner, satisfacen la
ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico (4.2).

La teoria de clasica de Galois se desarrolla, a través de la historia, por la
necesidad de encontrar la solucién de las ecuaciones algebraicas. Karl
Friedrich Gauss demostr6 en 1829 que toda ecuacion polindmica irredu-
cible de grado n con coeficientes racionales tiene n raices. Evariste Galois
demostr6 que estas raices pueden calcularse a partir de los coeficientes
de la propia ecuaciéon. Su mayor aporte fue determinar las condiciones en
las que una ecuacion es resoluble por radicales, es decir, cuando la ecua-
cién polinémica admite un grupo, que denomina grupo soluble.

Luego de desarrollarse esta teoria, el matematico Sophus Lie utiliza este
punto de vista algebraico para estudiar las ecuaciones diferenciales, con-
tribuyendo con su teoria de grupos de Lie. Afios mas tarde, dos seguido-
res de la teoria de Galois, Charles Emile Picard y Ernest Vessiot, desarro-
llan una teoria analoga denominada teoria de Galois diferencial.
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Desde la época de Newton, en la cual nacieron las ecuaciones diferencia-
les, surgi6 la inmediata necesidad de hallarles una solucién acertada y
eficiente. A partir de entonces muchos se interesaron en el tema, pero sin
tener éxito. Solo hasta la aparicion del trabajo de Henri Poincaré, entre
los afios 1881 y 1886, se empez6 a vislumbrar un camino para resolver
el problema. El éxito consisti6, a diferencia de sus antecesores, en que €l
considerd a las ecuaciones diferenciales no solo como objetos del célculo,
sino también como objetos con un significado geométrico. Poincaré pro-
puso la descripcion del retrato de fase de la ecuacion diferencial. Esto dio
inicio a la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

En 1901, el matematico sueco Ivar Otto Bendixson contribuye a la teoria
que iniciaba Poincaré. Uno de sus resultados mds importantes es el teo-
rema de Poincaré-Bendixson, que se centra en el estudio de las singularida-
des: puntos singulares, érbitas periédicas y separatrices.

A pesar del gran paso de aquella época, esta nueva teoria se desarro-
llaba lentamente. Sin embargo, el entusiasmo por resolver el problema
se extendia a otras partes del mundo; por ejemplo, en Rusia, el grupo
de A. Lyase se interes6 en estudiar y conseguir nuevos métodos para
hallar soluciones. Por otro lado, el aleman David Hilbert proponia al-
gunos problemas interesantes para la conferencia en Paris del Congreso
Internacional de Matemaéticos de 1900, tales como la uniformizacién de
las relaciones analiticas por medio de funciones automorficas —resuelto
por Koebe (1907) y Poincaré (1907) independientemente— y probar la
existencia de ecuaciones lineales diferenciales que tengan un grupo mo-
nodrémico prescrito.

En 1923, Henri Dulac prueba (de forma errénea como se descubrié mas
tarde) que el nimero de ciclos limites de un sistema polinomial en el
plano es finito. A pesar del vacio que dejé la prueba, las ideas que usaba
fueron interesantes.

En 1926, Balthasar van der Pol obtiene una ecuacién diferencial para des-
cribir las oscilaciones de amplitud constante de un triodo al vacio y utili-
za métodos graficos para probar la existencia de una 6rbita periddica. Un
tiempo después, en 1929, Aleksandr Andronov establece la relaciéon entre
el experimento de van der Pol y la idea de ciclo limite de Poincaré. Es la
primera confirmacion préctica de la idea de ciclo limite.

En 1928, el ingeniero francés Alfred-Marie Liénard publica un trabajo en
la revista Révue génerale d’electricité, el cual se relaciona estrictamente con
el oscilador de van der Pol.
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En los afios 30, Aleksandr Andronov y Lev Pontryagin se ocupan de uno
de los temas fundamentales de la teoria cualitativa: la estabilidad estruc-
tural. Esta teoria consiste en estudiar cuando un retrato de fase mantiene
su topologia bajo variaciones pequenas de los coeficientes de la ecuacién
diferencial. Cuando esto no se da, se debe entrar en el estudio de las bi-
furcaciones.

Hasta 1981 se crey6 verdadero el problema de finitud trabajado por Du-
lac. Finalmente se demostr6 que la prueba era falsa. En 1985, siguiendo
caminos distintos, Yulij Ilyashenko y Jean Ecalle dan solucion a esta con-
jetura.

Polinomios ortogonales

Como parte de las propiedades basicas de los polinomios ortogonales
clasicos, esta dado el hecho de que son solucién de la ecuacién hiper-
geométrica:

px)y" +1(x)y'+ Ay =0

donde los polinomios g(x), K, P, y el parametro 4,, quedan determina-
dos por cada familia de polinomios ortogonales mencionados, de la si-
guiente manera:

Familia | p(x) KyPy(x) An
PR | 1—-x | B—a—(@+B+2Dx | n(n+1+a+p)
P | 1-.° 2 nn+1)
/) 1-x? —x n
i ] 2 —3x nin + 2)
fr‘m 1— x? —(2a + 1)x nin+ 1+ 2a)
Lﬂm i a+l1—x ke
L x 1-=x n
H, i —2x Zn

A continuacién, se detallardn algunos resultados del estudio de los poli-
nomios ortogonales vistos desde una perspectiva galoisiana.
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Proposicion 4.1

Sea F,, un polinomio ortogonal, entonces para el cuerpo de descomposi-
cién del polinomio £, (x)sobre &, sea R{ P, }, setieneque R{P, ., } = R,
donde K denota el conjunto de los ntimeros reales.

Demostracion

Se ha mostrado que las raices de cualquier polinomio ortogonal son rea-
les y distintas. Sean ¢y,..., &, las 1 raices distintas del polinomio orto-
gonal F,, entonces:

]R{Pn} = ]R[aln LD an]

Si tomamos el dominio de integridad B[, ], por definicion tenemos que:

Rlai] = {f (a1)/f (x) € R[x]}

Evidentemente, f(a,) € K. De este modo, el cuerpo R[eay,..., a,] = R:

Observacion 4.1

De la anterior proposicion se puede concluir que es posible tomar como
extension de los reales, el cuerpo de descomposicion de cualquier poli-

nomio ortogonal; es decir, L = R{F,}, el grupo de Galois de la extension
G(L\R)= {Id: Id(x)= x,vx € R}.

Proposicion 4.2

Consideremos los polinomios p(x), Ky P,(x) y el parametro 4,, de la ta-
bla anterior, entonces la ecuacién diferencial tipo Riccati para cualquier g
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(]

dv A '—K,P

P _Zn, P 7ML E
dx p p p
se puede transformar en la ecuacién tipo hipergeométrica:
p(x)y" + K,Pyy' + 4,y =0

Demostracion

Haciendo el cambio de variable w = piw

dw  dv
dx  Max
p' — kP, 1
= A, + ———— v + —p?v?
" p p
"— kP 1
N Tl G SRt
p p

obtenemos la ecuacion diferencial:

dw "— kP 1
S e Ce |

——= w +—w?
dc« " p p
Sobre esta ecuacion se hace la transformacién w = —g ‘E, entonces:
dw dy
e = e Facl ”
Y dx dx Py —py 4.3)

Por otro lado,

dw d
+W—y =y

2
pr—KP [ y\ 1( ¥
YotV YT (py)+p(pY)+

=yA, —p'y' + K Py’
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es decir,
dw+ dy_ A "v' + K, Py’
ydx de—)’ n—PY 11y (4.4)

Ahora, igualando (4.3) y (4.4):
Vi, —p'y' + KiPyy' = —p'y' —py"
py"' +KiPyy' + 4,y =0

De este modo, podemos asociar un sistema polinomial en el plano a cada
familia de polinomios ortogonales clésicos, asi:

Familia b x
(&8 An 2 : =
plEF T{l—x‘]-l—{ﬂt—_ﬁi'{ﬂ*'_ﬁj-ﬂ“ +uvrs | 1—x°
An . . .
) (1 —x?) + uv? 17
A . . 5
9 ?{1 —x°) — xv 4 pv 1-—x*
Ay . . .
U, (1= x?) 4 xv + o’ 1-x"
s *lr! 7 2 2
L T{l — x4+ 2o — Dxr + pr® 1-—x*
L f“ (—a+ x)v + pv? *
n Y
Li.,_ TI+IU + uw” X
Ay Y
H, ?+ 2xv + pre 1
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Proposicion 4.3

Sean p(x), K, P, (x) y 4,, como en la proposicioén anterior, entonces para
cualquier ¢ # 0, el campo vectorial polinomial cuadratico

dv A, C 5
i Ip +(p' —K,P))v+ pv
dx

a7

tiene una curva  algebraica invariante de la  forma
uvPB, (x) + p(x)P',(x) = 0, donde P, es cualquier polinomio ortogonal
clasico asociado a p(x), Ky Py (x)y 4,

La ecuacién diferencial asociada al sistema en la Proposicion 4.3 es:

dv A "— K,P
o _fw P B
dx p p p

la cual, segtin la proposicién anterior, se puede transformar en la ecua-
cién de forma hipergeométrica:

p(x)y" + K1Pyy' + A,y = 0

y esta tltima, para cada 7, tiene como solucién ¥,, = F, algtn polinomio
ortogonal clasico asociado a las funciones p(x), K;P,(x) y el parametro
A,; tal como se demostro en el capitulo 3.

p(X)P"y + Ky PPy + A,Py = 0

Sea X el campo vectorial asociado al sistema en la Proposicion 4.3. Ahora,
para un 7 fijo, consideremos el polinomio f (v, x) = pvP,(x) + pP', (x)
y mostremos que es irreducible y satisface Xf = Kf, donde K es llamado
el cofactor de la curva invariante f = 0.
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Sabemos que P,(x) y P', (x) no tienen factores comunes porque todas
la raices de los polinomios ortogonales son simples. Ademads, para cada
p(x) definida para cada familia de polinomios ortogonales clasicos, se
tiene que p(x) y P, (x) no comparten raices, pues las raices de los po-

linomios ortogonales permanecen en el interior del intervalo (a, b). De
hecho:

O En los polinomios de Jacobi, p(x) =1 — x? cuyas raices no se
encuentran en el intervalo (—1,1).

O Enlos polinomios de Laguerre, p (x) ==x, cuya raiz no se encuen-
tra en el intervalo (0,c0).

O En los polinomios de Hermite, p(x) =1
con lo cual, el polinomio f(v,x) = puvF,(x)+ pP', (x) es irreducible.

Por otro lado, usando el campo diferencial asociado al sistema en la Pro-
posicion 4.3:

p_— A TR N\Of  Of
f —(I;CH‘(,O— 1P)v + pv )%*ﬂa

11 r r o’ "
= (fﬂ +(p' = KiP)v + uvz) UPy + p(uvP'y + p'P'y + p*P"y)

= p'(uvB, + pP'y) + pv(uvP, + pP'y) — uKy Pyvb, + p(pP"y + 4,P,)
= p'(uvP, + pP'y) + pv(uvP, + pP'y) — uKy PyvB, — Ky PipP'y

= p'(uvP, + pP'y) + pv(uvk, + pP',) — Ky Py (uvF, + pP'y)

= (p' + v — K1 P)(uvP, + pP',)

Xf ="+w-KP)f

Concluyendo, de este modo, que pvF,(x) + pP',(x) = 0 es una curva
invariante para el sistema en la Proposicion 4.3.
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Proposicion 4.4
El sistema polinomial cuadrético
.A.p - -
p= = (1—x°)+avx+ bv+ pv* = P(v,x)
7
x= 1-—x?

tiene una invariante de Darboux de la forma:

fury

I{v,x,t) = x; et
x

fury

Demostracion

Las curvas algebraicas:

filv,x)=x+1=0 L(v,x)=x—-—1=0

son curvas algebraicas invariantes del sistema en la Proposicion 4.4, con
cofactores:

Kiv,x)=1—x kry(v,x) =—-1-—x
respectivamente.

De hecho, dado que para este sistema el campo vectorial se define como:

0 L0
X = P@,x) 7+ (1-x)=

obtenemos que,
X(f1)=Q0Q-xf X(f2) = (-1 -xf;

Ahora, utilizamos la proposicién del Teorema 2.1 [14; c. 5, p. 54], escogien-
dos =1
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/1111(1 + A‘lKl - _1

obteniendo:

De este modo, obtenemos la invariante de Darboux:

vx —1
I(v,x,t) = ——¢"

vx+1

Analisis cualitativo

Estudiaremos los retratos de fase sobre el disco de Poincaré de los siste-
mas polinomiales asociados a los polinomios ortogonales clasicos.

Proposicion 4.5

El retrato de fase sobre el disco de Poincaré de cualquier sistema polino-
mial cuadratico

- A’ﬂ ) -
v= —(1—x%)+avx+ uv-
F‘

-

¥r= 1—x°

conp # 0,4, > 0ya € Res topologicamente equivalente a alguno de
los retratos de fase descritos en la Figura 4.1.

Demostracion

En el plano finito, los puntos singulares del sistema son:
©O1 ©-1) (-a/m1) (a/p—1)

con lo cual se presentan dos casos: si @ # 0 existen cuatro puntos singu-
lares y si @ = 0 solo existen dos puntos singulares.
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Casol:a =10

En el plano finito hay cuatro puntos singulares:

An
ax + 2uv  —2—x+av
DX(v,x) = H

0 —2x

Al evaluar esta matriz en cada uno de los puntos singulares, obtenemos:

a —22/u

DX(0,1) = |0 “n

DX(0,-1) = |’0“ 2’1;/“|

DX(—a/p,1) = [—Ua —(ZAn_JrZaZ)/u] DX(a/u,—1) = [g (Zﬂn—zﬂz)/u]

Por tanto, en el plano finito existen dos puntos silla y dos nodos, uno
estable y el otro inestable.

Caso2:a =10

En el plano finito solo hay dos puntos singulares. La matriz jacobiana del
sistema en la Proposicion 4.5 para @ = 0 es:

A
2uy —2—x
DX(v,x) = #
0 —2x
0 2 0 2
pxO.n= [ _2/“] pX(0,-1)= [} 2/“]

Es decir, los puntos singulares (0,1) y (0,—1) son puntos semi-hiperbo-
licos. Entonces, debemos utilizar el teorema escrito en los preliminares
sobre este tipo de puntos para poder analizar su comportamiento en una
vecindad del origen. Para ello, debemos trasladar estos puntos al origen
del plano de coordenadas y luego, si es necesario, transformar el sistema
para reescribirlo en una forma normal (teorema de las formas normales).

Realizamos la siguiente traslacion del sistema:
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=
Il
I
[\S]
=t
I
=

luego,
. ~ An
X=%x T=p——&
U
o Mg oo o
V= —X" +27%+uv
U
¥= —2%—%°

Este altimo sistema es topolégicamente equivalente al sistema principal
y ademas cumple con las hipétesis del teorema para puntos semi-hiper-
bolicos.

Tomamaos:

-~ A2 amn o
AV, %) ZIJ'Z‘ +2ATX+uv

2
e I
B(7,x)=—X%
entonces,

x=f()= —%Tﬂ’z + o (%)

es la solucién de:

—2%+B(,%) =0
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en una vecindad del origen.
Luego,
I e WL, ~2
9®) = A@, @) = uv* + 0o(¥?)
debido a que el término de menor grado de la funcién g(¥) es par, se

tiene que el punto singular (0,1) es un punto silla-nodo.

Ahora, para el punto semi-hiperboélico (0, —1) hacemos las transforma-
ciones:

¥ = 1 x=x+1

A

~ ~ ~ n
X=% V=v——
u

¥
y se obtiene, de forma analoga, que (0, —1} es un punto silla-nodo.

Ahora se analizaran los puntos singulares en el infinito, utilizando las
transformaciones sobre la esfera de Poincaré.

El flujo definido por el sistema en la Proposicion 4.5, sobre el ecuador de la
esfera de Poincaré, exceptuando (£1,0,0), es topolégicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

{‘u = A /u+ (a+Dv+pv?+ A, uz?* —vz?
x= —2° 4z

cuyos puntos singulares a estudiar son:

(0,0) = (—(a +1)+ m}o) s = (—(a +1)— m}o)

2u 2u

. A
(a+1)+2u—2z*—v 2—z-2vz
DX(v,z) = H

0 —3z2+1
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luego,

DX(vy,0) = [1,’((1 + 132 + 44, (1]] DX (v,,0) = [—1,'((1 + {1))2 + 44, (1]]

lo cual indica que (¥4, 0) es un nodo inestable y (¥, 0) es un punto silla.

El flujo definido por el sistema en la Proposicion 4.5, sobre el ecuador de
la esfera de Poincaré, exceptuando (0, £1,0), es topolégicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

A A
x= ——xz2+—x3—ux+z% - (a + 1)x?
w u
/1?‘1 n
7= ——z3+—x%*z—axz—uz
u u

en el cual solo es necesario estudiar el comportamiento del punto singu-
lar, el origen.

A A A
——22z243"x2—pu—2(a+Dx —2—"xz+2z
M u U
DX(x,z) =
A’ﬂ A’ﬂ. n
2—xz—az —3—z2+—=x?—ax—u
1 1 H

Al evaluar esta matriz en (0,0):

DX(0,0) = [_O*“ _0“]

es decir, el origen de este tltimo sistema es un nodo y su estabilidad de-
pende del signo de {.

Observacion: 4.2

En la proposicion anterior, para valores especificos del parametro "a" se
obtienen los retratos de fase para los polinomios asociados a los polino-
mios ortogonales siguientes:
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a=a, E,
a=-—1 T,
a= u,
a=2a—-1 C°

Figura 4.1. Retratos de fase para 3.20

S
%

Fuente: elaboracion propia.

s

¥ /
|

1N

Proposicion 4.6

El retrato de fase sobre el disco de Poincaré de cualquier sistema polino-
mial cuadratico

. ’q'n 2
v= —x+av+bvx+puv
7

xX= X

conu 0,4, =0yab € R es topologicamente equivalente a alguno
de los retratos de fase descritos en la Figura 4.1.
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Demostracion

En este sistema los puntos singulares en el plano finito tienen la forma
(0,0) y (—, 0). Es decir, si @ = 0 solo existe un punto singular y sia # 0
M

hay dos puntos singulares.

La matriz jacobiana del sistema es:

An
a+bx+2uw —x+bv
DX(v,x) = H

0 1
Caso 1: Laguerre asociado a # 0:

DX(U,U)z[g {1)] DX(—a/u,O):[_Oa —af/u]

Indistinto del signo de @ en el plano finito, hay un punto silla y un nodo
inestable.

Caso 2: Laguerre a = 0:
0 0
DX(0,0) = [0 .

Lo cual indica que el origen es un punto singular semi-hiperbolico.

Realizando las transformaciones:

obtenemos el siguiente sistema, el cual es, topolégicamente equivalente
al sistema en la Proposicion 4.6:
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b+,
P= %xz + (b +214,)Vx + puv?
X= Xx

Aplicando el teorema para puntos semi-hiperboélicos, tomamos:

An(b + A,
A(”ﬁ,x)z%x2+(b+2ﬂ;n)'ﬁx+uv2 B(7,0)=0

Entonces x = f({¥) = 0 es la solucién de la ecuacién x + B(¥,0) = Oen
una vecindad del origen.

Luego,
g@) = A(¥,0) = uv” + o(v?)

por tanto, el origen es un silla-nodo.

Ahora se analizaran los puntos singulares en el infinito utilizando las
transformaciones sobre la esfera de Poincaré.

El flujo definido por el sistema en la Proposicion 4.6, sobre el ecuador de la
esfera de Poincaré¢, exceptuando (11,0, 0}, es topologicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

An
v= —z+bv+ (a—1vz+ uv?
H (4.5)

7= —uk

cuyos puntos singulares son (0,0) y (—b/u, 0). Si b # 0, existen dos
puntos singulares; si & = 0, solo hay un punto singular.
La matriz jacobiana asociada a este altimo sistema es:
An
DX(v,7) = b+ (a—1)z+ 2vu F+(a—1)v
0 -2z
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Caso 1: Laguerre y Laguerre asociado b = 0:

i A, +b(1—a)
DX(0,0) = [b | DX(=b/u,0) = [_b I
0 0 0 0

Es decir, (0,0) y (—&/u, 0) son puntos semi-hiperbolicos.

Para llevar (4.5) a la forma candnica, y asi poder aplicar el teorema para
puntos semi-hiperbdlicos; realizamos las siguientes transformaciones:

~

V=—z+bv Z=2
u

obteniendo el siguiente sistema, que es topolégicamente equivalente a
(4.5):

. A,(—a+A,/b

P= bT+ n( i n/)zz+(a—1—2)tn/b)’ﬁz+%’ﬁ2
7= -z

donde,

A(W,z)= -2  B(¥,7) = Mzz +(a—1 —Zin/b)i:‘z+%?;‘2

Sea ¥ = f(z) la solucion de la ecuacién b ¥ + B(%,z) = 0 en una vecin-
dad del origen. entonces:

9(2) =A(f(x),2) = -z°

por lo tanto, (0,0) es un silla-nodo.

Para el punto (—b/u, 0), realizamos sucesivamente las siguientes trans-
formaciones:
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N b
= P Z=1Z
U
_ A+ b(1-a) _
= Z—b7 Z=
U
obteniendo el sistema topolégicamente equivalente a (4.5):
v= —bv+B(7,2)
7= —z°
donde:

B(0,0) = DB(0,0) =0

y

A(W,z) = —z*

Sea ¥ = f(z) la solucién de la ecuacién —bv¥ + B(¥,z) = 0 en una ve-
cindad del origen de este altimo sistema, entonces:

9(2) = A(f(2), 2) = ~7*

por lo tanto, el punto (—b/u, 0) es un punto silla-nodo.

Caso2: b = 0:
An
DX(0,0) = IO rl
0 0

es decir, el origen es un punto singular nilpotente para este sistema.

Realizamos la transformacion:
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obteniendo el sistema topolégicamente equivalente al sistema (4.5):
V= z+((@-1DPz+1, 7

Y= —ge

Este altimo sistema cumple las condiciones del teorema para puntos sin-
gulares nilpotentes, donde;

AW,z)=(a—1)Vz+ 1, 7 B(¥,z) = —z2

por otro lado, z = f(¥) = (1 — A, — a) %" + 0(F") es la solucién de la
ecuacion:

z+A[@W,z)=0
en una vecindad del origen de este Gltimo sistema.
Luego,

F®) = B@,f(®)=-(1-24,—a)?7" +0o@")

. (04 0B\ _ 1.5 N
6= (55+5,) @ fO) = 20,7 +0®)

Evidentemente, en este caso m = 4y 1 = 1. Como M es pary m > 2n+ 1,
el origen es un silla-nodo.

El flujo definido por el sistema de estudio, sobre el ecuador de la esfera
de Poincaré, exceptuando (0,£1,0), es topolégicamente equivalente al
flujo definido por el sistema:
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x= (1- a,)xz—jﬂ‘xzz—bx2 — px

A

. n
7= ——xz°*—az®—xz—uz

En el cual solo es necesario estudiar el comportamiento del punto singu-
lar, el origen.

A A
(1—a)z—2fxz—2bx—u (1—(.5)9(—;nx2
DX(x,z) =
A

——z%—-z —foz—Zaz—x—,u

u
Al evaluar esta matriz en (0,0):

_ [ 0
DX(0,0) = [0 _#]

es decir, el origen de este tltimo sistema es un nodo y su estabilidad de-
pende del signo de {.

Proposicion 4.7

En la proposicion anterior, para valores especificos del parametro a y b
se obtienen los retratos de fase para los sistemas polinomiales asociados
a los polinomios ortogonales siguientes:

a=20, b=1 I
a=—a b=1 L

n
(=)
n

Analisis galoisiano
Proposicion 4.8

Para la ecuacion diferencial de Chebyshev
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Y-y + 2y =0 (4.6)
donde 4,, = n®, n €M, se cumple lo siguiente:

DG (%) de la ecuacién de Chebyshev es isomorfo a Z,, donde K = C(x)

Las integrales primeras de los campos

w= —2—44, + (44, — 1)x* — 4(1 —x*)*w?

x= 4(1—x%)?

@)
y
p= —(1—x2)—xv+ uv’
P ( )
x= 1—x°
@8)

asociadas a la ecuacién de Chebyshev, son

U,_.' 3x
—w + -1 _ =
T ey 20— 2%) Uny ——
Iw.2) = e S e i
_“?+i_—n w
T,  2(1—=x%)
oy Do U o)
e T (1—x2)+ pT,vx Ve R
Demostracion

Es bien sabido que ¥; =T, y v, = U,_; V1 —x?* son dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién (4.6). Si tomamos el cuerpo

diferencial KX = C(x) de todas las funciones racionales de variable x y
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consideramos la extension del cuerpo L = K[V1 — x?], para calcular el
grupo de Galois diferencial de la ecuacién (4.6) se deben calcular todos

los automorfismos diferenciales en la extension L. Es decir, encontrar una

matriz:
a b

A, =
¢ [c d

tal que:

o[3] =45 3)]

Por operaciones matriciales tenemos:

¢ (y,) = ay, + by, d(y,) = cy; +dy,

Por otro lado, debido a que ¥4, ¥, € C(x) y ¢ es un automorfismo, obte-
nemos:

¢1) =0 ¢(v2) =y,
donde c¢* = 1. Entonces, podemos concluir que:

A¢=[(1) S]

Por tanto,

pgait/ky={ly g}y Sl}=

—

Si en la ecuacion diferencial de Chebyshev consideramos b, (x) =

by (x) = —2

1-x27

y

1-x*
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la transformacion:

y = Ze_%f by (x)dx

nos permite obtener la ecuacién reducida de segundo grado:

i [—2—x*—44,(1 —x%)
“ = 4(1— x2)2 z

(4.9)

con

1
2= y(1— x?)3

esto resulta después de aplicar la Proposicién 1 del articulo On The Inte-
grability Of Polynomial Vector Fields In The Plane By Means Of Picard-Vessiot
Theory.

Debido a que ¥; =T, y ¥» = U,_; son soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuaciéon de Chebyshev, entonces:

1 3
Zi = Tyfd— 952)Z z; = Uy (1— x2)z

son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de segundo
grado reducida (4.9). Por otro lado, la ecuacion diferencial asociada al
sistema (4.8) tiene la forma:

g —2—Ad, + (1444, )"

2
w= 4(1 — x2)2

. . =t k-4 .
que al aplicar la transformacion w = —W = —, es equivalente a la ecua-
cion (4.9), con lo cual las soluciones de esta tftima vienen dadas por:

B x5 B , T, x
wi = = z) = o
z' 9 3%

2
=—==/(] I = —
Wy == Inz) = oA
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Entonces, aplicando el Lema 1 del articulo Darboux Integrals for Schro-
dinger Planar Vector Fields via Darboux Transformations, obtenemos que la
integral primera del sistema (4.8) tiene la forma:

—w(x) + wy(x)

I(w,x) = EU (Wz(x)—wl(x))dx)
W) = o +wn ()
entonces,
. s 3x
—w 4+ 2L —

Uy 2(1—x2) U,_q, ——

I(W,X)Z ,;.'1,1 (x x). ;11 1_x2
- i n
Wt T T 2d—x9)

Ahora, para encontrar la integral primera del sistema (4.7), se debe notar
que la foliacion del sistema (4.8) es:
Ay X u

= B +
v u 1-x2’ " 1_x2"

2

244, + (41, — D)x?
W= 4(1 — x2)2 v

2

la cual se relaciona a través de la transformacion:
X uv
2(1—x%) 1-—x?

w =

Por tanto, reemplazando se obtiene:

x L & " 3x
A=) T2 Ty 20-20) Up,y .
I(v,x) = . e T, o T v1—x

20—%) 1T-2 17T,  201—x9

luego de simplificar se obtiene la integral primera.
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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es proponer el estudio de las bifurca-
ciones transcriticas de una familia cuadratica multiparamétrica asociada
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(Véanse [1], [2], [3] para estudios previos de esta familia).

Inicialmente, se hace una investigaciéon sobre las familias cuadraticas
multiparamétricas equivalentemente afines al sistema diferencial polino-
mial. Luego, se hace un estudio de cada familia en el plano finito, apli-
cando tépicos de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales (véanse
[4], [7], [8], [9], [10]), para hallar sus puntos criticos, analizar su estabili-
dad y luego observar las bifurcaciones (véanse [4], [5]) presentes en una
familia cuadrética multiparamétrica.

Después, se hace un estudio en el plano infinito utilizando la compactifi-
cacion de Poincaré en cada familia dada por medio de cartas, con base en
la proyeccion estereografica de la esfera en el plano. Asi, es posible obser-
var un mejor enfoque al estudiar el comportamiento de las trayectorias
cercanas al infinito usando la llamada esfera de Poincaré.

Por altimo, se usan programas como P4 para ilustrar el comportamiento
de cada familia en el plano infinito por medio del disco de Poincaré. Ade-
mas, se utiliza el software GeoGebra para analizar de manera detallada las
bifurcaciones presentes en una familia cuadratica multiparamétrica.

Introduccion

El conocimiento y crecimiento de las ecuaciones diferenciales en el mun-
do surgieron de la misma forma en que se plantearon otras ramas de la
matemadtica, a través de la necesidad que tenia el ser humano de resolver
problemas fisicos y matematicos de acuerdo con sus investigaciones ya
obtenidas. De aqui nace una nueva rama de la matematica que hoy en dia
es muy importante, las ecuaciones diferenciales.

A finales del siglo XVII, Isaac Newton, Gottfried Leibniz y los hermanos
Jacob y Johann Bernoulli dieron paso a las ecuaciones diferenciales. Estas
se utilizaron en la solucién de problemas tanto geométricos como fisicos.
Posteriormente, Newton vio muy ttil el uso de las ecuaciones diferencia-
les para la soluciones de varios problemas que anteriormente no se po-
dian solucionar. Sin embargo, el éxito de las ecuaciones diferenciales se
debe en primer lugar a Henri Poincaré, quien introduce un enfoque cua-
litativo y desarrolla una serie de nuevas técnicas, expuestas en el Analysis
Situs, un apéndice de Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, de
donde se originan la geometria y la topologia modernas.
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Los sistemas dindmicos son un drea “joven” de las matemaéticas, aunque
se remontan a Newton, con sus estudios sobre mecéanica celeste, y a Poin-
caré, quien inici6 el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales.

En este contexto, Poincaré concebia un sistema dindmico como un campo
de vectores en el espacio fase y una soluciéon como una curva tangente
en cada punto a los vectores de dicho campo. Su mayor interés, que por
aquel entonces eran los problemas de la mecanica celeste, lo llevé a en-
focarse en la descripcion del retrato fase, es decir, de todo el conjunto
de soluciones, asi como en la estabilidad de las soluciones, que para él
consistian en el analisis cualitativo de los resultados.

Hoy, mas de cien afios después de la muerte de Poincaré, los sistemas
dindamicos son una de las ramas de mayor actividad en el mundo de las
matematicas. Por sus diferentes caminos han transitado ilustres mate-
maticos tales como S. Smale, Sinai, A. Douady, M. Herman, D. Sullivan,
Andronov, Birkhoff, Kolmogorov, Liapunov, Lorenz, Moser, V. I. Ar-
nold, por mencionar solo algunos, quienes han nutrido con inmortales
resultados a los sistemas dinamicos. Hoy en dia, estos sistemas pueden
explicar un sinnamero de fenémenos en diversas areas del conocimiento
—vy, desde luego, un gran ntimero de problemas matematicos —, desde el
movimiento de un péndulo simple hasta el movimiento planetario.

Actualmente hay una “explosiéon” de esta area de estudio a nivel mun-
dial en muchos contextos diferentes. Una caracteristica fascinante de los
sistemas dinamicos es la profunda interaccién que tienen con otras areas
de las matematicas y del conocimiento, como la fisica, la quimica, la bio-
logia y la economia.

Para precisar el concepto de sistemas dindmicos, podemos decir que son
el estudio de fendmenos deterministas, es decir, todo lo que se mueve, to-
dos los fenémenos en los que hay alguna magnitud que evoluciona con el
tiempo. En términos mateméticos, un sistema dinamico es un par (M, F),
donde M representa el contexto espacio temporal, es decir, el ambiente
del sistema. Este se conoce como espacio de estados o espacio de fases.
Por su parte, £ es una aplicaciéon del espacio de estados en el mismo,
denominada también ley de evolucién del sistema o ley de transicién
estados. El conjunto M es generalmente un variedad diferenciable (una
superficie suave localmente).

Si queremos ser formales, podemos decir que un sistema dindmico es
una familia infinita de funciones (homeomorfismos locales) de un espa-
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cio (métrico) en si mismo, cerrada bajo composiciones, siempre que estas
tengan sentido.

Como se menciond antes, Poincaré dio inicio a la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales, proponiendo la descripcion del retrato de fase
de una ecuacién diferencial, la cual es una herramienta valiosa en el estu-
dio de las ecuaciones. La configuracién de las curvas en el espacio de fase
revela informacion sobre la existencia de atractores, repulsores y ciclos
limite.

Ademas, Poincaré desarrolla un concepto tedrico muy importante, el ma-
peo de retorno o el Teorema de la Regién Anular, el cual se transformo en
1901 en el famoso Teorema de Poincaré-Bendixson gracias a la contribu-
cién del matematico Ivar Otto Bendixson.

Asi, las soluciones en las cuales estamos realmente interesados son aque-
llas que llamamos singulares (asociadas a puntos criticos, érbitas perio-
dicas), pues bajo condiciones de compatibilidad, cualquier otra solucién
tiende hacia un conjunto de curvas singulares, llamadas conjunto limite.
Por lo tanto, el retrato fase se determina por el caracter y la configuraciéon
de las soluciones singulares.

Después de haberse establecido una teoria para el andlisis cualitativo de
los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales, se demostré que esta
se podia aplicar a los sistemas no lineales. Los sistemas cuadraticos son
uno de los mas simples ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales y
también presentan la mayoria de las dificultades de los sistemas no linea-
les en general. Solo hasta 1987 se logré demostrar que, dado un sistema
cuadratico, este tiene un nimero finito de ciclos limite.

El estudio de la teoria cualitativa es de vital importancia para los sistemas
dinamicos, puesto que brinda una visualizacién del comportamiento de
ciertas curvas alrededor de diversos puntos criticos del sistema, ademas
permite modelar fenémenos de la naturaleza.

Preliminares

En esta primera parte se describen los preliminares que a nuestra con-
sideracién son necesarios para que cualquier lector pueda entender de
mejor manera todas las secciones que conforman el presente trabajo de
investigacion.
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Definicion: Un sistema polinomial en el plano de grado n esta dado por:

x = P(xy)
Y =Qx.y)

donde P,Q € C[x.¥] (conjunto de los polinomios en dos variables) y n es
el grado absoluto de los polinomios Py Q.

Definicion: El campo vectorial polinomial asociado al sistema esta dado
por X : = (P,Q), el cual también se puede escribir como:

d d
X = P(%J’)a + Q(x,y) ay

Definicion: Una foliaciéon de un campo vectorial polinomial esta dada
por:

dy _ Qx.y)

dy P(xy)

Definicion: Dado el sistema inicial, el punto (x4, V) € R* es un punto
critico del sistema si P(xq,¥p) = 0y Q(x4,¥5) = 0. Ademés, en ellos la
solucion del sistema es constante.

Definicion: Un sistema no lineal es de la forma:
x = f(x)

donde f: E = K" y E es un subconjunto abierto de R".

Definicion: Un punto x; € R™ es un punto critico del sistema no lineal si
f(xy) = 0. Un punto critico x; es hiperbolico si ninguno de los valores
propios de la matriz Df (x;) tiene parte real cero. El sistema no lineal con

la matriz A = Df(x,) se denomina la linealizacion del sistema en x.
Teoremas para la singularidad en el plano finito
Teorema de los puntos singulares hiperbdlicos.

Sea (0,0) una singularidad aislada del campo vectorial:
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{x = ax+by+ A(x,y)
y = cx+dy+B(x,y)

donde F'y G son analiticas en una vecindad del origen y tienen expansio-
nes en series que comienzan con términos de grado dos en x e ¥. Decimos
que (0,0) es una singularidad no degenerada si ad — bc = 0.Sean 4, y
A, los valores propios de DX (0,0), entonces:

O Si A4 y4; son reales y 434; << 0, entonces (0,0) es punto silla,
cuyas separatrices tienden a (0,0) en las direcciones dadas por los
vectores propios asociados con 44 y 4.

O Sidy yv4;sonrealesy 4;4; = 0, entonces (0,0) es un nodo. Si 44
= 0(4, = 0), entonces es inestable (estable).

O Sidy=a+f;,yd;=a—f cona,f +0, entonces (0,0) es un
un foco. Si @ = 0 o (& < 0), entonces es inestable (estable).

O Sidy=F;y4; = entonces (0,0} es un centro lineal, topélgica-
mente un foco o un centro.

Para un estudio mas detallado de la tematica, véase [10, p. 71].
Teorema de los puntos singulares nilpotentes.

Sea (0,0) una singularidad aislada del sistema:

{x =y+A(x,y)
y=B(xy)

donde X e ¥ son analiticas en una vecindad del origen y tie-
nen expansiones que comienzan con términos de segun-
do grado en x e y. Sea ¥=f(x)=a,x*+a;x®+- una
solucion de la ecuacion ¥ +A(x,¥)=0 en wuna vecin-
dad de (0,0), y supongamos que tiene la siguiente expan-
sion de serie de la funcion F(x) = B(x,f(x))=ax™(1+-) y
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600 = E+D) (0 f()) =bx"(1+), donde a0, m=2 y

1 = 1, entonces:

o

o

Si F(x) = G(x) = 0, entonces el retrato de fase de X estd dado
por la Fig.2.2 del teorema en [9, p. 116] (a).

SiF(x)=0yG(x)=bx"+ paran€ENconn=1yb=0,
entonces el retrato de fase de X est4d dado por la Fig. 2.2 del teore-
ma en [9, p. 116] (b o ¢).

SiG(x)=0yF(x)=ax™..param&Nconm = 1lya +0:

i. Sim esimpar y @ = 0, entonces el origen de X es una silla
como en la Fig. 2.2 del teoremaen [9, p. 116] (d) ysia < 0, en-
tonces es un centro o un foco como en la Fig. 2.2 del teorema
en [9, p. 116] (e-g).

ii. Sim es par, entonces el origen de X es una ctispide como en la
Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (h).

Si F(x)=ax™+ vy G(x)=bx"++ con mEN, m= 2
neEN,n=1a=+0yb=+0:

i) Simespary

ia) m < 2n+ 1, entonces el origen de X es una ctspide
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (h).

i.b)m = 2n+ 1, entonces el origen de X es un nodo-silla
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (i 0j).

ii) Sim esimpary @ = 0, entonces el origen de X es una silla
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (d).

iif) Sim es impar, a < Oy
iiig)m<2n+1l,om=2n+1yb*+4a(n+1) <0,

entonces el origen de X es un centro o un foco como en la
Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (e-g).

iiib) nesimparym = 2n+lom=2n+1y

b* + 4a(n+ 1) = 0, entonces el origen de X consiste en
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un sector hiperbélico y un sector eliptico como en la Fig.
2.2 del teorema en [9, p. 116] (k).

jii.)nesparym = 2n+lom=2n+1ly

b2+ 4a(n+ 1) = 0, entonces el origen de X es un nodo,

atractor si b << 0 o repulsor si b = 0 como en la Fig. 2.2 del
teorema en [9, p. 116] (1 y m).

Para un estudio mas detallado de la tematica, véase [9, p. 116].
Teorema de la variedad estable.

El Teorema de la variedad estable es uno de los resultados mas importantes
en la teorfa cualitativa local de las E.D.O. Este teorema muestra que, cerca
de un punto de equilibrio hiperbdlico xy, el sistema no lineal tiene una
variedad estable e inestable 5 y U/ tangente a ;.

Sea E un subconjunto de R” conteniendo el origen, sea f € C*(E) y sea
@, el flujo del sistema no lineal. Suponga que f(0) =0 y que Df(0)
tiene k valores propios con parte real negativa y n — k valores propios
con parte real positiva. Entonces, existe una variedad k-dimensional &
tangente al subespacio estable E* del sistema & = Ax en 0 tal que para
todot = 0, ¢,(5) © Sy paratodo x; € 5.

lim ¢, (xo) = 0;

y existe una variedad u n —k dimensional diferenciable tangen-
te al subespacio inestable E* de x = Ax en 0 tal que para todo t = 0,
¢, (U) © Uy para todo xy € U,

lime,(x0) = 0

Para un estudio mas detallado de la tematica, véase [8, p. 105].

Observemos que si f € C ! (E)y f(0) = 0, entonces el sistema puede es-
cribirse como:
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x = Ax + F(x)

donde 4 =Df(0), F(x)=f(x)—Ax, FeCYE), F(0)=0 y
DF(0) = 0. Ademaés, hay una matriz C,,,, invertible tal que:

P 0

— =1 -
B=C"AC = 0 0

donde los valores propios 4y,...,4, de la matriz P de k X k tienen
parte real negativa y los valores propios A;:4,..., 4, de la matriz @ de
(n — k) X (n— k) tienen parte real positiva.

Tomando ¥ = € ~1x, el sistema entonces tiene la forma:
¥y =Bx+ G(x)
donde G(v) = CTIF(Cy).
Luego, la solucion de la ecuacién integral es:
u(t,a) =U(t)a + ftU(t —5)G(u(s,a))ds — FDV(t —5)G(u(s,a))ds
0 L
satisface:
tlgg u(t,a) =0
Ademés, le da un esquema iterativo para computacion de la solucion:

u©®(t,a) =0
t o

uU*(t,a) = U(t)a+f U(t —s)G(u(s,a)) ds—j V(t —s)Gu/(s,a))ds
0 t

Para un estudio mas detallado de la temaética, véanse [7, p. 51] y [9, p.
314].
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Bifurcaciones

Anteriormente hemos dado las diferentes definiciones y teoremas para el
estudio cualitativo sobre una familia cerca de sus puntos criticos. En caso
contrario, es necesario hacer un analisis propio del sistema.

Sea el siguiente sistema, considerando que ahora depende de un parame-
tro 4, de la forma:

X =f(x,2)

donde f es una funcion que depende continuamente tanto de x como del
parametro 4. Si un cambio suave en 4 produce un cambio cualitativo o
topologico en el comportamiento del sistema plano, se dice que ha ocu-
rrido una bifurcacién.

Las bifurcaciones pueden clasificarse como locales o globales:

O Una bifurcaciéon local ocurre cuando el cambio en el parametro
causa un cambio en la estabilidad de un punto de equilibrio.

O Es claro que las bifurcaciones locales se presentan cuando el sis-
tema linealizado en una vecindad de un punto critico tiene valor
propio con parte real que pasa por 0. Esto es, una bifurcaciéon local
ocurre en (xy,4,) siempre que Df (x5, 4;) tenga un valor propio
con parte real nula. Las bifurcaciones locales pueden determinar-
se a través del estudio de la estabilidad del sistema.

O En contraste, las bifurcaciones globales no dependen de la estabi-
lidad local pues se rehacen a cambios cualitativos en el comporta-
miento dentro de conjuntos invariantes mas grandes, como lo son
los ciclos limite o las trayectorias que se extienden una distancia
grande.

Tipos de bifurcaciones.

Existen muchos tipos de bifurcaciones. Sin embargo, no todos estan cla-
sificados. En general, las bifurcaciones se clasifican por el cambio de esta-
bilidad en puntos de equilibrio hiperbdlicos, en los ciclos limite hiperbé-
licos o cambios en ambas variantes al tiempo debidos a la modificacién
de un pardmetro.
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Bifurcaciones de codimension uno: Estas bifurcaciones requieren de la va-
riacién de un solo pardmetro para darse en el sistema. Todas presentan
una forma normal, es decir, un sistema topolégicamente equivalente, ya
sea local o global al sistema inicial. Para obtener la forma normal de cada
una, en la teoria se realizan cambios de variable topolégicamente equiva-
lentes especificos en cada caso. En este trabajo solo se mostrara la forma
normal.

Bifurcacion transcrita: En una bifurcacion transcrita, un punto critico exis-
te para todo valor del pardmetro 4, pero intercambia su estabilidad con
otro punto critico luego de la “colisiéon” entre ellos.

Bifurcacion silla-foco-silla: Estas bifurcaciones ocurren cuando hay un cam-
bio de parametro en el que dos puntos criticos, una silla, colapsan en un
foco y posteriormente recuperan su estabilidad original.

Para un estudio més detallado de la temética, véanse [7, p. 51] y [9, p.
314].

Estudio de singularidades en el infinito

Para estudiar el comportamiento de las trayectorias de un sistema dife-
rencial cerca del infinito es posible utilizar una compactificaciéon. Una de
las posibles construcciones se basa en la proyeccion estereogréfica de la
esfera en el plano, en cuyo caso un tnico “punto en el infinito” esta unido
al plano.

Un mejor enfoque para estudiar el comportamiento de trayectorias cer-
canas al infinito es usar la llamada esfera de Poincaré. Esta esfera tiene la
ventaja de que los puntos singulares en el infinito se extienden a lo largo
del ecuador de la esfera y, por lo tanto, son de una naturaleza més simple
que los puntos singulares de la esfera de Bendixson. Sin embargo, algu-
nos de los puntos singulares en el infinito en la esfera de Poincaré pueden
ser muy complicados.

ConsideremosenR*laesferaS® = {(xy,%,, %) € R%; x7 + x5 + x5 = 1}
yelplanom = {(x,%;,%3) € R’; x; = 1},queestangentea S;enel punto
(0,0,1). Sea r una recta que pasa por el origen (0,0,0) y un punto F de T,
entonces * intercepta 5 * en dos puntos P, y P_, donde el primero esté en el
hemisferio abierto superior Hy = {(xy,x,,%3) €5 %1x5 = 0} y el segun-
do esta en el hemisferio abierto inferior H_ = {{,,%,,%5) € §%;x5 < 0}.
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Luego, las expresiones para p(X) en la carta local (U3, @) estan dadas
por:

) d[ Plu 3 lu]
u = v|—uP(—,— -, —
(v'v) Q(v’v}'
1u
—_ _d+1P__
e £ (v’v)

La expresion para (Us, ¢, ) es:

1 1
o= v howtl)]

, = _parig L
v = —viC, )

y para (Us, ¢3) es:

u = P(u,v),
b 2 oan)

donde d es el maximo grado del polinomio.
Para un estudio mas detallado de la tematica, véase [9, p. 151].

Estudio de las familias

En este trabajo se propone el estudio del caso cuadratico asociado al sis-
tema con a, b, ¢, m, k € R, dado por:

x =%
{y — (axm+k—1_l_ﬁxm—k—l)y_yme—Zk—l

Cona =a(2m+k).f =b(2m—k)yy = (a’mx*® + cx® + b?m).

Entonces, el sistema principal puede escribirse como:

x = ¥
{5’ (a(Zm + k)x™ =1 4 b(2m — k)x™ Dy — (a?mx* + cx?k + b?m)x2m-2k-1
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Inicialmente hallamos los casos cuadraticos de las familias equivalente-
mente afines al sistema, considerando casos especificos. Luego procede-
mos a estudiar la estabilidad de los puntos criticos en el plano finito, su
variedad estable, la existencia de bifurcaciones y, por altimo, el compor-
tamiento de los puntos criticos en el plano infinito.

Reduccion a 5 familias I, I, III, IV, V

e o2 -+ . 2ot
Proposicion: Para a,b,c,m,k € Ry s5,p,7 € E7, los sistemas cuadrati-
cos asociados al sistema principal son equivalentemente afines a las si-
guientes familias:

O Paraa=0,b=0yc=+0.

2
y = —CK?

O Paraa=0,b#0yc=0.
bC o
y = 2byx
O Paraa#0,b=0yc=0.
—
y = 2ayx

O Paraa#0,b=0yc=+0.

% = 3
f_ B (p+4) 3 5 )
y = a > y zax cx

O Paraa=0,b#0yc=0.

x =y
[' _ b(s+4) 3b 5
y = 5 y 5 X — X
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Prueba. Analizaremos cada subfamilia, de donde obtendremos las dife-
rentes posibilidades para las constantes a, b y ¢, sean iguales a 0. A con-
tinuacién, algunos casos de la demostracion:

O Paraa=0,b=0yc=0.
Observamos 2 casos:
Caso1:si 5 = 0, entonces p = 1.
Caso2:si 5 = 1, entonces p = 0.

Asf, en este caso nos queda el sistema asociado:
{x _

= R

O Paraa#0,b=0yc=0.

Observamos que el grad(Q) = mdx{2s + 1,7}. Asi,

Caso 1:si el grad(@) = 2s + 1, entonces 25 + 1 = 2; por lo tan-
to, s = %6:' Zt.

Caso 2:siel grad(Q) = r,entonces™ = 2y s = 0.

Asi, en este caso nos queda el sistema asociado:

X =Yy
{, _ (p+4) 3 5 5
y = a > y Zax cx

O Paraa#0,b=*0yc=0.

Observamos que el grad(@) = mdx{2p + 1,25 + 1},

Caso 1: si el grad(@)=2p+ 1, entonces 2p +1=2; asi,
P = i @ E'I'

Caso 2: si el grad(@) =25+ 1, entonces 25+ 1=2; asi,
s=lgz*
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Por lo tanto, esta familia no tiene caso cuadratico asociado.
O Paraa#0,b+0yc=0.

Observamos que el grad(Q) = mdx{2p + 1,25 + 1,5 +p + 1}

Caso 1: si el grad(@)=2p+ 1, entonces 2p +1=2; asi,
1 -

P=c 3 A

Caso 2: si el grad(@) = 25+1, entonces 25+ 1=2; asi,

s=-gz*

Caso 3: si el grad(@) =s+p + 1, entonces nos devolvemos
al razonamiento en la Familia I. Asi, haciendo 5 = 0, entonces
P = 1, pero tenemos un término de 2p + 1 = 3 y ya este caso se-
ria cubico. Igual razonamos para cuandoseap = 0y 5 = 1. Porlo
tanto, esta familia no tiene caso cuadratico asociado.

Plano finito

En esta seccién se analiza la estabilidad de los puntos criticos de las di-
ferentes familias en el plano finito utilizando los diferentes tépicos ante-
riormente descritos.

Familia I
Proposicion: El punto (0,0) es una cuspide.

Prueba. Los puntos criticos asociados a la Familia I son (0,0). La
matriz jacobiana del sistema es:

Mx,y) = [—gcx (1)]
luego,
oo -[3 !

Asi, vemos que A* = 0. Luego, aplicando el Teorema de los puntos sin-
gulares nilpotentes, sea ¥ = f(x) la solucion de ¥ + A(x,y) = 0, donde
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A(x,¥) = 0,entonces y = 0. Por otro lado, tenemos que B(x, ¥) = —cx”.
Asi, obtenemos que F(x) = —cx? y G(x) = 0, entonces m = 2y a # 0.
Por lo tanto, el origen de la Familia I es una ctspide.

Familia I1
Proposicion: (x, 0) es una recta de puntos criticos.

Prueba. (x,0) es una recta de puntos criticos asociados a la Fa-
milia II. Asi, vemos una aproximacién del sistema por variable
separable:

y = bx* + k, donde k es una constante.
Familia III
Proposicion: (x, 0) es una recta de puntos criticos.

Prueba. (x,0) es una recta de puntos criticos asociados a la Fa-
milia III. Asi, vemos una aproximacion del sistema por variable
separable:

vy = ax” + k, donde k es una constante.
Familia IV
Proposicion:

Sip € Z%, entonces (0,0 es un nodo estable si & < 0 e inestable

sia >0,y (%, 0) es una silla.

Si p = 0, entonces (0,0) es un foco estable si @ < 0 e inestable si
a>0y (%, 0) es unassilla.

Prueba. Los puntos criticos asociados a la Familia IV son: (0,0) y

(_f:h ,0). Ahora, sea d = a(p + 4) y la matriz jacobiana del sistema:

0 1
M(x}y):l 3 dl

—=at-2cx =
2 2
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luego,

0 1
M(0,0) = [_ 3 2 d]
2

Yy,
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M(

o

2c

_3 2 0 1
a ,O) — [3(12 d]
2 2

Para M (0,0) los valores propios son:

Ay =Z[d+Vd®—24a%] y 1, = 7[d —Vd® — 24a7]. Aplican-
do el Teorema de los puntos singulares hiperbélicos, obtenemos que

A4d; = 0. Por lo tanto, (0,0} es un nodo estable si @ < 0 e inesta-
blesia = 0,

Ahora, para M f:‘,l]] los valores propios son:

Ay =z[d+Vd® +24a%] y 1, = ;[d —Vd® +24a%]. Aplican-
do el Teorema de los puntos singulares hiperbolicos, obtenemos que

-3 z .
Ay44; < 0, entonces (%, 0} es un punto silla.

Sip = 0, para M(0,0) los valores propios son:

A, =2(2+ iV2)y A, = (2 — iv2). Aplicando el Teorema de los
puntos singulares hiperbdlicos, obtenemos que (0,0) es un foco si

a = 0 inestable y a < 0 estable.

Ahora, para M [% , 0) los valores propios son:
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Ay = E [4+2V10]y 4, = E [4 — 2¢/10] Aplicando el Teorema de

los puntos singulares hiperbdlicos, obtenemos que 4,4, < 0, enton-
Z

; 0} es un punto silla.

ces (_3:

-
i

Familia V

Antes de mostrar la siguiente proposicién, definimos las siguien-
tes regiones:

R, = {(b,c,d) € R®|d* — 24b > 0}

R, ={(b,c,d) € R*|d* —24b = 0}

R, ={(b,c,d) € R®|d® —24b < 0,c > 0}
R, ={(b,0,d) € R®|d? — 24b = 0}

R. = {(b,0,d) € R*|d* — 24b = 0}

R, = {(b,0,d) € R®|d® — 24b < 0}

R, ={(0,c,0) € B®|c = 0}

Ry = {(b.c.d) € R?|c < 0}

38 . o
Notamos que E* = U;_; R;. Ahora, en R3 consideramos los siguientes
subconjuntos:

E,={(b,c,d) € R®|d*— 24b < 0,d = 0,c == 0}
E, ={(b,c,d) e R®|d* —24b < 0,d < 0,c >> 0}
E; ={(b,c,d) E R®|d® +24b < 0,d = 0,c = 0}
E,={(b,c,d) eR*|ld* —24b < 0,d < 0,c = 0}
E; ={(b,c,d) e R®|d* —24b < 0,d > 0,c < 0}
E, ={(b,c,d) ER*|d* —24b < 0,d <0,c < 0}
E, ={(b,c,d) ER’|d* +24b < 0,d = 0,c < 0}
E; ={(b,c,d) e R®|d* —24b < 0,d < 0,c < 0}
Ey={(b,c,d) € R®*|d* — 24b > 0,d = 0,c > 0}
E;p = {(b,c,d) € R*|d* — 24b > 0,d < 0,c > 0}
E,, ={(bc,d) ER?|d* —24b > 0,d < 0,c < 0}
Ey, ={(b,c,d) e R?|d* — 24b > 0,d > 0c < 0}
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Proposicion: Dada la Familia V con (b, ¢, d) € R?, entonces:

O Si(b,c,d) € Ryyb = 0, entonces el punto critico (0,0) es un foco
inestable y el punto critico [_ﬂﬂ, 0) esunasilla. Si b < 0, entonces
=G
el punto critico (0,0) es una silla y el punto (_ﬂﬂ, 0) es un nodo
il

estable.

O Si(b,c,d)E R, y b= 0, entonces el punto critico (0,0) es un

nodo inestable y el punto [%, 0) es una silla.

O Si(b,c,d) € Ryy b = 0, entonces el punto critico (0,07 es un foco
estable y el punto critico (%, 0) es unasilla. Si & << 0, entonces el
punto critico (0,0) es un foco inestable y el punto critico (%, 0)

es un nodo inestable.

Prueba. Sea d = b(s + 4), entonces los puntos criticos asociados a la Fa-

milia V son: (0,0) y (%, 0). Luego, la matriz 9 es:

—2cx =
2

0 1
M(x;y)zl_ﬁb d]
2
luego,

0 1
M(0,0) = [_ﬁ E]
2 2

Para M(0,0) los valores propios son:

A =2[d +Vd? = 24b] y 4, = ~[d — Vd? — 24b]
4 4

Ahora, para (%, 0) tenemos que:
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0 1
—-3b
. =|3b b
g [7 26+

Con valores propios:

Ay =1[d +VdZT+ 24| y A, = 2[d — VaZ + 24D]
4 4

O Si(b,c,d) € R, tal que d* — 24b = 0. Para M(0,0) tenemos que
Ad, = _Tab, entonces aplicando el Teorema de los puntos singulares
hiperbdlicos, obtenemos que el punto critico (0,0} es un nodo ines-

table si b = 0 y una sillasi b << 0.

Ahora, para .M‘[%, EI].M‘(%, 0) tenemos que d° + 24b = 48b
d* + 24b = 48b, entonces:

— Sib = 0,vemos que A;4, = _Tab, entonces aplicando el Teore-
ma de los puntos singulares hiperbdlicos, vemos que el punto cri-
tico [%, 0) es unasilla. Si b < 0, 4, << 0, entonces el punto

critico es un nodo estable.

— Si b= 0y d*+24b € [48b,0), entonces el punto critico

(_ﬂﬂ, 0) es un foco estable.
=

— Sib < 0yd®+24b = 0, entonces el punto critico (%, 0)es

un nodo estable.

O Si (b,c,d) € R, tal que d* —24b = 0, entonces si b = 0. Para
M00)A1, =1, = ;, luego el punto critico (0,0) es un nodo ines-
table. Luego, notamos que si & = 0, entonces esto corresponde a la
Familia I. Ahora, para M(%, 0),sib = 0tal que d® —24b = 0,
ademas 4,4, = _2—3:?. Luego, aplicando el Teorema de los puntos sin-

gulares hiperbdlicos, el punto critico (_ﬂﬂ, 0) es unasilla.
&0
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O Si (b,c,d) € Ry tal que si d* —24b < 0, entonces b < 0. Para
AM(0,0) los valores propios son 4; = i (d+iv24b—d?) y
Ay, = % (d +iv24b— d?). Luego, aplicando el Teorema de los pun-
tos singulares hiperbdlicos, el punto critico (0,0) es un foco ines-
table. Ahora, para b = 0 vemos que d* + 24b = 0, tal que para
M (%, 0) tenemos que 44,5 € R. Luego, 4,4, = —Taz-.-. Asi, apli-
cando el Teorema de los puntos singulares hiperbolicos, tenemos que

" -3b .
el punto critico (—, 0) es una silla.
Fd
Proposicion: Dada la Familia V con ¢ = 0, entonces:

O si(b,c,d) € Ry y b= 0, entonces el punto critico (0,0) es una
silla. Si b <2 0, entonces el punto critico (0,0) es un nodo estable.

O Si (b,c,d) E Ry y b= 0, entonces el punto critico (0,0) es un
nodo inestable.

O Si(b,cd) € R;y b == 0, entonces el punto critico es un foco ines-
table. Si & << 0, entonces el punto critico (,0) es un foco estable.

Prueba. Con ¢ = 0, la Familia V tiene la forma:

x:y
i,
A

Aqui, vemos que el tinico punto critico asociado al sistema ¢ = 0 es (0,0).
Entonces, la matriz Jacobiana del sistema evaluada en el punto critico es:

0 1
M(0,0) = [_ﬁ g]
2 2

Para M'(0,0) los valores propios son:

A =2[d +VdZ = 24b|y A, = >[d — Vd? — 24b]
4 4
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Si (b,0,d) € R, tal que d* —24b = 0, tenemos que 4,1, = —3

-

Entonces, aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbélic:)s,
si b = 0 el punto critico (0,0) esunasillaysib <0y 4, << 0el

punto critico (0,0} es un nodo estable.

Si (b,0,d) € R tal que d* —24b = 0, tenemos que 1,4, = E.
Aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbolicos, el punto

critico (0,0 es un nodo inestable.

Si (b,0,d)ER, tal que d’—24b<0, tenemos que
Ay = %(d + iv24b — d?) y Ay = % (d — iv'24b— d?). Entonces,
aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbdlicos, si b = 0
el punto critico (0,0) es un foco inestable y si b << 0y 4, <0 el

punto critico (0,0} es un foco estable.

Ahora veremos la variedad estable asociada a la Familia IV y la Familia

V.

Proposicion: La variedad estable asociada a la Familia IV en el punto

-3a*

(

2c

S:y=

.0) es:

c(x+¥)2
(v —=w)(v - 2w)

Prueba. Veamos la estabilidad de la Familia IV en el punto (%, 0).

Aplicando el Teorema de la variedad estable, observemos los valores pro-

A=

pios de la matriz jacobiana de la Familia IV evaluada en el punto (:iﬂt; .
0 1
3a® d
z 2

Seaw =4, = ;[d +Vd? +24a®]y v = A, = - [d —Vd® + 24a7]

129
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entonces, B(x) = CTTAC = [DW g]yF[x] - [_fxz],ﬂ[xj - :: [—11]

_[e*t 0O 0 071, (b
U[t]_[n n]’v[t]_[n e”]’ _[n]’
luego,
u@(t,b) =0
wit T
u®(e,b) = | P
¢ blzc E:'ZWS
we s oll 7=
u(z)(t,b)z[e b1]+f [ew 0| v 2w i
0 o L0 olf b ..
vV—w ¥
& blzc eZws
—f [0 0 ] L ds
e R J2ws
v—w
e bice®Wt (et — 1)
@) @ Bt w(v —w)
u'“(t,b) = p2ce2wt
1

(v —w)(v —2w)

Por lo tanto, podemos aproximar por ¥, (b;) = b,. Entonces, la variedad
estable puede aproximarse por:
3a2,,
e(x + I
(v—=—w)(v - 2w)

Syy =



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 131
diferenciales multiparamétricos

como X —* 0. Del mismo modo podemos obtener la inestable:

3a? 2cy?

Vit = - —2w)

Proposicion: La variedad estable asociada a la Familia V:

O Para b < 0enel punto (0,0) es:

cx?

- (v —w)(v —2w)

S:y
O Para b = 0 en el punto [%, 0) es:

o cx +%)2
C (w—w)(v - 2w)

Siy

Prueba.

a) Veamos la estabilidad de la Familia V para b < 0 en el pun-
to (0,0) aplicando el Teorema de la variedad estable, observe-
mos los valores propios de la matriz jacobiana de la Familia
V evaluada en el punto (0,0).

0 1
A=1|-3b d
2 2

Seaw =4, = 1[d +Vd? —24b] y v = A, = - [d — Vd* — 24b].

entonces, B(x) = CTTAC = [DW S]YF[X:] - [_fxf]'ﬂ[xj -= [—11]

v—w

0=l o=l La-[3]

luego,
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u®(t,a) =0

wt 1
uM(t,a) = [e g

0
2
wt frew-s) L g
w(t—s _
u@(t,q) = [e al] +J' [e ol| v w ds
0 o 10 01 aic s
— e
v—w
& a%C €2ws
—f [0 0 ] L ds
. o eV _ aic 2w
v—w

atce®t(e"t — 1)

w(v —w)
2wt

BWtal +

u(z)(t, a) = Pee
1

(v—w)(v—2w)

Por lo tanto, podemos aproximar por ¥, (@, ) = a. Entonces, la variedad
estable puede aproximarse por:

cx?

- (v —w)(v —2w)

S:y

como X —* 0. Del mismo modo podemos obtener la inestable:

2cy?

U T —m)

b) Veamos la estabilidad de la Familia V en el punto [_ﬂﬂ, 0), esto es,
cuando b = 0: -
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0 1
3b d‘

2
Seaw =4, = 1[d+Vd? +24b]y v = 1, = - [d —Vd* + 24]
w 0

entonces, B(x) = C71AC = [III y]yF(IJ = [_fx:],ﬂ(x] == [_11]

v =[5 Jve=[ Aa=[4]

£ 0
luego,
u@(t,a) =0
wt 1
u(l)(t’ a) — [e Qa,
0 |
2
: £ - ) ars e2ws
w w(l—s —
u(z)(t,a)=[e a1]+j [e ol| v w e
0 o LO 0lf aic o 2ws
v—Ww
. Q%C eZWS
—f [0 0 v=w ds
v(t—s) 2
. 0 e _aic o2ws
v—w
a2682wt ewt -1
eVia, +— w(v(—w) )
u(z) (t) a) = a%CEZWt

(v —w)(v — 2w)

Por lo tanto, podemos aproximar por ¥, (@, ) = a4. Entonces, la variedad
estable puede aproximarse por:
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3b
c(x + Z)z

- (v—w)(v—2w)

Sy

como ¥ —* 0. Del mismo modo podemos obtener:

3b 2¢cy?
2c (v—w)((v—2w)

Bifurcaciones

En esta seccién analizaremos el estudio de las bifurcaciones de la Familia
V.

Familia V

Proposicion: Sean los conjuntos H; y Ry, ellos son bifurcaciones
transcriticas del sistema Familia V.

Prueba. Sean Py:(0,0) y P,: (f—b, 0) de la proposicion de la esta-
bilidad de los puntos criticos en el plano finito de la Familia V.
Si (b, ¢, d) € Ej, entonces P, es una silla y P, es un foco inesta-
ble. Cuando (b, c,d) € R;, P, y P, colapsan en un punto critico,
cuyo punto es una caspide. Luego, cuando (b, ¢, d) € E;, Py es un
foco inestable y F; es una silla. El mismo comportamiento ocurre
cuando observamos que (&, ¢, d) € E;, entonces (b, c,d) € R y,
finalmente, (b, c,d) € E,.

Ahora, sean Py:(0,0) y P,:(32,0) de la proposicién de la esta-
bilidad de los puntos criticos en el plano finito de la Familia V.
Si (b, c, d) € E,, entonces P, es una silla y P es un foco estable.
Cuando (b, c,d) € Rg, Py y P, colapsan en un punto critico, cuyo
punto es una ctaspide. Luego, cuando (b, ¢, d) € E4, P, es un foco
estable y P, es una silla. El mismo comportamiento ocurre cuan-
do observamos que (b, ¢, d) € E, entonces (b, ¢, d) € Ry y, final-
mente, (b,c,d) € Ej.
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Por lo tanto, los conjuntos R~ y Kz son bifurcaciones transcriticas
de la Familia V.

Proposicion: El conjunto {(b, 0, d)|d* — 24b < 0} es una bifurca-
cion silla-foco-silla para la Familia V.

Prueba. Por la proposicién de la estabilidad de los puntos cri-
ticos en el plano finito de la Familia V, si (b,c,d) € Ey, el
punto P, es un foco estable y P, es una silla. Ahora, cuando
(b,c,d) € {(b,0,d) |d* — 24b < 0,d = 0} por la proposicion de
la Familia V cuando (¢ = 0), P; y P; colapsan en un foco inesta-
ble cuando (b, ¢, d) va al conjunto E;. Luego, Py y P, aparecen de
nuevo como un foco estable y una silla respectivamente.

Proposicion: El conjunto {(b, 0, d)|d* — 24b < 0} es una bifurca-
cion silla-foco-silla para la Familia V.

Prueba. Por la proposicion de la estabilidad de los puntos criti-
cos en el plano finito de la Familia V, si (b, ¢, d) € E;, el pun-
to P; es un foco inestable y P; es una silla. Ahora, cuando
(b,c,d) € {(b,0,d)|d* — 24b < 0,d < 0} por la proposicién de
la Familia V cuando (¢ = 0), P; y P, colapsan en un foco estable
cuando (b, ¢, d) va al conjunto E;. Luego, Py y P, aparecen de
nuevo como un foco inestable y una silla respectivamente.

Proposicion: Sean los conjuntos E5 y £, bifurcaciones locales de
la Familia V.

Prueba. Sea Py:(0,0) de la proposicion de la estabilidad de los
puntos criticos en el plano finito de la Familia V. Si (b, ¢, d) € Ej,
entonces P; es un nodo estable. Ahora, cuando (b, ¢, d) € Eyg, el
punto P; es un nodo inestable. Por lo tanto, las regiones E; y Eyy
son bifurcaciones locales de la Familia V.

Proposicion: Sean los conjuntos E;; y Ey; bifurcaciones locales de
la Familia V.
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Prueba. Sea P,: (ﬂ

entonces P, es un nodo inestable. Ahora, cuando (b, ¢, d) € Ey;,
el punto P; es un nodo estable. Por lo tanto, las regiones Ey; y Ey5

son bifurcaciones locales de la Familia V.

A continuacién se pueden observar los puntos criticos de la Fami-
lia V y su estabilidad de acuerdo con la region del espacio en la

que se encuentren.

Figura 5.1. Cuando ¢ >0

,0) de la proposicion de la estabilidad de los
puntos criticos en el plano finito de la Familia V. Si (b, ¢, d) € Ej,,

3b? -
Pai(5-0) | Pyi00) -
o -
P,:Silla P;:Nodo Estable /
Py Nodo Inestable P5:Silla
P,:Silla P,:Foco Estable
P.,:Silla
P;:Foco Inestable 2™
-40 =30 =20 -10 0 10 20 30 40 E
P :Foco Inestable
P, :Silla
Pz:Silla
P5:Foco Estable 12
20
~
P:Sllila P,:Nodo Inestable =
-»..\_\
P,:Nodo Estable P:Silla “-.\\
\\

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 5.2. Cuando c =0

P,:(0,0)
0
P,:Nedo Inestable
Py Silla
20
Py:Silla
10
Py:Foco Inestable
40 =30 =20 -10 0 0 70 = = -
P;:Silla
P,:Foco Estable
-10
20
P,:Silla P,:Nedo Estable

Fuente: elaboracién propia.

Figura 5.3. Cuando c >0

- ~3b? o
Pai (5.0 | Py00) o
e a0 -
e P,:Silla P, :Nodo Estable P
S -
T PyiNodo Inestable PySilla e
T - 20 /’
N e PF I
P,:Silla / ,iFoco Estable
N/ P:Silla
Py Foco Inestable \
S
\
Cuspide |
40 30 20 10 o 10 20 a0 40 50 :
/
/
/ P, :Foco Inestable
P, :Sila /
s P, :Silla
P2:Foco Estable A =10
/
/
L . \\
-~ P,:Silla P, :Nodo Inestable  ~~._
-~ - . “--..“‘\
L P,:Nodo Estable | P, Silla L
- ~

Fuente: elaboracién propia.

137



138

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLO PARA TODOS

Figura 5.4. Subconjuntos c <0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 5.5 Subconjuntos ¢ > 0

0

C > 0 30
Eq
E
3 10
=
E,
1o

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 5.6. Espacio

Fuente: elaboracién propia.

Plano infinito

En esta seccion se analiza la estabilidad de los puntos criticos de las di-
ferentes familias en el plano infinito utilizando la compactificaciéon de
Poincaré definida anteriormente.

Familia I

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia I es:

|
|
=3
<
|
n

i
v = —uv?
El sistema anterior no tiene puntos criticos en el infinito.

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia I es:

{x = v+cud
y = —cu®v
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Proposicion: El punto (0,0) es un nodo estable si ¢ << 0 e inestable si
c =0,

Prueba. El punto critico del sistema anterior es P: (0,0). La matriz jaco-
biana del sistema es:

_ [3cu? il
M(w,v) = —2cuv —cuz]
luego,
0 1
o =[]

Asi,A* = 0. Luego, aplicando el Teorema delos puntos singulares nilpotentes, sea
v + A(u, v) = 0lasolucionde v + A(u, v) = 0,donde A(u,v) = cu?, en-

_ 3 _ 2 )
tonces ¥ = —cu” . Por otro lado, tenemos que B (i, ) = cu”v. Asi obtene-

-
s

mos que F(u) = —c?u® y G(x) = 4cu’, entoncesm = 5,n = 2,a = —¢
,b=4cym = 2n+ 1;ademass, b? +4a(n+ 1) = 0. Por lo tanto, el ori-
gen del sistema anterior en el plano infinito tiene un nodo atractor si ¢ < 0
y un nodo repulsor si € = 0.

Para examinar una ilustracion detallada del sistema sobre la esfera de

Poincaré, véase la grafica de la Familia I en la seccién Retratos de fase glo-
bal més adelante.

Familia 11

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia IT es:

{x —u?v +2b
y = —uv?

El sistema anterior no tiene puntos criticos en el infinito.

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia II es:
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{J’C = v —2bu?
y = —2buv

Proposicion: El punto (0,0) tiene un sector hiperbélico y un sector elip-
tico.

Prueba. El punto critico asociado al sistema anterior es P: (0,0). La ma-
triz jacobiana del sistema es:

__ [—4bu 1
MEiv) = —2bv —Zbu]
luego,

0 1
MO0 =[y

Asi, 2* = 0. Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nil-
potentes, sea v + A(w,v) =0 la solucion de v +A(u,v) =0, donde
A(u,v) = —2bu”, entonces v = —2bu”. Por otro lado, tenemos que
B(u,v) = —2buv. Asi obtenemos que F(u) = —4b*u’ y 6 (x) = —6bu,
entonces m = 2n+ 1y b® + 4a(n+ 1). Por lo tanto, el origen del sis-
tema anterior en el plano infinito tiene un sector hiperbélico y un sector
eliptico.

Para examinar una ilustracion detallada del sistema sobre la esfera de

Poincaré, véase la grafica de la Familia II en la seccion Retratos de fase
global mas adelante.

Familia III
En la Carta U, el sistema asociado a la Familia III es:
{J'c = —uv+2a
y = —uv?
El sistema anterior no tiene puntos criticos en el infinito.

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia III es:
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{:&: = v—2au?
y = -—=2auv

Proposicion: El punto (0,0) tiene un sector hiperbélico y un sector elip-
tico.

Prueba. El punto critico asociado al sistema anterior es F: (0,0). La ma-
triz jacobiana del sistema es:

_ [—4au 1
M w) = [—Zav —2au
luego,

[0 1
on -3 |

Asi, A2 =0 Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nil-
potentes, sea v +A(u,v) =0 la solucion de v +A(u,v) =0, donde
A(u,v) = —2au’, entonces v = —2au”. Por otro lado, tenemos que
B(u,v) = —2auv. Asi obtenemos que F(u) = —4a’u® y G(x) = —6au,
entonces m = 2n+ 1y b* 4+ 4a(n+ 1). Por lo tanto, el origen del sis-
tema anterior en el plano infinito tiene un sector hiperbélico y un sector
eliptico.

Para examinar una ilustraciéon detallada del sistema sobre la esfera de

Poincaré, véase la grafica de la Familia III en la seccién la seccion Retratos
de fase global més adelante.

Familia IV
Haciendo una sustituciéon de d = a(p + 4).

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia IV es:

X = —-u

y = —uv
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El sistema anterior no tiene puntos criticos en el infinito.
En la Carta U, el sistema asociado a la Familia IV es:

o duv N 3a*u’v N
o= ve— 5 cu
. dv? 3a*uwr® ,
y = 5 + > + cu“v

3

Proposicion: El punto (0,0) es un nodo estable si ¢ < 0 e inestable si
c =0

Prueba. El punto critico asociado al sistema anterior es F: (0,0). La ma-
triz jacobiana del sistema es:

dv du 3
—— 4+ 3a%v + 3cu? 1——+—a’u?
Mu,v) = 3 & 4 &
Eazvz —dv + 3a?uv + cu?
luego,
0 1
o =[0 }

Asi, 7 = 0. Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nilpo-
tentes, sea ¥ = f(u) una solucién de v + A(u,v) =0, entonces sea
v = f(u) = —cu® + - una aproximacioén a la solucién por series de
Taylor. Ademas, tenemos que B(u, v} = —dzi-l- %az uv? + cu’v, en-
tonces F(u) =—c’u® +- y G(u)= cu® +++. Asi, m=5n=2,
b= 4cya = —c* Por lo tanto, el origen en el plano infinito es un nodo

estable si ¢ =X 0 e inestable si ¢ = 0.

Para examinar una ilustracion detallada del sistema sobre la esfera de
Poincaré, véase la grafica de la Familia IV en la seccién la seccion Retratos
de fase global més adelante.
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Familia V
Haciendo una sustitucion de d = als + 4).

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia V es:

] 5 +duv 3bv
¥ = —wrvtb————7——10
2 2

y = —uv?

El sistema anterior no tiene puntos criticos en el infinito.

En la Carta U, el sistema asociado a la Familia V es:

o duv+3bu2v
8 = ve— 5

o dv2+3buv2
T T2 2

3

+ cu

2

+ cu‘v

Proposicion: El punto (0,0) es un nodo estable si ¢ << 0 e inestable si
c =0,

Prueba. El punto critico asociado al sistema anterior es F: (0,0). La ma-
triz jacobiana del sistema es:

dv du 3
— — + 3buv + 3cu? 1——+=bu?
M(u,v) = 3 2 2 2
Ebvz + 2cuv —2dv + 3buv + cu?
luego,
0 1
o -[3 ]

Asi, A* = 0. Luego, aplicando el aplicando el Teorema de los puntos singu-
lares nilpotentes, sea ¥ = f (1) una solucion de v + A(u, v) = 0, entonces
seav = f(u) = —cu® + -~ una aproximacion a la solucién por series de
Taylor. Ademas, tenemos que B (u, v) = — dﬂi + %buvg + cu’v, enton-
ces F{u) = —c?u® + -y G(u) = cu® + -, ‘Asi,‘r&n =5n=2b=4cy
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a = —c”. Por lo tanto, el origen en el plano infinito eun nodo estable si

¢ <2 0 e inestablesic = 0.

Para examinar una ilustracion detallada del sistema sobre la esfera de
Poincaré, véase la gréafica de la Familia V, cuando b=10 y b=0enla

seccion Retratos de fase global méas adelante.

Retratos de fase global

A continuacién, podemos observar el retrato de fase de cada familia cua-
dratica multiparamétrica.

Figura 5.7. Retratos de fase de familias I, II, 11, IV y IV

Familia [ Familia II




146 ‘ COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLO PARA TODOS

Familia III Familia IV

AN

Familia V, b << 0.

— ==

Fuente: elaboracion propia.
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Capitulo 6

Retrato de fase global y diagrama
de bifurcacion para un sistema
lineal multiparameétrico

Jorge Rodriguez Contreras'?
Alberto Reyes Linero®
Juliana Vargas Sanchez*

Resumen

En el presente capitulo estudiamos la dindmica global de un sistema li-
neal multiparamétrico; para ello tenemos en cuenta los diferentes cam-
bios que presentan estos parametros. Primero, encontramos las diferen-
tes superficies paramétricas en las que se divide el espacio, en las cuales
se define la estabilidad del punto critico. Luego, creamos el diagrama
de bifurcacién para clasificar las diferentes bifurcaciones que se presen-
tan en el sistema. Por dltimo, determinamos y clasificamos los puntos
criticos en el infinito, teniendo en cuenta la forma canénica de la esfera
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de Poincaré, y asi obtenemos el retrato de fase global del sistema lineal
multiparamétrico.

Introduccion

Los sistemas de ecuaciones diferenciales, como es bien conocido, mode-
lan una gran cantidad de situaciones matematicas, fisicas y de ingenieria,
entre otras. Asi, varios problemas de ingenieria, ciencias sociales y cien-
cias basicas se pueden expresar como sistemas auténomos.

ax
rrinil X) (6.1)

Donde f: K" — K" es una funcion continuamente diferenciable. En ge-
neral, no siempre es posible resolver el problema no lineal dado en la
ecuacion (6.1), asi que es importante tener informacion cualitativa del
comportamiento local de las soluciones de equilibrio. En particular, el
teorema de Hartman Grobman (véase [5]) prueba que el comportamiento
local de un punto de equilibrio X; en el sistema no lineal es topolégica-
mente equivalente al comportamiento del sistema lineal:

aX AX

o 6.2

dt (6.2)

cerca del origen, donde la matriz 4 = Df(X,). Por este motivo, el estu-
dio de la dindmica de las soluciones cercana al origen en (6.2) es impor-
tante desde el punto de vista tedrico y practico. Ahora bien, el compor-
tamiento cualitativo de las soluciones de (6.2) cerca al origen recae en los
valores propios de la matriz 4, que a su vez nos remiten a las superficies
paramétricas.

Es asi como en el sistema diferencial lineal multiparamétrico, el flujo o
la estructura de las 6rbitas en vecindades de su punto critico se pueden
ver afectados por el comportamiento en las superficies paramétricas.
Igualmente notamos que, al cambiar estas superficies paramétricas, las
propiedades de estabilidad del punto critico se ven afectadas. Es decir,
ocurre una bifurcacién para ciertos valores de los parametros. Podemos
encontrar resultados recientes sobre bifurcacion en sistemas diferenciales
polinomiales en [6] y [7].

149



150

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLD PARA TODOS

Para el andlisis del sistema diferencial lineal multiparamétrico utilizamos
las diferentes técnicas estudiadas en [3], [4] y [5], las cuales tienen antece-
dentes de estudios en [1] y [2]. Calculamos los estados estacionarios del
sistema tanto en el plano finito como en el infinito, analizando la estabi-
lidad en cada uno de ellos, finalizando con los retratos de fase global del
sistema diferencial lineal multiparamétrico.

Preliminares

En esta seccion enunciaremos algunos teoremas que utilizaremos para el
estudio del sistema.

Teorema 2.1 ([3]). Puntos singulares semi-hiperbélicos. Sea (0,0) un punto
singular aislado del campo vectorial X dado por:

x=A(xY)
y=21y+B(xy) (6.3)

donde 4 y B son analiticas en una vecindad del origen con
A(0,0) = B(0,0) = DA(0,0) =DB(0,0)=0y 2 >0.Sea ¥ = f(¥) la
solucion de la ecuacion A ¥+ B(x,¥) = 0 en una vecindad del punto
(0,0); y, supongamos que la funcion g(x) = A(x, f(x)) tiene la expre-
sion g(x) = a,, x™ +o(x™), donde m = 2y a,, # 0. Entonces, siem-
pre existe una curva analitica invariante, llamada multiple fuerte ines-
table, tangente en Q al eje ¥, en la que X se conjuga analiticamente con:

y=A1y

representa un comportamiento repelente, ya que 4 = 0. Ademas, las si-
guientes afirmaciones son vélidas:

i) Si m es impar y a,, < 0, entonces (0,0} es topologicamente un
punto silla. Tangente al eje x hay una curva €™ invariante tnica,
llamada colector central, en la que X es €™ conjugado con:

y=—x"1+ax™")

paraalgina € [E. Si esta curva invariante es analitica, entonces X
es C" conjugado al anterior sistema. El sistema X es C™ conjuga-
do a:
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x=—x"(1+ax™1)
y=2y

y es €° conjugado con:

X =—Xx
y=y

ii) Si m es impar y a,, = 0, entonces (0,0} es un nodo inestable.
Cada punto que no pertenece al maltiple inestable fuerte se en-
cuentra en una curva C™ invariante, llamada maultiple central,
tangente al eje x en el origen, y en la que X es conjugado € con-
jugado a:

7 = #(1 +ax®1)

para algunos a € R. Todos estos colectores centrales son mutua-
mente infinitamente tangentes entre si y, por lo tanto, a lo sumo
uno de ellos puede ser analitico, en cuyo caso X es un conjugado
C™ en el sistema anterior. El sistema X es C™ conjugado a:

x=x"(1+ax™"
y=4y

y es € conjugado con:
X=X
Y=y

iii) Si m es par, entonces (0,0} es un silla-nodo, es decir, un pun-
to singular cuya vecindad es la unién de un sector parabdlico y
dos sectores hiperbdlicos. Cambiando x* en —x, suponemos que
@, = 0. Cada punto a la derecha de la variedad fuertemente ines-
table (lado x = 0) se encuentra en una curva C™ invariante, lla-
mada variedad central, tangente al eje x en el origen, y en la que
X es €™ conjugado a:

y=x"1+ax™"1)
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para algin a € K. Todas las variedades centrales coinciden en el
lado x = 0y, por lo tanto, son infinitamente tangentes en el ori-
gen. Como maximo, una de estas variedades centrales puede ser
analitica, en cuyo caso X es un conjugado C¥. El sistema X es C™
conjugado a:

# = w01 4461
y=21y
y es € conjugado con:
i =%
y=y
Consideraremos el sistema polinomial diferencial:

¥=P(x,y) ¥y=0(xy) (6.4)

donde P, @ € R[x, y].

Corolario 2.2 ([8], p. 230). Sea H la integral primera del sistema (6.4). Si
H es no-constante en ningun conjunto abierto, entonces no existen ciclos
limites.

Los siguientes teoremas permiten calcular los puntos criticos en el infini-
to para el sistema.

Teorema 2.3 ([4], 271). Los puntos criticos en el infinito para el sistema
polinomial de grado m (6.4) ocurren en los puntos (X,Y,0), en el ecua-
dor de la esfera de Poincaré, donde X + ¥~ =

y
XQ,.(X,Y)—YP,.(X,Y) =0, (6.5)

o de forma equivalente en los angulos polares &; y 8; + 7, que satisfacen
G, :41(8) =cos(8)Q,,(cos(8),sin(F)) —sin(B) P, (cos(f)sin(F)) = 0.
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Esta ecuacion tiene a lo mas m + 1 pares de raices &; y &; + 7, siendo
Gpm+1(8) idénticamente igual a cero.

Teorema 2.4 ([4], p. 272). El flujo definido por (6.4) en una vecindad de
cualquier punto critico de (6.4), en el ecuador de la esfera de Poincaré & 2
excepto en los puntos (0, 1,0}, es topolégicamente equivalente al flujo
definido por el sistema:

iy = y/mp(lzfly//) - /mQ(l//JyX/)

+z = Zm+1p(1/z ,y/z)
los signos son determinados por el flujo en el ecuador de 57, tal como
en (6.5). De forma similar, el flujo definido por (6.4) en una vecindad de
cualquier punto critico de (6.4), en el ecuador de la esfera de Poincaré 57,

excepto en los puntos (*1,0,0), es topoldgicamente equivalente al flujo
definido por el sistema:

+x = x2™Q(*/7, 1/2) —2"P(*/5, 1/2)
+2 = 271Q(%/z,1/z).

los signos son determinados por el flujo en el ecuador de 57, tal como en
(6.5).

Regiones paramétricas
Estas regiones nos permitiran determinar la estabilidad del sistema:
X=y
y=2(a+b)y—(a*+c+b*)x (6.6)
con (a, b, c) € R?,

Para hacer el estudio de este sistema de ecuaciones diferenciales, dividi-
3 .. .
remos R~ en las siguientes regiones:

E,={(a,b,c)|2ab—c >0,a+b =0,c > 0}

E, ={(a,b,c) |2ab—c=0,a+ b= 0,c =0}

153

E;={(a,b,c)lc<0,a+b>0,2ab—c=0,a’+b*+c>0,a>0,b< 0}



154

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLO PARA TODOS

E,={(a,b,c)lc<0,a+b=>0,a>+b%>+c=0,2ab—c >0}
E.={(a,bc)lc<0,a+b>0,2ab—c=0,a’+b*+c>0,a<0,b >0}
E. ={(a,b,0)lab=0,a+b =0}

E. ={(a,b,c)|2ab—c=0,a+ b < 0,c >0}

E; ={(a,b,c)|2ab—c>=0,a+b < 0,c >0}
Es={(a,bc)lc<0,a+b=<0,2ab—c=0,a"+b*+¢c>0,a>0b <0}
Eypy={(abc)lc<0,a+b=<0a*+b*+c>0,2ab—c =0}

Ey, ={(abc)lc=0,a+b=<02ab—c=0,a>+b>+c>0,a<0,b>0}
E;, ={(a,b,0)lab=0,a+b <0}

Eyy ={(abc)lc<0,a+b=<0a*+b*+c<0,2ab—c =0}
E,={(ab,c)lc<0,a+b>=0a*+b*+c<0,2ab—c >0}

E,. ={(abc)lc<0,a+b=0a*"+b*+c<0,2ab—c =0}

E,. ={(ab,c)|2ab—c <0,a+b=0,¢c=>0}

E., ={(ab,c)lc<0,a+b=>02ab—c<0,a®>+b>+c>0,a>0b< 0}
Eypy ={(abc)lc<0,2ab—c<0,a+b=0,a"+b*+c>0,a<0,b=0}
E,; ={(a,b,0)|ab<0,a+b =0}

E,, ={(a,b,c)|2ab—c<0,a+b<0,c =0}

Eyy ={(a,bc)lc<0,a+b=<0,2ab—c<0,a°+b*+c>0,a>0b <0}
={(a,b,c)lc<0,a+b=<0,2ab—c <0,a’>+b>*+c=>0,a<0,b>0}
E,, = {(a,b,0)| ab< 0,a + b < 0}

E,, ={(a,b,c)|2ab—c=<0,a+b=0,c =0}

E;: ={{a,b,c)lc<0a+b=02ab—c<0,a*+b*+c>0,a=>0b<0}

E,. ={(a,bc)lc<0,a+b=02ab—c<0,a*+b*+c>0,a<0b=0}
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E,. ={(a,b,0)|ab< 0,a+b=0}

Ese ={(ab,c)lc<0,a+b=>0a"+b*+c=02ab—c> 0}
Exy ={(a,bc)lc<0,a+b=<0,a*+b*+c=0,2ab—c =0}
E3 = {(0,0,0)}

Ey; ={(ab,c)lc<0,a+b=0,a®+b?+c=0,2ab—c =0}
Proposicion 6.1. La familia {E; 122, esuna particion de R,

Prueba. En efecto B* = Uilzl E,;ademas, E; N E; = @ para i # j donde
i,j €{1,2,3,...,31}.

Definamos las siguientes regiones:

A, ={(a,bc)|2ab—c=0,a+b>0,a"+b*+c>=0,ceER]
A, ={(a,b,c) |2ab—c=0,a+b<0,a*+b*+c>0,c ER}
A; ={(a,b,c) |2ab—c = 0,a’?+tb*L+cec<0atbeR,cE R}
A, ={(a,b,c) |2ab—c<0,a+b=0,a*+b*+c>=0,c ER}
A. ={(a,b,c) 2ab—c<0,a+b<0,a*+b*+c>=0,c ER}
A, ={(a,b,c) |2ab—c<0,a+b=0,a*+b*+c>0,c ER]}
A; ={(a,b,c) 12ab—c = 0,a* +b* +c=0,c ER,a+b ER}

Proposicion 6.2. La familia {4.}/-1 esuna particion de R

Prueba. En efecto,

A, ={(ab,c)|2ab—c=0,a+b=>0a’+b>+c=>0,ceR]

={{a,b,c) |2ab—c > 0,a+b>0,a*+b*+c>0,c >0}
u={(a,b,c)|2ab—c=0,a+b>=0,a*+b*+c>0,a>0,b<0,c>0}

U={(ab,c)|2ab—c=0,a+b=0,a>+b*+c>=0,c< 0}
u={(ab,c)2ab—c=0,a+b=0,a’+b*+c>=0,a<0,b>0,c=<0}
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U={(a b,c)|2Zab—c=0,a+b=0,c =0}

&
k=1
En forma anéloga, tenemos que:
— 112 _
Ay = U= Ep Uk 13 Ex - Uk 16 Ex - Uk—"l}
7 31
A, = E,, A; = E,
k=24 k=28

Asique
7 31
s =Uz==
j=1 k=1

Ademas 4; NA; =0, i +j

7 .
Por lo tanto, {}1}-}_ , €8 una particion de R®.
-;| =
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Figura 6.1. Superficie paramétrica del sistema

Fuente: elaboracion propia.

Proposicion 6.3. Dado el sistema diferencial (6.6), entonces:

0 Sia®+ b +c# 0,(0,0)es el tnico punto critico del sistema di-
ferencial (6.6).

O Sia®*+ b*+¢ =0, el sistema diferencial tiene infinitos puntos
criticos.

Analisis de la estabilidad local del punto critico

En esta seccion estudiaremos la estabilidad del punto critico del sistema
diferencial (6.6), en las regiones donde a*+b*+c+0.

En estas regiones, (0,0 es el unico punto critico, asi que el jacobiano aso-
ciado al sistema diferencial (6.6) viene dado por:
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0 1
D (0,0) = [—(a2 +h2+c) 2@+ b)]

Lo valores propios asociados a la matriz jacobiana son:

Al,Z

=(a+b)xV2ab—-c

Proposicion 6.4. Si (a. b, c) € A,, entonces (0,0} es un nodo re-
pulsor.

Prueba. (a, b,c) € Ay, entonces
2ab—c=0,a+b>0, a’4+b*+c>0, ceR

Comoi, =(a+b)+v2ab—c =0yi 4, =a* +b° +¢c =0,
se tiene que 4, = 0. Asi que (0,0) es un nodo repulsor.

Proposicion 6.5.Si (a, b, ) € A,, entonces (0,0) es un nodo atrac-
tor.

Prueba. (a, b, c) € A,, entonces
2ab—c=0,a+b<0,a’4+b*+c>0, ceER

Ademas,como A, = (a+b) —v2ab—c <0y
A4y =a® +b* +¢ >0, se tiene que 44 < 0.

Por lo tanto, (0,0) es un nodo atractor.

Proposicién 6.6.Si (a, b, ¢) € A5, entonces (0,0) es un punto silla.
Prueba. (a,b,c) € A, entonces 2ab— ¢ > 0, a* + b* + ¢ < 0.
Ademas, como A, = (a+ b) +~2ab—¢c =0y

Aih, =a® +b% + ¢ <0, se tiene que A, < 0.

Por lo tanto, (0,0) es un punto silla.

Proposicién 6.7. Dado (a,b,c) € 4,, entonces (0,0) es un foco
repulsor.
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Prueba. (a, b, c) € A, entonces
2ab—c<0,a+b=>0, a’?+b?+c=0.

Asique Ay =(a+ b) +ivec—2aby A, =(a+b) —ivc—2ab
Por lo tanto, (0,0) es un foco repulsor.

Proposicion 6.8. Dado (a. b, c) € A, entonces (0.0) es un foco
atractor.

Prueba. (a, b, c) € A;, entonces
2ab—c<0,a+b<0,a’?+b?+c=0.

Asique Ay =(a+ b) +ivec—2aby A, =(a+b) —ivc—2ab
Por lo tanto, (0,0) es un foco atractor.

Proposicion 6.9. (a, b, c) € A, entonces (0,0) es un centro.

Prueba. (a, b, c) € A;, entonces
2ab—c<0,a+b=0, a* +b*+c =0,

Asique Ay = ivc— 2aby A, = —iyc — 2ab
Por lo tanto, (0,0) es un centro.
Analisis del sistema con infinitos puntos criticos

Proposicion 6.10. (a, b, c) € A-, entonces el sistema tiene infinitos
puntos criticos.

Prueba. (a,b,c) €EA,, entonces (ab,c)eUitzE v
a” + b” + ¢ = 0, asi que el sistema tiene infinitos puntos criticos.

Por otra parte, si (@, b, c) € E;z U E;q, setienequea +b # 0, en-
tonces

2 = 2(a+b), luegoy =2(a+b)x + k.

: : dy
Si(a, b,c) € Eyy U Eyy, se tiene que d—:’ = 0, entonces ¥ = k.
X
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Figura 6.2. Proyecciones de superficies paramétricas

((a)) e<0 ((B)) >0

Fuente: elaboracion propia.

Integrales primeras
Proposicion 6.11. Dado el sistema diferencial (6.6), entonces:

O Sia®+ b* +¢ =0, entonces f(x,¥) =¥y — 2(a+ b)x es una in-
tegral primera.

O Sia®’+ b*+c#0,2ab— c = 0, entonces:

fl,y)=|y—(a+b+v2ab—c)x|™|y — (a + b —~2ab — c)x]|™

at+bi+vlab —c
T Y

es una integral primera, donde =( T
vieh—c

—(a+b)i+viab —«c
rn =|—]
2Zab-—r

O Sia®*+b*+c=0,2ab— ¢ < 0, entonces:

a+th r—lath)x
arcian [u] P
Ve—2ab

flx,y) = In|y? — (a+b)xy+ {az + bt +cjx2| +

xve—2ab

es una integral primera.
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{at+b)x

O SiZ2ab—ec= ﬂ, entonces f(x,}?] = ].'t'].l_'!rF - [:fl + b]x| —m

es una integral primera.
Prueba.

O Sia® 4+ b* 4+ = 0, el sistema nos queda de la siguiente forma:

&=y

y=2(a+h)y (6.7)

Asi que % =2(a+b), luego ¥y =2(a+b)x+k entonces

f(x,¥) = ¥y — 2(a+ b)x es una integral primera.

Por otra parte, si a* + b* + ¢ # 0, se tiene que:

dy 2(a+b)y—(a®+b*+c)x

dx y

dv 2le+b)v—(at4+b2-5)
Sea ¥ = ¥X, entonces ¥ + x ==

- , luego:

dv +dx
vi—2(@+bv+a:+b2+c x

Ademss, v* —2(a+b)v+a* +b* +c=(v— (a+ b))* —2ab +c.

O Si2ab—c =0 setiene:
v2—2(a+b)v+a2+b2+c:(v—(a+b+v2ab+c))(v—(a+b—v‘2ab—c))

luego:

v dv +d_x_0
(v—(a+b+v2ab+c))(v-(a+b-V2Zab—c)) *

por lo tanto,

[}r —(a+b—+2ab— c]x)n'[:}r —(a+b++2ab— c]:r;)r1 =k, luego
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fle,y)=[yv—(a+b+2ab—c)x]:[vy—(a+ b —+2ab—c)x]™

atb+v2ab —c —(a+b)+v2ab —«¢
e el DAL N e

HNZab—¢c

es una integral primera, donder; = (

2NZab—c

O Si2Z2ab—c < 0 se tiene:

vz—(a+b)v+a2+b2+cz(C—Zab)[(w) +1]

Vc —2ab
luego:
(a+b) (a+b)
7 - VT + .
v2—(a+b)v+a?+b%2+c v:-(a+b)v+a?+b?+c (c—Zab)[(U:[f‘;zz))+1]
entonces,

1l (yz—(a+b)xy+(a2+b2+c)x2)+ a+b t (y—(aer)x)H i
—in arctan| ————— nx =
2 x? 2Vc —2ab

xvc —2ab

luego:

+b —(a+b
s — [k By + (a2 + B2 o)) B —sarofan (w) —

Ve —2ab xvc —2ab
luego:
F06y) = (> = (a+ by + (@ + b + ) + s arcran (2222

es una integral primera.
O Si2ab—c=0,v*— (a+b)c+a® +b* +c=(v—(a+b))?
Asi que:

v _v—(a+bh) a+b

—(a+D)] w-@+h] w—(a+bP
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por lo tanto:

a+b
In|v — (a + b)| —ﬁ—i—lm =k
entonces,
In|y — (a+ b)x| — 1222 = k, luego f(x,y) = Infy — (a + b)x| — 2=

es una integral primera.
Analisis de bifurcaciones

La informacién que tenemos al respecto del comportamiento de las tra-
yectorias de acuerdo con los valores propios podemos resumirla en un
plano determinadopor: T =a+byD =a” + b~ +c.

Este plano nos ayuda a estudiar con T y D, las relaciones que entre ellos
determinan el comportamiento de las trayectorias del sistema lineal.

El plano (T,D) esta dividido por los ejes D =0, T = 0 y la pardbola
T®*=D,A=T?—D,quedivide los casos 4 == 0y 4 < 0.

Diagrama de bifurcacion

La siguiente gréafica muestra los diferentes casos dependiendo de los pa-
rametros T y D. Se denomina diagrama de bifurcacién:
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Figura 6.3. Diagrama de bifurcacion

Foco Atracion D Foco Repulsor

\ : Centro

&ﬂj

Modao Araceor
¥ -~ _// Nodo Repusor T

Purto Sila T -

Fuente: elaboracién propia.

Como puede verse en la figura, la superficie a + b = 0a* + b* + ¢ > 0
y 2b — ¢ < 0, es una superficie de bifurcacion.

Clases de bifurcaciones

Las bifurcaciones pueden ser locales o globales. Las bifurcaciones locales
reflejan el cambio de estabilidad que sucede en el plano de fases, en las
proximidades de una orbita periddica o de un punto fijo del sistema. Las
bifurcaciones globales ocurren normalmente en mayores conjuntos inva-
riantes del sistema. Por lo tanto, no pueden ser detectadas exclusivamen-
te mediante el andlisis de los puntos de equilibrio.

Las bifurcaciones locales ocurren solo cuando un cambio de los valores
de los pardmetros convierte el punto de equilibrio en no hiperbdlico. Asi,
una forma sencilla de establecer cudndo ocurre una bifurcacién local en
el sistema (6.6) es determinando los valores de los parametros en los cua-
les el jacobiano asociado al sistema tiene un autovalor cero o un par de
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autovalores complejos puramente imaginarios. A continuacién, detalla-
mos algunas de las diferentes bifurcaciones locales:

1. Bifurcacion vertical: Enla region a+b*+c=0, 2ab—c <0, cuan-
do a + b = 0, las soluciones del sistema corresponden a focos atractores
y confluyen al origen a medida que t aumenta, por lo que el origen es un
punto de equilibrio estable tipo sumidero.

Cuando a + b =0, todas las soluciones son periédicas, por lo que el origen
es un centro.

Cuando a + b > 0, las soluciones del sistema corresponden a focos repul-
sores que parten del origen y se alejan de el a medida que t aumenta, por
lo que el origen es un punto de equilibrio inestable, tipo fuente.

Paraa’ 4+ b*+¢c >0, 2ab—c <0, a+ b # 0.

Figura 6.4. Superficie a*+b*+c>0 y 2ab-c<0

5
e
' e,
/
F p—— /
/ il - =y o / :
f / \ £ | T N h
f L \ FARET e ERRSICL TR 1{ s \
[ Ty | ¢
| f A F R T W { - T
| | ' Y LT | L] |
R SEREEEE .
I X | IESEray | I |
\ g ] \ g /
‘ j W B \ .
\\\ ; , e | .,/ 1 s |
.J/ =
: s | /
a+b<0 a+h=0 a+b=0 A

Fuente: elaboracion propia.

La funcién:

a+b —(a+b)x
fCe,y) =In|ly? — (a + b)xy + (a? + b? + ¢)x?|| + ——=arctan y—{@d+p)e

Ve —2ab xvec —2ab
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es una integral primera que no es constante en ningtin conjunto abierto,
entonces por el Corolario 2.2, no hay ciclo limite para el sistema en esa
region.

Figura 6.5. Bifurcacion vertical

Fuente: elaboracién propia.

En la superficie By = {(a,b,c):a® + b* + ¢ = 0,a + b < 0}, el jacobia-
no asociado al sistema (6.6) tiene un valor propio igual a cero y pequefas
variaciones en sus parametros; la estabilidad del punto critico pasa de
estable a inestable.
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Figura 6.6. Superficie B1

Fuente: elaboracién propia.

EnlasuperficieB, = {(a,b,c):a* + b* + ¢ = 0,2ab—c =0,a + b = 0},
el jacobiano asociado al sistema (6.6) tiene dos valores propios iguales a
cero y con cambios pequefos en sus pardmetros tenemos diversas situa-
ciones, dado que una vecindad de F; contiene puntos en cada una de las
siguiente regiones:

B, ={(a,b,c):a’* +b*+¢c >0,2ab—c>0,a+ b >0}
B,={(a,b,c):a’ +b*+¢c>0,2ab—c > 0,a+ b < 0}
B. ={(a,b,c):a’ +b*+c >0,2ab—c<0,a+ b >0}
B, ={(a,b,c):a’* +b*+¢c =0,2ab—c<0,a+ b =0}
B.={(ab,c):a’+b*+c<0,a+beR]
By = {{a,b,c]:az +b2+c=0a+b E R}

By = fla,b,c):a’+ b +c>=0,2ab—c<0,a+b =0}
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Figura 6.7. Superficie B,

Fuente: elaboracion propia.

Puede suceder, por ejemplo que de la superficie B pase a la superficie
B, y de ahi a la superficie B3, o de la superficie B3 pase a la superficie B,
y de ahi a la superficie B, o de la superficie 55 pase a la superficie B; y
de ahi a la superficie B¢, o de la superficie B pase a la superficie 5, y de
ahi a la superficie B, o de la superficie B; pase a la superficie B y de ahi
a la superficie By, o de la superficie B pase a la superficie B; y de ahi a
la superficie B;. Es decir, un foco atractor puede convertirse en un foco
repulsor o en un nodo repulsor o en un punto silla o en un centro o en un
nodo atractor.

La superficie 8 = E, UE; UE,;; U E,5; UE;; es una bifurcaciéon para
(6.6) porque separa los puntos criticos estables de los inestables.
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Figura 6.8. Superficie B

Fuente: elaboracién propia.

Puntos criticos en el infinito

En esta seccion estudiaremos los puntos criticos en el infinito para el sis-
tema (6.7) usando una compactificacién de Poincaré.

Estudio en la carta U,

El sistema en la carta Us:

u=u?-2(a+b)u+ (a*+c+5h?

b= (6.8)
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Lema 6.1. Dado el sistema (6.8), se tiene que:

Sia®*+c+b>=0ya+b=0, entonces (0,0) es un punto si-

lla-nodo para el sistema.

Sia®+c+b*>=0ya+b =0, entonces (0,0) es un punto silla
y (2(a + b),0) es un nodo atractor.

Sia®* +c+b*=0ya+b <0, entonces (0,0) es un nodo atrac-
tor y (2(a + b),0) es un punto silla.

Sia*+c+b* =0 y a +b =0, entonces (V—2a* — ¢,0) es un

nodo atractor y (—V —2a? — ¢,0) es un punto silla.

Sia®+c+b*=0 y a + b = 0, entonces no existen puntos criti-

cos para el sistema.

Sia*+c+b*<0ya+b =0 entonces (a +b ++2ab—c,0)

esun puntosillay (a + & = +2ab — ¢, 0} es un nodo atractor.

Sia®+c+b* < 0ya+b <0, entonces (a+b ++2ab—c,0)

es un nodo atractor y (a + b —+/2ab — ¢, 0) es un punto silla.

Si a*+c+b*>=0, a+b<0 y 2ab—c>0, entonces
(a +b ++2ab —c,0)esunnodoatractory (a + b —+/2ab — ¢, 0)

es un punto silla.

Si a®*+c+b*=0, a+b>=0 y 2ab—c>0, entonces
(a + b ++/2ab —¢,0)esunnodoatractory (a + b —+/2ab — ¢, 0)

es un punto silla.

Sir:lz+c+b::=ﬂ,::1—|—b}Dyzab—c{ﬂ,entoncesnoexis—

ten puntos criticos para el sistema.
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o Sic:r,z—I-c—I-b::=D,c1—|—b{Dyzab—c{l],entoncesnoexis-

ten puntos criticos para el sistema.

O Sia®+c+b*=0,a+b < 0y2ab—c= 0entonces (a+ b,0)

es un silla nodo.

Prueba.
O Sib = —a, el sistema se reduce a:

i ="

v=v

z dw r R
Asique PR luegocv = e ~'%,
u u*

Por lo tanto, {0,0) es un silla-nodo.

O Sia®+ ¢+ b? =0, el sistema se reduce a:

u=u?*-2(a+hbu
v=v

Los puntos criticos del sistema son (0,0} y (2(a + b),0). Luego, si ha-
cemos el estudio de cada punto usando las matrices jacobianas, se tiene
que:

DF(0,0) = [_2(%+ b) ‘1)]

con valores propios 4; = —2(a + b) and 4, = 1. Es decir, (0,0} es un
punto silla; ademas:

Df(a+h),0) =2 F" 7]

con valores propios 44 = 2(a+ b)y 4, = 1; es decir, (2(a + £),0) esun
nodo repulsor.
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O Sia®+c+b*=0ya+b < 0,losvalores propios para Df(0,0)
sond, = 2(a+ b)y A, =1, entonces (0,0) es un nodo atractor y
(2(a + b),0) es un punto silla.

O Sia+b =0, el sistema (6.8) resulta:
i =u®+ (a*+c + b?)
V=

Los puntos criticos del sistema son (Vv —2a* — ¢,0)(£V—2a* — ¢,0) y
el jacobiano asociado es:

Df(+y=2a% —¢,0) = [iZJ—gaz —c tl)]

Entonces, (V—2a? — ¢,0) es un nodo repulsor y (—V—2a? — ¢,0) un
punto silla.

0 S a*+c+b*=0 y a+b=0, entonces la ecuacion
u® + (a® +b* + ¢) = 0 no tiene soluciones reales, por lo tanto,

no existen puntos criticos.

O Sia’+c+b*<0ya+b =0, entonces los puntos criticos del

sistema son ((a + &) =+ 2ab — ¢,0) y el jacobiano asociado es:

Df((a+b) +V2ab —c,0) = [i@ 2]

Los valores propios son 4, = (+v2ab—¢) y 4, =1. Por lo tanto,
((a+b) —V2ab —¢,0) es un puntossillay ((a+ b) ++/2ab — ¢,0) es

un nodo repulsor.

O Sia®+c+b*<0ya+b <0, entonces la matriz jacobiana y
los valores propios son iguales que en el caso 6, pero, dadas las
condiciones iniciales, se tiene que ((a + b) ++/2ab — ¢,0) es un

nodo repulsor y ((a + b) —+2ab — ¢,0) es un punto silla.
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O Sia*+c+b*>=0a+b< 0y 2ab — ¢ = 0, entonces la matriz
jacobiana y valores propios son iguales que en el caso 6, pero, da-
das las condiciones iniciales, se tiene que ((a + b) + v 2ab — ¢,0)

es un nodo repulsor y ((a + b) —+2ab — ¢,0) es un punto silla.

O Sia*+c+b*>=0a+b= 0y 2ab — ¢ = 0, entonces la matriz
jacobiana y valores propios son iguales que en el caso 6, pero, da-
das las condiciones iniciales, se tiene que ((a + b) + v 2ab — ¢,0)

es un nodo repulsor y ((a + b) —+2ab — ¢,0) es un punto silla.

O Sia’+c+b*=0,a+b>=0y2ab—c< 0, porlaultima con-

dicién para el sistema no existen puntos criticos.

o Sirx2+c+bz:=ﬂ,a+b~=‘:l]y2ab—c-:‘:ﬂ,paraelsistemano

existen puntos criticos.

O Sia*+c+b*>=0,a+b<0y2ab—c=0,entonces el unico
punto critico es (@ + b, 0). Si calculamos los valores propios aso-
ciados a las matriz jacobiana Df (((a + £).0), estosson 4; =0y
A, =—1.

Haciendo el cambio de variables @ = (a + &) — z, el sistema topologi-

camente equivalente con punto critico en el origen queda de la siguiente
forma:

2

k=t
=i

L d= = ., I
Asi— = —ysusolucioncv = e '
dv v

=, entonces el punto critico es silla-nodo.
Estudio en la carta U/,

El sistema equivalente en la carta U5:
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=1+ 2(a+b)u+ (a% +b? + c)u?
v =—2(a+ b)v + (a® + b + c)uv (6.9)

Donde (a, b, c) € R?

Proposicion 6.12. Dado el sistema (6.9), se tiene que:

O Sia®+b*+c=0ya+b #0,elsistema (6.9) tiene como tnico

PR _ 1
punto critico ( 2larn)’ ﬂ).

O Sia*+b*+c=0 y a+b =0, el sistema (6.9) no tiene puntos
criticos.

O Sia’+b*+c=0 y 2ab — ¢ < 0, el sistema (6.9) no tiene pun-
tos criticos.

O Sia®+b*+c =0y 2ab—c = 0, el sistema (6.9) tiene dos pun-
tos criticos:

(—m:mm 0) (—(a+b)—\/m 0)

a?+b?4c a?+b?4c

O Sia® 4+ b* +c < 0, el sistema (6.9) tiene dos puntos criticos:

(—(a+b)+\/m’ 0) ¥ (—(a+b)—\/m, 0)

a?+b?+c a?+b2+c

—(a+b)+2ab —¢ ﬂ) yP, = [—(a+b}—«;m ﬂ),

. P =( — 2 a
Nota: Sean Py af+biic z a®+bi+c

Proposicion 6.13. Dado el sistema (6.9), entonces:

O Sia*+b+c= Oya+b —p“—'l:l,entonces(—
silla.

2atn)’ ﬂ) es punto
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Sial+ b +c< 0ya+b =0, entonces

-1
| D)

(
atractor y (_‘\Jl i’

1 III) es nodo

*\II gt +pi+c”

es nodo repulsor.

Sia®+b*+c=0ya+b =0, el sistema no tiene puntos criti-
cos.

Sia*+b*+c< —8(a+b)’ya+b =0, entonces Py es nodo
repulsor y P; es nodo atractor.

Sia®*+b*+c< —8(atb)’ya+b <0, entonces P; es nodo
repulsor y P; es nodo atractor.

Sia® +b*+c<0,a®+b*+c>—-8(a+b)’ya+b=0en-
tonces P, es punto silla y P, es nodo atractor.

Sia*+b*+c=0 2ab—c=0 y a+b =0, entonces Py es
punto silla y P, es nodo atractor.

Sia’+b*+c=0 2ab—c=0 y a+b <0, entonces P, es
nodo repulsor y P, es punto silla.

Sia®+b*+c<0,a®+b*+c>—-8(a+b)’ya+b<0en-
tonces P, es nodo repulsor y F; es punto silla.

Sia®*+b*+c=—8(a+b)’ya+b+0, entonces (; III)

2ia+s)’
es nodo repulsor.

Prueba. Iniciamos analizando el sistema (6.9) en cada una de la regiones
establecidas:

u
v

o

Sia’+b*+c=0 ya + b # 0, el sistema asociado es:

= 1+4+2(a+b)u
= —2(a+b)v
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Asi que los valores propios de la matriz jacobiana en (— III) son:

e+’

Ay=2(a+b) ¥y A,=—-2(a+ b); porlotanto, (— ﬂ)es pun-

2(a+s)’
to silla.

O Sia’+b*+c<0 y a + b =0, el sistema asociado es:

= 1+ (a®+ b? + c)u?

v = (a®+b®>+c)uv
_
Los valores propios de la matriz jacobiana en || ——, 0 | son:
e +b°te
A = (@2 + b? +¢) M ST = 2(a? + b? +¢) % g
! a%+b% 4 2 a?+b?+c
e
Asi que || —— .0 | esun nodo atractor.
W et FbhtEc
‘ . . T 2 I_ -

En forma analoga se tiene que: 4, = —(a” + b~ + cjﬂq'a5+b5+.: =0y

A, =—-2(a*+b* + c:]w|| = 0 son los valores propios de la ma-

a?+b%+c
|-1)

triz jacobianaen | — [———.,0
W atFbht e

—

Por lo tanto, ( ——1

—Zagesg 0 Jesun nodo repulsor.
‘\q o c

—(a+b)+VIak —¢ D}y p. = (—(ﬂ+b}—vm l:l).

Sean P, = (
1 . e?+bi4e
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El jacobiano en P, es:
I(F13=

Los valores propios correspondientes son:

Ay =2V2ab —c¢ Y% A, ==3(a+b)+V2ab—c

El jacobiano en F; es:
.-”:ng:

Los valores propios correspondientes son:

Ay =—2V2ab—c y A, =-=3(a+b)—+V2ab—c

O Si a®+b*+c<—8(at+b)’ y a+b=0, se tiene que
9(a+ bjzc‘:zrxb—c, luego 3(a+b) <+2ab—rc, asi que
Ay =0yd,=-3(a+b)++2ab—c=0.
Por lo tanto P, es un nodo repulsor y P; es un nodo atractor yaque 44 < 0
yﬂ,z =< 0.
O Si a*+b*+c<—-8(at+b)® y a+b<0, se tiene que
—vV2ab—c < —-3(a+b)<+v2ab—c,asiqued; =0y 4, =0,

luego P4 es un nodo repulsor.

Por otro lado, en el punto E, se tiene
A, =—=3(a+b)—+v2ab—c< 0yd; <0, asique P; es unnodo
atractor.

O Sia®+b*+c<0,a’+b*+c>—-8(a+b)’ya+b>0en-

tonces:

Para Py: 4, = 24/ 2ab — ¢ = 0, por otro lado:
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—2ab + ¢ > —9(a + b)?
9(a+ b)?>2ab—c>0
3(a+b)>+V2ab—-c

Ay, =—=3(a+b)++2ab—c =0, asi que P4 es un nodo repul-
SOr.

Para Py: A, = —2+/2ab — ¢ < 0 ademés 4, < 0, asi que P; es un
nodo atractor.

o Sirxz-l-b:+C;=*G,Eab—c}ﬂya+b}ﬂentonces:
Para Py: 4, = 2y 2ab —c = 0.
Comoa®+b*+c>=0=a”>+b*+c>—-8(at+b)’
= —2ab +c¢ > —9(a+ b)?

=9(a+b)*>2ab—cya+b=0
=3(a+b)=\2ab—-=c

Luego A, = —3(a + b) + v2ab —c < 0; por lo tanto, P; es un
punto silla.

Para Py Ay =—2v2ab—c <0 ademas
A, =—=3(a +b)—+2ab —c < 0, asi que F; es un nodo atractor.

O Si a’+b*+c=0, 2ab—c>=0 y a+b<=0, entonces:
ParaPy:4; = 23 2ab—c = Oyd, =—-3(a+b)+ V2ab—c = 0,
luego P, es nodo repulsor.

Para P;: 4, = —2+2ab — ¢ < 0 ademas:

a*+b*+c>0=2a—2ab+c>—-9(a+b)?
=9(a+b)*>2ab—cya+b=<0

=3la+b|=+2ab—cya+b =<0
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= —3(at+b)=+2ab—c

Luego A, = —3(a + b) — v 2ab —c = 0; por lo tanto, P; es un
punto silla.

O Sia®+b*+c=<0,a®+b*+c>—-8(a+b)’ya+b<0en-
tonces:

ParaPy:d, = 2v2ab—c = 0yd, = —3(a+b) +2ab—c = 0
por lo tanto, P es nodo repulsor.

Para P;: A; = —2+/2ab — ¢ < 0 ademas: —3(a+ b) =+ 2ab—c

Luego 4, = —3(a +b) — v 2ab —c = 0; por lo tanto, P; es un
punto silla.

O Sia’+b*+c=—-8(a+b)’ya+b =0, entonces:

u = 1+42(a+b)u—8(a+ b)*u?
v = —2(a+b)v—8(a+b)uv
asi que:

= —8(a+b)2(u—ﬁ)(“+ﬁ)
v = —8(a + b)?v (ﬁ + ”)

por lo tanto,

1
du """ 2@@¥n
dv v
dul =—:>ln|u— - |=lnv+lnc
u 2(a+b)
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1
. . ili IZI)
Asiquecr =u es una familia de rectas que pasan por (2'2 ey

Zia+hk

1
Por lo tanto, (m, ﬂ) es un nodo repulsor.

Retrato de fase global

En esta seccién presentamos el retrato de fase global del sistema lineal
multiparamétrico en cada una de las regiones paramétricas del espacio,
de acuerdo con los resultados obtenidos en las secciones anteriores.

Figura 6.9. Region a*+b*+c>0, 2ab-c<0

((A))a+b<0 ((B) a+b=0 ((c)) a+b>0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 6.10. Regién a’+b*+c>0, 2ab-c>0

& &

((A))a+b<0D ((B)) a+b=>0

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 6.11. Regién a>+b*+c=0, 2ab-c>0

QL ©

((A)) a+b<0 (B) a+b>0

Fuente: elaboracion propia.

Figura 6.12. Regidén a>+b*+c<0, 2ab-c>0

SOS

(A)) a+b<0 (B)) a+b=0 ((c)) a+b>0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 6.13. Region a’+b*+c=0, 2ab-c=0

Fuente: elaboracién propia.
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Capitulo 7

Ciclos limites en un sistema
multiparamétrico de la forma
X=1-x’+xy y=p(1-x’+xy)+mxy

Jorge Rodriguez Contreras'?
Alberto Reyes Linero®
Fiama Jiménez Ochoa*

Resumen

En este capitulo hacemos una contribucién a algunos de los temas estu-
diados anteriormente, iniciado con la ecuacién de Van Der Pol y la idea
de ciclo limite de Poincaré, siempre con el uso de los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias en el plano. Inicialmente, basandonos en el
trabajo de Su Guang-jan (véase también [14, p. 284]), demostramos que
un sistema diferencial polinomial cuadratico perturbado:

{J'c = A+ AyX? + Ay Xy + agyy?
Y = b+ byx?+ by xy+ by,y?
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tiene como maximo dos ciclos limites. Es un hecho clave en la prueba que
los sistemas cuadraticos con una recta invariante tienen como maximo
un ciclo limite (véanse [9], [10]), demostrando primero que dicho sistema
es equivalentemente afin a cuatro familias. También demostramos que la
Familia IV (Ill en el caso & = 0) es equivalentemente afin a:

{Xzez—szrxy
y = B(e* — x? + xy) + mxy + sy*

Y, por altimo, probamos que es una familiarotatoria de campos vectoriales.
Luego, estudiamos el comportamiento de las singularidades de las Fami-
lias I, I1 y III, tanto en el plano finito como en el infinito y la técnica del
Blow-Up (véanse [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8]).

Existencia de ciclos limites
Dados los sistemas:
L1 a2
t=1-u + Ty (7.1)
y = B(1l — 2+ xy) + mxy
t=1—2%+ay
v = B(1 — 2%+ xy) + may + sy’ (7.2)
Lema 7.1. Los sistemas (7.1) y (7.2) tienen a lo més dos ciclos limites.

Prueba.

Probaremos que para x = 0 estos sistemas tienen a 1o mas un ciclo limite.

Sean = 1_x2—|—x}=,x=:x'ydt=xd’r,asique:

dx dxdt dy dydt

o R .2 .
dv ~ drdr Mar = dodp BPE ="+ wy) Tyt sy°)

luego,
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d . . . ]
i —2xa+ya+xa = =2x%n + xyn + 2 (B(1 — x% + xy) + mxy + sy?)

==2x*n+n(m—-1+x)+px: =Px*+ (B +m)x*(m—1+x*) +s(n—1+x%)*
=(=n+@B+mnp—m+2sn=-28)x>+(m+s)x*+ (1 + 5> — (2s + )y + s%)

Seau = x° y 1 = 1, asi que:

du dn
o S = (“1+f+m+25)—m=25)u+ (m+s)u®+ ((1+s)n* = (2s + Dn + 52)

Como en este altimo sistema 4 = 0 es un recta invariante, se tiene que
este sistema tiene a lo mas un ciclo limite. Asi, los sistemas (7.1) y (7.2) en
el plano x = 0 tienen a lo mas un ciclo limite; por lo tanto, usando el Lema
7.1 tenemos que a lo mas tienen dos ciclos limites.

Singularidades en el plano finito
Proposicion.

1. Sim =0, se tiene que 1 — x“ + xy = 0 es una curva de puntos
criticos.

2. Sim # 0, los Gnicos puntos criticos son (1,0) y (—1.,0).

21.Si(f+m—2)*+8m =0
2.1.1.(1,0) es un punto sillasim = 0.
2.1.2.(1,0)esnodorepulsorsiff +m— 2= 0ym < 0.
2.1.3.(1,0)esunnodo atractorsif +m — 2 < Oym = 0.
2.14.(1,0)es puntosillasi f +m—2 = 0.

22.6i (B+m—2)*+8m = 0:

2.2.1.(1,0) es un nodo repulsor si f +m — 2 = 0.

2.2.2.(1,0) es un nodo atractor si f +m — 2 << 0,

23.5i(f+m—2)"+8m < 0:

185
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2.3.1.(1,0) es un foco repulsor si f +m — 2 = 0.

2.3.2.(1,0) es un foco atractor si f +m — 2 < 0.

2.3.3.(1,0) es un foco débil estable si f +m — 2 = 0.
Prueba.

La matriz Jacobiana en el punto (1,0) es:

Df(L,0) = [—_223 B+ :n]

De aqui podemos hallar sus valores propios:

A+2 —128A—B-m|=002+Q2—-L-m)A—2m=0c
_ﬁ+m—2+J(ﬁ+m—2)2+8m
- 2 . 2

A

Si(f+m—2)2+8m > 0. Enel caso de que m = 0, se tienen dos rai-
ces de signos contrarios; por lo tanto, (1,0) es un punto silla. Si, por el
contrario, m < Oy f +m— 2 = 0, tenemos dos raices positivas, asi que
(1,0) es un nodo repulsor.

Si f+m—2 =0, tenemos que 4;4; < 0, entonces (1,0) es un punto
silla. Si £ +m — 2 < 0 y m < 0, los valores propios son negativos, en-
tonces (1,0) es un nodo atractor.

Si (f+m—2)"+8m = 0.Enelcaso de que f +m — 2 = 0, tenemos
dos valores propios positivos, asi que (1,0) es un nodo repulsor. En el
otro caso se tienen dos valores propios negativos, entonces (1,0} es un
nodo atractor.

Si (B+m—2)"+8m<0. En este caso tenemos que

+ i.,f-'{,E+m—2}"+Sm y 1. = p+m—-2 i.,f-'|:|E+m—2}"+Elm

a2 - . -
& r r

__ B+m-2

Ay ; luego,
sif +m— 2= 0, se tiene que (1,0} es un foco repulsor, y en caso de

que £ +m — 2 < 0, tenemos que (1,0} es un foco atractor.
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Ahora probaremos que en el caso f +m — 2 = 0, el punto (1.0) es un
foco débil estable.

Seau = x — 1y ¥ = ¥, entonces tenemos que:
U= -2u+v+uv—u?v = —2pu+ 2v + 2uv — fu?

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz jacobiana:

[-21 -2B62]|[v, v, | =Av, v, v, = A+ 2)1,

Como A = *iy —2m, tenemos que:

P=[102V=-2m]y,P 1= \/—JT

Sea:

[uv]=Plwyw, | > [wyw,] =P Huv]

asi que:
2 1
Uu=wv=2w+v-2m,y,w, = uw, = — u+ v
V—2m V—2m
entonces,
_— g 2 B+2
W, w, ] =P uv]=[0vV-2m —vV-2mO |[w, w, | + [uv—u2 ~ 75 u?
—2m

de aqui tenemos que:

, -2 .
W, = V=2mw, + wi +V-2mw,w, w, = —J—2mw, —%wf
—2m

dividiendo entre —v —2m;
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: L 5 : L 5
— 21

La divergencia de este sistema en (0,0) es div (P, Q) = — f_"‘_m — Wylig,0) = O
. _ 1 _ — _1 b.. =

También vemos que @ = =t i —1,ay, =0,by = P11 = 0
=0- —__1 —la=—1—(-1)= =__2

y by = 0; luego, 4 = = B=7¢ 1-(-1)=0y§g N=rt

1 -2 1
y como W, = Aa —Bf = 0— o=y —— Por lo tanto, (0.0) es un

foco débil inestable, luego (1,0} es un foco débil estable (ya que dividi-

mos el sistema entre —v —2m).

Singularidades en el infinito
Proposicion.

Sead, = (f+m+ 1)? —48:

_p+m+1 N V4,
Yi= 2 2
_ B+m+1 Jas
27 2 Z
entonces:

a) ¥; = 1lyy; = lenlaregion R;.
b) ¥; < lyy, < lenlaregionR,.
¢) ¥ =1yy; < lenlaregion R;.

donde:

Ri={mpP)f+m—-1=>0m<0,y, 4, >0R; ={(mp)|f+m-1<0m<0,y,4, >0}R; =
{(m,p)lm > 0,y,4, > 0}
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Demostracion.
Ayn=ley=leof+m—1=Jl, = B+m-1)P =4, (f+m—-1)" -
(B+m+1)>—4f=—4F+m)>—4f=m=<0

Por lo tanto, f + m— 1= 0,m < 0,4, = 0, 0 sea que (m, ) € R,

bym<lewm<iefim-l<—fa,o@+m-1) =4, B+m-1)" -
B+m+1) >—4f = —4F+m)>—4f=m<0

Porlotanto, f +m— 1< 0,m < 0,y d, = 0,asi que (m, 5) € R,.

Q¥ > Ley < lef+m+ /4, =1Ly f+m—Jd,<1of+m—1>
—Jadyyf+m—1< A, o -Ja,<f+m—1< A, o (B+m—1) <4,

—4f+m)<—4f=Sm=0

Por lo tanto, (m, ) € Ry:

Figura 7.1. Regiones

R1

~ .

R2

Fuente: elaboracién propia.

Enlacarta U,
El sistema nos queda de la siguiente forma:

y=z2*B-»-y*+B+m+1)
7= -z23+z(1-y)



190 COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLD PARA TODOS

Proposicion.

a) (71.0) es un nodo atractor e (¥2:0) es un punto silla, en la
region R, .
) (71,0) es un punto silla e (¥'2: 0) es un nodo repulsor en la
region R,.

) (71, 0) es un nodo atractor e (2, 0) es un nodo repulsor, en
la region R;.

d) (¥3.0) es un silla nodo en el caso de que 4; = 0. Donde,

_ﬁ+m+1+Jm _p4+m+1 4, _p+m+1
Y = 2 2 Va2 = 2 2 V3 = 2
Demostracion.

Para z=10 se tiene que v —(B+m+1)y—F=0, luego

_ B+m+1 A, B+m+1 A P
v _|_~f , = —7- ¥ 2% deaqui, (vy,0) e (v,.0) son los
MM ..-. 7 2 =

2 r

tnicos puntos criticos en el caso de que 4, = 0.

Sean:

Df(y1,0) = [-\/4; 001y, |y, Df (52,0) = [-{/2; 001 -y, |

luego, en la region R, se tiene que (¥4, 0) es un nodo atractor, ya que los
valores propios son negativos y (. 0) es un punto silla, ya que sus va-
lores propios tienen signos opuestos. En R, se tiene que (4, @) es punto
sillay (¥, 0) es un nodo repulsor, ya que sus valores propios son negati-

vos. En Rj se tiene que (¥4, 0) es nodo atractor y (¥5, 0) es nodo repulsor.

En el caso de que 4; = 0, el sistema queda de la siguiente forma:

) f+m+1 )
y = Zz(ﬁ—;\/)—('y—ﬁ)2 z=-z"+z(1-y)

y la matriz jacobiana del sistema es:
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1-f-—-m
Df(y,0)=[00 0 —E—=
Seau =7y — 'E+T+1, entonces it = ¥; asi, el sistema nos queda de la si-
guiente forma:
+m+1 1-f—m
u = ZZ(,G—u—ﬁf)—u2 7 = —ZS+Z(%—U)

. g F+m-1 .
dividiendo entre — ———, se tiene que:

_ 2 , B-m-1, 2 . 2 2 s
1= u? - z¢ + uztz = z+ uz + z
B+m-1 B+m-—1 B+m-—1 B+m-—1 B+m-1

Asi, del Teorema 1.3 de [15] se tiene que z = f(u) =0 entonces

5) = g

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 7.3. p+m-1<0

7 z

L

Fuente: elaboracién propia.

Si d,; << 0, no hay solucion.

En la carta U,

X =z*A-px)+px*—(B+ x> —mx*+x
z = —z(Bz? — Bx% + Bx + mx)

Proposicion. El punto (0,0) es un nodo repulsor si m = 0y un punto
silla en el caso de que m < 0.
Demostracion.

La matriz jacobiana:

oran - [0

Aplicando el Teorema 1.3 de [15], se tiene que x(z) = f(z) = —z% + -,
De aqui, g(z) = mz® + z° + -, asi que para m = 0 es un nodo repul-

sor y para m < 0 es un punto silla.
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Figura 7.4. Estabilidad

N
R

Proposicion. La recta que conecta los dos puntos sillas nodos o los pun-
tos sillas en el infinito del sistema es una recta sin contactos.

Fuente: elaboracién propia.

Demostracion.

Como:

¥ =1—-x24xyy = (1 —x%+xy) + mxy

F+m+1 44

- -
& &

Seal = yv—ax=0,dondea =

yd=(f+m+1)* —4p,

entonces:
% = y—ax:(,rf—a)+x2(—a2+(ﬁ+m+1)a—ﬁ):(,8—a):¥+ ?>0

yaquef+m—1>=0ym= 0.

Entonces, ¥ — @x = 0, es una recta sin contacto; ademas, :FJI;D.JD} =1=0

193
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Figura 7.5. Retratos de fase global

Fuente: elaboracion propia.

Bifurcaciones

1. Conexion silla

De la proposicion, en m = 0 se tiene que (1,0) y (—1,0) son sillas. Aho-
ra, en la Familia III, sea # = x — 1, entonces el sistema nos queda de la
siguiente forma:

U= -2u+y—-ut+uyy = —-2fu+ (f +m)y—pu*+ (f + m)uy

Del sistema anterior y la Nota 1.8 de [8], las direcciones & de sus trayec-
torias satisfacen la siguiente ecuacion:

sin?0 + (=2 — B — m)sinfcos + 2fcos?6 = 0
que es equivalente a:

tan’6 + (2 + B + m)tand + 23 =0

luego:
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2+ﬁ+m+\/(2+[5’+m)2—8ﬁ
g 2

tanf =

Asi que para:
B >0 tand; > 0 y tan8, > 0
=0 tand; > 0 y tan8, = 0
p <0 tan6; >0 y tanf, <0

Por lo tanto, en f = 0 existe una conexién de sillas.

Figura 7.5. Diagrama de bifurcacién

Y

=0 B=0 B<0

Fuente: elaboracién propia.

e

2. Bifurcacién de Hopf

De la proposicion, se tiene que param < 0, f +m — 2 = 0 es una bifur-

cacion de Hopf.

195
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Figura 7.6. Diagrama de bifurcacion y una familia

biparamétrica I, de ciclos limites

B+m-2<0 B+m-2>0

Fuente: elaboracion propia.

3. Bifurcacion homoclinica

De la proposicién anterior, en m << 0y f+m— 2 =0 se tiene que
(1,0) es un foco débil estable y que en (B+m—2)*+8m <0y
f +m — 2 = 0 el punto (1,0) es un foco repulsor, luego en esta regién
existen ciclos limites, asi que por la teorfa de los campos rotatorios en la
region

(B+m—-2)¥+8m<0 B+m—2=0 (B+m+1)*—4F=0

existe una curva ff = H(m) donde los ciclos limites son destruidos, asi
que en f = H(m) hay una bifurcacion homoclinica.

Flgura 7.7. Diagrama de blfurcqaon homoclinica

p<0 B=0

Fuente: elaboracion propia.
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4. Bifurcacion silla-nodo

De la  proposicion, se tiene que para m=0 y
(B+m+1) -4 =0 hay una bifurcacion silla-no-
do, donde Ri={mpB)If+m—-1=>0 m=0y4,=0} vy
Ry ={(mp)If+m—-1<0, m<0yd,>0}; R, ={(m,f)(f+m—1)"—4f =0}

y Ry ={(m,B)|(B+m—1)>— 48 < 0}.

)I \ /' | / /
N i/

e N \
|

(m,3) e By {(m,3) € Ry (m,8) e R
/_
\ |' /

(m,B) € Ro (m,3) € Ry (m,B) € R

A

Fuente: elaboracién propia.

Retratos de fase

El retrato de fase global del sistema es:
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Figura 7.9. Retrato de la fase global del sistema

m

Los retratos de fase global de cada posicién son:

Figura 7.10. Retratos de fase global en cada posicién

WD G




1 = _ T
.m.vm _ 3\@ / \@ \@ /
: wff/fi ) ;V e B T

N\ A
556
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Fuente: elaboracion propia.
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Capitulo 8

Ciclos limites en un sistema
multiparamétrico de la forma
x=I1-x*+xy y=p(1-x’+xy)+mxy+sy’

Jorge Rodriguez Contreras'?
Alberto Reyes Linero®
Fiama Jiménez Ochoa*

Resumen

En este trabajo de investigacion usaremos el hecho de que un sistema
diferencial polinomial cuadratico perturbado:

{x = a+ a20x2 + anxy + aozyz
5/ = b + bzoxz + bllxy + bozyz
es equivalentemente afin a cuatro familias (véanse [9], [10]).

En la Familia III dividimos el plano en tres regiones R4, K, R para saber
el comportamiento de las singularidades en el infinito.
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Ademas, realizamos el estudio de las diferentes bifurcaciones (véanse [1],
[2], [7], [5], [6]) que aparecen en cada una de las familias I, IT y III. Con
base en los resultados del estudio del comportamiento de las singularida-
des y la primera parte de este, obtenemos el retrato de fase de cada una
de estas familias.

Ciclos limites

Dado el sistema
(x=1-—x%+xy

8.1
y = B(1 —x%+ xy) + mxy + sy? &

Lema 8.1. El sistema (8.1) tiene a 1o mas dos ciclos limites.

Prueba.

Probaremos que para x = 0 estos sistemas tienen a lo mas un ciclo

limite.Seann = 1— x> +xy, x = x y dt = xdfr, asi que:

dx dxdt  dy dydt N Lot
dt _dtdr_xn dr _dtdr_x(ﬁ( x* +xy) + mxy + sy°)

luego,

dn—zdx+ dx+ dy—22+ + (Bl —x*+xy) + + sy?
ar xd’[ ydr xd‘( = x°n+xyn + x7(5( x xy) + mxy + sy°)
=2x 4 —14+x)+ R —Bxt+ (B+mx*(n—14+x) +s(n—1+x)*

=(n+@E+mn—m+2sn—2)x+ (m+s)x* + (L +s)n? — (2s+ Ln+s?)

Seau = x° y 11 = 17, asi que:

d d
d—? =2urd—j =((-1+B+m+2m—m—25)u+ (m+s)u?+ (1 +s)n* - (2s + )y + 5?)

Como en este dltimo sistema © = 0 es un recta invariante, se tiene que
este sistema tiene a lo mas un ciclo limite. Asi, el sistema (8.1) en el plano
x = 0 tiene a lo méas un ciclo limite. Por lo tanto, usando el Lema 8.1, te-
nemos que a lo més se tienen dos ciclos limites.

Véanse antecedentes en [3], [4], [9], [10].
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Singularidades en el plano finito
Lema 8.2.
a) Sil+ ? = 0, los tinicos puntos criticos del sistema son (€, )
y (—&0).

b) Si1+ = = 0, entonces el sistema tiene cuatro puntos singu-
lares (*€,0) y:

€ _m €
(i l+_
5

[ m m
1+ 1+
Estudio del punto singular (€, 0).

En la siguiente proposiciéon solo probaremos todo acerca de los puntos
singulares (&, 0) y (—¢,0), ya que ellos son singulares en cualquier re-
gion del plano 1 + ? = 0,01 +? = 0.

Proposicion 8.1.

1) Si(B+m—2)"+8m= 0

1.1) Sim > 0, el punto (&, 0) es un punto silla.

1.2) Sim < O
1.2.1)Si f +m— 2 = 0, el punto (&, 0) es un nodo
repulsor.
1.2.2)Si f +m— 2 < 0, el punto (&, 0) es un nodo
atractor.

1.23)Sim=0ys=# 0y f # 2, el punto (&,0) es un
silla-nodo.
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2) Si(f+m—2)*+8m=0:
21)Sif +m — 2 = 0, el punto (&, 0) es un nodo repulsor.
22)Siff +m— 2 < 0, el punto (&, 0) es un nodo atractor.

23)Sif +m — 2 =0, el punto (&, 0) tiene dos sectores hiper-
bolicos.

3) Si(f+m—2)"+8m =< 0:
3.1)Sif +m—2 = 0, el punto (& @) es un foco repulsor.
3.2)Siff +m — 2 < 0, el punto (€, Q) es un foco atractor.
33)Sif+m—2=0:
3.3.1)Sis € (%, ﬁj, entonces el punto (&, Q) es un foco
débil estable.

”lﬂ], entonces el punto (&, 0) es un foco

33.2)Sis &[>
débil inestable.

¥
™

, 1
3.3.3)Sis € {—:,%}, entonces el punto (€, 0) es un
centro.

Demostracion.

La matriz asociada al sistema en el punto (&, 0) es:

Df(e,0) =€[-21 =28 +m]

Sus valores propios son:

[A+2e —€2efA—(B+m)e|=0= 12+ (2—-f—-—m)el—2me’ =0

(x=1-—x%+xy
y = (1 —x?+ xy) + mxy + sy?
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1) Si(f+m—2)*+8m=0(f+m—2)"+8m=0.
En el caso de que m = 0 se tienen dos raices de signos opuestos; por lo

tanto, es (&, 0) un punto silla.

1.1)  Si, por el contrario, m < 0, tenemos dos raices positivas
en el caso de que f§ +m — 2 == 0, asi que (&, 0) es un
nodo repulsor. En caso contrario se tienen dos raices

negativas; de aqui, (€, 0) es un nodo atractor.

2) Si(f+m—2)"+8m=0.

En el caso de que £ +m — 2 = 0, tenemos dos valores propios posi-
tivos, asi que (€, @) es un nodo repulsor. En el otro caso, se tienen dos

valores propios negativos, entonces (€, 0) es un nodo atractor.

21) Sif+m—2=0=f =2,y,m =0, lamatriz asociada
al sistema es:

Df(e,0) =¢| 7}

42

Asi que sus valores propios son A=A, =0.Seau=x—¢€,¢e ¥y =1
luego:

U =cev—2eu—u’+uvv = 2ev — 4eu — 2u® + 2uv + sv?
Seaw =v —2u = w = v — 21, asi que:

il il
W = sviv = 26w+(3+z)v2—§w2
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Aplicando el  Teorema 14  de [1], tenemos  que
_ 5 2 — % gt 2 1 2 P
W(w,v) = LA V(w,v) [:E + 4E]v W asi que

= 1 2 Z < — — .
w=—(;+;]1:' +"'yf[v]=;—Ev . De aqui, a—;—E¢ 0,v,a= 2

a8 8 = =
ademaés, #(v) :a_z—i_a_: = [;-I—i]v,b = (;-i-i] #0,v,8 =1.Porlo

tanto, tenemos que @ es par y & < 2 B + 1, entonces el punto tiene dos

sectores hiperbélicos.

Figura 8.1. Dos sectores hiperbélicos

/

/
\

Fuente: elaboracién propia.

\

3) Si(f+m—2)"+8m < 0, tenemos

_A B +m—T—Bm
que A, = E(E+;n — 4 ‘E+m‘ ) Bm] y
F+m-2 ,,,-'—(,E+m—2}5—s

Ay =e(———1i ™). Luego,siff +m—2 =0,

se tiene que (&, 0 es un foco inestable y en caso de que

£ +m— 2 < 0, tenemos que (&, 0) es un foco atractor.

3.1) Ahora probaremos que en el caso § +m — 2 = 0, el punto

(£,0) es un foco débil si 5 —%,}’;S S

-

M — &
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Seau = x — €y v =¥y, entonces tenemos que:
U= —2eutev+uv—ulv = —2efu+ 2ev + 2uv — fu? + sv?
Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz jacobiana:
|—2e€e —2eB 2e|[lviva | =Alviva ]l @ v = (A +2)1y
Como 4 = Ziey/—2m, tenemos que:

P
P=[102v=am)y, P = [10 - o |

Sea:

[uv]=Plw,wy] = [wyw, | =P 'uv]

asi que,
2 1
u:wlv:2w1+\f—2mw2,y,w1:uw2:—\/ = u+\/ 5 v
—2m —2m
entonces,

Wy Wy | =P v ] =[0ev—2m —evV—2mO0 |[wywy | +

45 +m
w +vV=-2mw,w, ——w?2 + 4swyw +S\/—ZTHW2]
[ 1 12 m 1 1vv2 2

de aqui tenemos que:

; ds+m ’
Wy = ev—2mw, + w? + V_2mw,w; v, = —evV—2mw; — W 7 w? + dswyw, + svV—2mw?
—2m

dividiendo entre —ev —2mmu:

211



212 COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLD PARA TODOS

) 1 g & ) 4s+m 4s 2
W, = —w, — Wi ——wywy W = wy + wi — WyWy — — W
1 2T T T i W2 T Wy Wy

La divergencia de este sistema en (0,0) es:

2w, 1 4s

W Qoo =" m " m

wyw —Ew2| =0
W2 — - Wiloo) =

. _ 1 1 _ dz+m
Ademas, sabemos que @y = =t 0, by, = py—
4= = 1 dz+m = 1 2z
= — = —— = B:——_az____
bll eV —2Zm y b'}‘- e luegOA e—Zm’ Zem 4 £ £
g=— 4542 ¢ )
y = asique:
2(2s+1)((m - 2)s —m)
W, =Aa —-Bp = —

e2my—2m

por lo tanto, (0,0} es un foco débil; luego, (&, 0) es un foco débil en el

1
casodeque s # — -, ¥, 5 F —.
s M—=

ni,‘:], se tiene que (&, 0) es un foco débil estable; en el caso

SiseE [—3,

2" m

que 5 & [—i,%], se tiene que (€, 0) es un foco débil inestable.

-
s

Singularidades en el caso 1 + ? = 0.

Proposicion 8.2. Si m = 0, el retrato de fase del punto P4 es equi-
valente al retrato de fase del punto (€, 0) enm < 0.

Demostracion.

Sea ¥ = mx + 5y, reemplazando en el sistema:

{(x =€?2—x2+xyy=P(€® —x? +xy) + mxy + sy?



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 213
diferenciales multiparamétricos

se tiene que:
. m ., 1 . m ., 1 .
x=€*-(1 +?)x‘ toxw U= (m+sp)(e* - (1 +?)x2 +;xv) - mxv + v?

— — _1 1 = | m .
Seaz = cxx,w—}*vyt—;tldonde}’—;ycx —ﬁq|1+?,entonces.

m
1+ 1 m+ sp m
= -—>2+—zw W = (e2—z%+z2w) — FDZIW + sw?
a say m+s m
s
+ .
Seadl = n;_:f yu= —ﬁma, asique it = 0 = m = 0; de aqui, el sistema
N &

nos queda de la siguiente forma:

m
1+?

2 = e ——
24

2 1 ' > a2 2 2
Z°+—zw W = 8(e” —z° + zw) + puzw + sw
say
Por lo tanto, el sistema nos queda de la siguiente forma:
2= €e2—z224+zww = §(€? — 22 + zw) + uzw + sw?

El punto critico (& 0) en este sistema es el punto P; en el sistema

i=e>—x*+xyy=pf(e" —x*+ xy) + mxy + sy

Mostraremos las propiedades del punto P; = (e, —? a), donde

E

fx:

.'.1+§' ya que para el punto (€, @) se probaron en la Propo-
N

sicion 8.1.
Sea by = cx(Z—I—?—ﬁ + m):
Proposicion 8.3.
1) Sib,° —8m =0,y

1.1)Si by = 0y m = 0, entonces P; es un nodo atractor.

1.2) Si by < 0y m == 0, se tiene que P, es un nodo repulsor.
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1.3) Sim < 0, tenemos que P, es un punto silla.
2) Sib,® —8Bm =0,y

2.1) Si by = 0, entonces P, es un nodo atractor.

2.2) Si by < 0, se tiene que P, es un nodo repulsor.
3) Sib,"—8m <0,y

3.1) Si by = 0, entonces P, es un foco atractor.

3.2) Si by < 0, se tiene P, es un foco repulsor.

3.3)Si by = 0y m > 0, entonces P, es un foco débil.

Demostracion.

Por la Proposicion 8.2, todos los incisos en los que m = 0 son ciertos, asi
que solo nos falta demostrar los incisos en los que m < 0.

La matriz asociada al sistema en el punto P, es:

a(2+?) —a

m
D f (a,—a) =
s b —a(p —m)
Su ecuacién caracteristica es A* + by A + 2m = 0. Luego,sib;” —8m = 0
y m < 0, sus valores propios tienen signos opuestos, asi que P; es un
punto silla.

Si b,® —8m = 0, sus valores propios seran ambos negativos (o positi-
vos) en el caso de que by = 0 (0 by < 0), asi que P; es un nodo atractor
(repulsor).

Si by* —8m < 0, la ecuacion caracteristica tiene rafces imaginarias, lue-
go P es un foco atractor (repulsor) si by = 0 (by < 0).

En particular para € = 1, se cumplen todas las proposiciones.
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Centros del sistema.

Usando el Teorema 1.5 de [12], es facil ver que los tnicos centros para

. 1 m
€ = 1lvienendados pors = ——-ys=—conm < 0.
rs ™m— &

1
Centroenel caso s = — =

&

Ahora probaremos que en el siguiente sistema los puntos criticos (1,0) y
(—1,0) son centros.

i=1—x%+xy

1
3'/2(2—m)(1—x2+xy)+mxy—§y2

Proposicion 8.4. Los puntos (1,0) y (—1,0) son centros del sistema an-
terior.

Demostracion.
-2 1
Df(lro) = [—2(2—?’.‘1) 2]

Los valores propios son iy —2m. Por el teorema de Dulac, el punto
(1,0) es un centro, centro-foco o un foco.

Seau=x—1 y ¥ = ¥, entonces:

1
11=—2u+v—u2+uv1‘:=—2(2—m)u+(2—m)v—(2—m)u2+(2—m)uv—5v2

[uv]z[lDZ\f—Zm][wlwz]

de aqui se tiene:

-2+m

[y v, 1 = [0V=2m = V=2m 0 |[w, w; ] + |w? + V=2mw,w, . 7 -
V=2mwf — 2w, w; — iv‘—mez“

por lo tanto,

215
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: —2+m . s P
Wy =V -2mw, + w2 + V=2mw,w, VW, = —V—2mw, + wi — 2wyw, — —wi
V=2m 2
luego,
—24+m 2 L
+ wi + wyw; + 5 w3
dw, ™ 7m LT Wiy g Wy
dw,

1
——wi + wyw,
Vv—2m
asi, tenemos que:

1

—2+m 2 1
a = p— ,2b+a—@,c—5,b—ﬁ,26+ﬁ—1,yd—O,

de aqui se tiene que @ = § =0, y asi podemos concluir que el punto
(1,0) es un centro.

Centroen el caso 5 =

=

Ahora para el siguiente sistema probaremos lo mismo.

x = 1—x%+xy
2

y = 2-m)(1—x%+xy)+mxy+ y

m—2

Proposicion 8.5. Los puntos singulares (1,0} y (—1,0) son centros
del sistema anterior.

Demostracion.
-2 1
DF(LE) = [—2(2 —m) 2 ]

Los valores propios son tiv—2m. Por el teorema de Dulac, el punto

(1,0) es un centro, centro-foco.

Seau = x — 1y v =y, entonces:
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U =—-2u+v—u+uv
v =-2Q2-mu+@2-mv—2-mu*+2-muv+ 21?2
m —
[uv]‘[l 0]|W1|
12 v=2mllW2
de aqui se tiene:
m2 +2m
- w2 +vV-2mw,w, ——m8M———
R e B
W, —/=2m 01w 4m m
wi + Wy W, + V—2mw3
m-—2 -2
por lo tanto,
m? + 2m
" - wi+vV-2mww, ——
[ ] =v=2m |2 |+ m — 2)/—2m
W, 1 5 4 m .
Wi + —— 2w1w2 +— ZV—ZmWZ
luego,
wy b2 2 i Wiw, — — 2 w2
dw, "I " —p)y—om "M " m 2"
dw; 1
Wy + ——w, +wyw
2 m 1 12
Asi, tenemos que a = Tnﬂ , b= _lT, c=——""— a= —M,
2{m—2) Vv—Zm m—2 {m—23—-2Zm
ﬁ =E:L__;yd= 0.
o 2 ., bid 2
Sea k = — = ———, y también tenemos que — = k; ademas:
B ~—2m atc

2m+ 4 3m—6—6m+4 4

il 3_ (s E [ - ==
k BhLa)k"+ Bot:p)k—d m(m—z)v—2m+2 m(m — 2)v-2m ¥ (m—2)v-2m
4

_8m+4—12m—4+ =i
m(m—2)v-2m  (m—2)V-2m




218

COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLD PARA TODOS

Asi, el punto (1,0) es un centro.

Rectas invariantes en m < 0

Proposicion  8.6. Las  rectas  invariantes del  sistema
fx = —x*+xyy = f(—x"+xy)+mxy+syv-son de la forma

y=Axyx=0.

Demostracion.

Sea ¥ = Ax + F recta invariante del sistema

¥ = —xg —|—x}:r_'!::r = ﬁ(—xg + x}:r] —|—mx}:r + __5'_'!’:!'2 ,

entonces v — Ax = 0; ademas,

y—Ax=[-f+(B+m+ 1A+ (s —1)A%]x* + B[(f+ m— A) + 2s4]x + sB*

Por lo tanto:

1)(1—-s)A*=(f++m+1)A+5 =0
2)B[(B+m—A)+2s4] = 0 3)sB? =0

Ahora, si 5 # 0, de la ecuacion 3) del sistema anterior, se tiene que & = 0.
Sis = 0, se tiene el siguiente sistema:
1)A*— (f+m+1)A+B5 =0 2)B(f+m—A) =0

De la ecuaciéon 2) del sistema anterior se tiene que, o 5 =10, o
A=fF+m,

Si A = § +m, reemplazando en la ecuacion 1) del sistema ante-
rior, se tiene que m = Oy m < 0 (absurdo), entonces & = 0.

Por lo tanto, las rectas invariantes del sistema

x = —x?+xy
y = B(—x2%+ xy) + mxy + sy?

son de la forma ¥ = Ax.
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Nota 8.1. .'i'|y=(} = —I.I'Q <0 Y ;{}ly=n = —;"3.'1'2 <0

Lema 8.3. Sean

_ 2 _ Btmt1 | Jals) Bim+i
ﬂ(S) = (E+m+1) —413(1—.'5) ;"—1.1(.5') —m 2(1-2) t’-ln{j = 21-2)
.ﬂls} B+m+1l
2{1-s) A ( j 2(1-s)"
entonces:

a) Sid(s) = 0, entonces v = Az(5)x es la tnica recta invarian-

te.

b) Sid(s) = 0, entonces ¥ = A;(s)xyy = A,(5)x son las uni-

cas rectas invariantes.

c) SiA(s) < 0, entonces el sistema no tiene rectas invariantes.

Es inmediato de la Nota 8.1 y la Proposicion 8.6.

Retrato de fase en la region R

m

[(ﬁms)|ﬁ+m—2>0[i H(m)<0—1<s< —5

m<0}

Proposicion 8.7. Sea L la recta ¥ = Cx, luego:

a) Sid(s) <0, entonces% < 0.

b) Sid(s) =0y C + As(s) entonces% =< 0.

Q) SiA(s) = 0y C € [4,(5),4,(5)], entonces% =< 0.
d) Sid(s) > 0y C € (4, (sj,ﬂl(s]],entoncesi =0

Demostracién.
a) Ezg_ﬂgz_[(1_5)ﬂ2+(ﬁ+m+ 1)A+ Blx2< 0
b) 5= —(1-5)[C— 45 ()% <0
Q) = —(1-5)[C—A,()][C— Ay (s)]x* <0

dt

219



220 COLECCION INVESTIGACION Y DESARROLLO PARA TODOS

d) == —(1—9)[C-A,()][C— A ()]x* = 0

Lema 8.4. Si A(s) = 0, y supongamos que (5, m,5) € R, entonces

a) —1+ A,(s) = 0.
Prueba.

a)Comoff+m=2=F+m—1+25s>1+ 25 =0, luego

F+m+1l _ B+m-—1+2=

-1+ 2(1-3) 21—5) =0 asi que —1+ A,(s) = 0.
m m(m—1)
b)Como® <3 TMT s <= =<0

asi que —4(1 —s)(m +5) = 0, luego

(B+m—1+25)=(f+m+1)*—4p(1—5)

Fem+l
2i1—=)

B+m+1-2(1-5)=> /(B+m+1)?2-4B(1—-5s)=> -1

JiB+m+1)T-48(1-3)
2{1-=)

por lo tanto, =1 + A,(s) = 0.

Lema 8.5. il}-:Ak{S}I = Dy_-f:rl}-:_qk.:gj = D/ k = 11213.

Como x| = x*(—1+ A,(s)) = 0 por el lema anterior.

y=Ayis)x

Retrato de faseenelcasos = 0
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Figura 8.2. Retrato de fase A(0)<0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.3. Retrato de fuse A(0)>0

y = A:(0)x

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 8.4. Retrato de fase A(0)=0

¥ = As(0)x

Fuente: elaboracién propia.

Retrato de faseen el caso s = 0

Figura 8.5. Retrato de fase A(s)<0

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 8.6. Retrato de fuse A(s)=0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.7. Retrato de fase A(s)>0

—
—

Fuente: elaboracién propia.
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Retratos de fase en la esfera de Poincaré.

Figura 8.8. Cuso en donde A(0)<0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.9. Caso en donde A(0)=0

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 8.10. Cuaso en donde A(0)>0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.11. Cuaso en donde A(s)<0

|
|

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 8.12. Cuaso en donde A(s)=0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.13. Cuso en donde A(s)>0

Fuente: elaboracién propia.

Singularidades en el infinito del sistema
k=€ —x+xyy = B(e* — x* +xy) + mxy + 5y°

En la carta U; se tiene el sistema siguiente:

y= -y’ —(1-s)y’+(B+m+Dy—-fz =

—z(e?z* +y—1)
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Proposicion 8.8.
a) Sid(s) = 0, entonces:

b) (A;(5).0) es un nodo atractor.

c) (A,(s).0) es un punto silla.

d) SiA(s) = 0, entonces (A43(5),2) es un silla nodo.
e) Sid(s) < 0 no existen puntos criticos.

Demostracion.

Para z = 0, se tiene que ¥y = A;5),€,¥; = A,(5) y las matrices jacobia-
nas de (4,(5),0) y (45(5).0) son:

Df(A,(s),0) = [— A(s)001 — Al(s)J Df(A,(s),0) = [ A(s) 001 — A,(s)

Por lo tanto, (44(5),0) es nodo atractor y (4,(5),0) es unsilla.

En el caso 4(s) = 0A(s) = 0, se tiene que (A3(5),0) es punto critico. Sea
u = y — A;(5), entonces:

y +m+1 , . , - +m+1 L
= —(1 —S)uz —’92(1—_5)522-‘-‘ —elyz? 7 = z(1- '62(1—_9)) — €273 —yz
Dividiendo entre 1 — m = 1 — A4(s) < 0, se tiene:
2{1-=)

= - a-s u’ — A5(5) €2z2 - ! ctuz? 7z =z- ! €2z3 - ! uz
1= As(s) 1 - A45(s)) 1= 45(8) 1-A4;(s) 1= As(s)

Luego, para z = 0, se tiene g(u) = —1':%5?} u?. De aqui podemos afir-
—4 (s
mar que (A3(5),0) es un silla nodo.
En la carta U, se tiene el sistema:
=222+ (1-s)x—x2(B+m+ 1)+ px% — pe?xz? 2 = —z[Be?z? + (B + m)x — fx? + 5]

La matriz jacobiana asociada al sistema es :
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[1—500 — 5]

Lema 8.6. En la carta U, se tiene:

a) Sis > 0, entonces (0,0) es un punto silla.
b) Sis < 0, entonces (0,0) es un nodo repulsor.
c) Esinmediato de la matriz jacobiana.

Retrato de fase del sistema
=€ —x"+xyy=p(e —x*+ xy) + mxy +sy* enR,

Rlz{(ﬁ,m,s)|1+§<o,ﬁ+m—2 > 0,ﬁ—H(m)<0}

Figura 8.14. Caso A(s)<0

"_f__hm__h

\

T
T

/<

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 8.15. Caso A(s)=0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.16. Caso A(s)>0

Fuente: elaboracién propia.

Bifurcaciones en R[R,

Estas bifurcaciones las encontramos en la region R[R; con la condicion
que se le impone a 4 en cada caso.

1. s=0
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Figura 8.17. A(0)<0

e=0D

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.18. A(0)=0

Fuente: elaboracién propia.
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Figura 8.19. A(0)>0

e=10

Fuente: elaboracién propia.

2. 50

Figura 8.20. A(s)<0

e>10

uente: elaboracién propia.
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Figura 8.20. A(s)=0

e>0

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8.21. A(s)>0

Fuente: elaboracién propia.
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