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En la actualidad, la ciencia y la 
tecnología se han convertido en una 

herramienta fundamental para explicar 
los diferentes hechos que ocurren en la 

naturaleza y sus posibles causas. Hoy en 
día el hombre la utiliza con el objeto de 

predecir el futuro y controlarlo activamente. 
Desde que I. Newton y G. Leibniz 

introdujeron el cálculo diferencial en 1682, 
las ecuaciones diferenciales se han 

constituido en una herramienta fundamental 
para matemáticos, físicos, ingenieros y demás 
técnicos y científicos, dado que las leyes físicas 
que gobiernan los fenómenos de la naturaleza 

se reflejan habitualmente en ellas. Así, 
constituyen una expresión cuantitativa de dichas 

leyes: un ejemplo claro son las leyes de 
conservación de la masa y de la energía 

térmica, que se expresan en forma de 
ecuaciones diferenciales.

En este trabajo de investigación presentamos 
una contribución al estudio cualitativo y 

algebraico de las ecuaciones diferenciales.
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Introducción

En la actualidad, la ciencia y la tecnología se han convertido en herra-
mientas fundamentales para explicar los diferentes hechos que ocurren 
en la naturaleza y sus posibles causas. Hoy en día el hombre las utiliza 
con el objeto de predecir el futuro y controlarlo activamente. Desde que I. 
Newton y G. Leibniz introdujeron el cálculo diferencial en 1682, las ecua-
ciones diferenciales se han constituido en una herramienta fundamen-
tal para matemáticos, físicos, ingenieros y demás técnicos y científicos, 
dado que las leyes físicas que gobiernan los fenómenos de la naturaleza 
se reflejan habitualmente en ellas. Así, constituyen una expresión cuanti-
tativa de dichas leyes: un ejemplo claro son las leyes de conservación de 
la masa y de la energía térmica, que se expresan en forma de ecuaciones 
diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales han servido como modelo para realizar estu-
dios de problemas de diferentes disciplinas. En su historia se consideran 
cinco etapas, donde cada una marca un desarrollo fundamental. La pri-
mera etapa ocurre aproximadamente desde los inicios hasta el año 1820, 
cuando Cauchy hace la publicación de su teorema de existencia, lo cual 
da comienzo a la segunda etapa de rigor. La tercera etapa inicia en 1870 
con M.S. Lie (1842-1899), quien aplica la teoría de grupos continuos a las 
ecuaciones diferenciales. La cuarta etapa inicia en 1880 con el trabajo de 
E. Picard (1856-1941) y su teorema de existencia. La última etapa comien-
za en 1930, cuando se hace un análisis de forma más general. E. H. Moore 
estudia en 1908 ecuaciones con una cantidad infinitas de variables.

Poincaré se propuso como objetivo investigar el comportamiento de las 
soluciones de una ecuación diferencial o de un sistema de dos ecuaciones 
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en el plano sin integrarlas, haciendo uso solamente de sus propiedades. 
Clasificó las singularidades estudiando el comportamiento de las solu-
ciones alrededor de esos puntos. A él se debe la técnica del análisis de las 
soluciones en un espacio de fases, en el cual a través de un sistema autó-
nomo bidimensional se muestran las soluciones como curvas paramétri-
cas y al eliminar el parámetro se hace una representación de las trayecto-
rias. También se le atribuye el estudio local de los puntos críticos, puntos 
silla, centros, etc. Además, estudió las singularidades de ecuaciones en el 
campo complejo. Por otra parte, en su obra Les Méthodes Nouvelles De La 
Mécanique Céleste, introdujo la idea de expresar los Hamiltonianos en for-
mas canónicas y analizó la estructura compleja que pueden tener algunas 
variedades estables e inestables de iteraciones en diversos problemas de 
mecánica clásica.

Quizás los problemas más interesantes de la teoría cualitativa de ecuacio-
nes diferenciales han estado centrados en el estudio de la naturaleza de 
los puntos críticos, ciclos limites, comportamiento global y asintótico de 
las trayectorias alrededor de un punto crítico, en la teoría de las bifurca-
ciones y, en parte, en los conceptos de estabilidad estructural, la cual fue 
introducida por Andronov y Pontryagin en 1937.

Newton dijo hace tres siglos que es de gran utilidad resolver ecuaciones 
diferenciales; sin embargo, el auge del estudio de las ecuaciones dife-
renciales no llegó sino hasta hace cien años, aproximadamente, gracias 
al matemático francés H. Poincaré. El interés de este matemático estaba 
dirigido hacia la integración y cuadratura de las ecuaciones diferenciales. 
En su época, este enfoque parecía complicado de comprender.

Para Poincaré, las ecuaciones diferenciales no son solo objetos puramente 
formales sujetos a reglas de cálculo, sino que también constituyen objetos 
con significado geométrico. Esta idea postulada por Poincaré dio inicio al 
estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Además, propuso la 
descripción del retrato de fase de una ecuación diferencial con el objeto 
de conocer el comportamiento de las órbitas y determinar su estructura 
topológica. 

Con la contribución en 1902 del matemático sueco I. Bendixson acerca 
de este mismo estudio se constituye el Teorema de Poincaré-Bendixson, 
el cual consiste en una afirmación sobre el comportamiento que tienen 
a largo plazo las órbitas de un sistema dinámico en el plano, cilindro o 
2-esfera. Segun este teorema, los resultados en los cuales estamos inte-
resados son aquellos puntos llamados singularidades, puntos críticos u 
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órbitas periódicas, las cuales describen de forma más clara el comporta-
miento del retrato de fase de la ecuación diferencial. De esta manera, la 
teoría cualitativa basa su estudio fundamentalmente en las soluciones 
singulares del sistema.

Aunque hoy en día se aprecian de forma significativa los aportes de Poin-
caré, la introducción a la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales 
se desarrolla hacia la segunda mitad del siglo. Por ejemplo, en Rusia, A. 
Liapunov se ha interesado en el tema y Hilbert en el año 1900 planteó el 
siguiente problema que corresponde a la segunda parte del problema 16.

¿Cuál es el número máximo  de los ciclos límite de un campo vecto-
rial polinomial del grado n?

¿Cuál es su configuración?

Otras contribuciones importantes fueron:

En 1923, H. Dulac prueba (de forma errónea, como se descubrió después) 
que el número de ciclos límite de un campo vectorial polinomial concreto 
en el plano es finito. A pesar de lo errada de su demostración, las ideas 
que usa en el desarrollo de la prueba fueron beneficiosas para otros ma-
temáticos como Hilbert.

En los años treinta, A. Andronov y L. Pontryagin se ocupan del estudio 
de la estabilidad estructural, la cual consiste en saber cuál de los retratos 
fase mantiene su estructura topológica bajo variaciones pequeñas o cam-
bios de los parámetros que conforman la ecuación diferencial.

Por otro lado, en el año 1926, el físico neerlandés. B. van der Pol obtiene 
una ecuación diferencial para describir las oscilaciones de amplitud cons-
tante en un tríodo al vacío, y con la ayuda de los métodos gráficos prueba 
la existencia de una órbita periódica. Luego de esto, Andronov establece 
semejanzas entre el experimento de Van der Pol y la idea de ciclo límite 
planteada años atrás por Poincaré.

En 1928, el ingeniero francés A. Liénard realiza un estudio acerca del 
oscilador de Van der Pol y lo publica en una revista. Hasta 1981 se confió 
en la idea de que el problema de la finitud trabajado por Dulac entre los 
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años 1889 y 1923 era verdadero. Sin embargo, en 1985, Y. Ilyashenko y J. 
Ecalle solucionaron esta conjetura por caminos diferentes. Esto ha traído 
consigo que muchos matemáticos en la actualidad estén estudiando pro-
blemas referentes a finitud.

Estos primeros estudios fomentaron el estudio cualitativo de las ecua-
ciones diferenciales. Muchos trabajos en la tecnología electrónica, desa-
rrollados fundamentalmente en la antigua Unión Soviética, siguieron el 
camino planteado por la ecuación de Van der Pol.

Por otra parte, la teoría de modelos presa-depredador tomó un impulso 
fuerte gracias a los trabajos realizados por A. Kolmogorov (1934) y G. 
Gause (1936), los cuales buscaban generalizar y refinar la idea inicial de 
A. Lotka y V. Volterra. Gracias a todos estos estudios, los modelos con 
ecuaciones diferenciales han solucionado problemas de diversos cam-
pos, incluyendo la biología, la física y la química.

En este trabajo de investigación presentamos una contribución al estudio 
cualitativo y algebraico de las ecuaciones diferenciales.

En los capítulos 1 y 2 se presenta un estudio de los fenómenos críticos 
de un caso particular del circuito de Chua; se construye una función de 
Lyapunov para este sistema, con la que se demuestra que el único punto 
de equilibrio es asintóticamente estable; se construye un superficie esféri-
ca en  positivamente invariante que encierra al punto crítico y que tiene 
la propiedad de que cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a 
la superficie la interseca en uno y solo un punto y tal que toda trayectoria 
del sistema autónomo la cruza hacia el interior, para  suficientemente 
grande; y se estudia la integrabilidad del sistema, calculando la integral 
primera racional generalizada y demostrando que esta es única.

En el capítulo 3 estudiamos el comportamiento de las singularidades de 
algunas familias tipo Polyanin-Zaitsev desde un punto de vista algebrai-
co y cualitativo. Este estudio incluye la restricción del problema, la bús-
queda de puntos críticos, el análisis de su estabilidad, la construcción de 
los grupos de Galois diferencial asociados y algunas integrales de prime-
ras a partir del método de Darboux.

En el capítulo 4 se realiza un análisis algebraico y cualitativo de campos 
polinomiales cuadráticos asociados a los polinomios ortogonales clási-
cos. Es decir, se analizan las condiciones que deben cumplir el sistema 
diferencial  y  para que pueda asociarse a una 
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ecuación hipergeométrica, la cual es bien sabido que en algunos casos 
tiene como solución algún polinomio ortogonal clásico. Habiendo deter-
minado la estructura del sistema, se realiza el estudio algebraico para 
analizar sus curvas algebraicas invariantes, pues estas son también muy 
determinantes para hacer el análisis cualitativo, determinar dónde es-
tán los puntos críticos en el plano finito e infinito, la existencia de ciclos 
límites, y así poder construir los retratos de fase globales para algunos 
sistemas particulares.

En el capítulo 5 se presenta una investigación sobre las familias cuadrá-
ticas multiparamétricas asociadas a un sistema diferencial polinomial, 
considerando casos específicos para así obtener con facilidad las fami-
lias. Luego, se hace un estudio a cada familia en el plano finito, aplicando 
tópicos de la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales, para así hallar 
sus puntos críticos, analizar su estabilidad y observar las bifurcaciones 
presentes en una familia cuadrática multiparamétrica.



Capítulo 1
Función de Lyapunov en un sistema 
diferencial multiparamétrico
Jorge Rodríguez Contreras1,2

Angélica Arroyo Cabrera3

Osmín Ferrer Villar4

Resumen

En este capítulo se presenta un estudio de los fenómenos críticos en un 
caso particular del circuito de Chua. Se construye una función de Lyapu-
nov para este sistema, con la que se demuestra que el único punto de 
equilibrio es asintóticamente estable.

Introducción

La ciencia y la tecnología se desarrollan por la necesidad que tiene el 
hombre de dar explicación a los fenómenos naturales y, de esta mane-

1 Departamento de Matemática y Estadística, Universidad del Norte, Barranquilla, Co-
lombia. Correo electrónico: jrodri@uninorte.edu.co.
2 Programa de Matemáticas, Universidad del Atlántico, Barranquilla, Colombia.  
Correo electrónico: jorgelrodriguezc@mail.uniatlantico.edu.co.
3 Programa de Matemáticas, Universidad del Atlántico, Barranquilla, Colombia.  
Correo electrónico: angelicarroyo1020@gmail.com.
4 Departamento de Matemáticas, Universidad de Sucre. Correo Electrónico: osmin.fe-
rrer@unisucre.edu.co
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ra, predecir el futuro y lograr controlarlo activamente. Desde que Isaac 
Newton y Gottfried Leibnitz introdujeron el cálculo diferencial en 1682, 
las ecuaciones diferenciales han sido una de las herramientas más efec-
tivas y utilizadas para modelar la realidad en un lenguaje abstracto. A 
pesar de la importancia del estudio de las ecuaciones diferenciales, su 
auge no llegó sino hasta hace aproximadamente cien años, gracias a Hen-
ri Poincaré, quien centraba su interés en la integración y cuadratura de 
las ecuaciones diferenciales. En la época de Poincaré, este camino era bas-
tante difícil en comparación con los resultados que proporcionaba. En un 
trabajo que constaba de cuatro partes, realizado entre 1881 y1886, Poin-
caré demuestra la originalidad de su contribución al presentar una con-
cepción diferente de las ecuaciones diferenciales. Para él, estas no solo 
constituyen objetos puramente formales sujetos a algunas reglas de cál-
culo, sino que también tienen significado geométrico. Es aquí donde da 
inicio a la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales. Aunque Poincaré 
solo considera ecuaciones en dos variables, muchas de sus ideas se han 
aplicado a ecuaciones de tres o más variables (véanse [2], [3], [5], [6], [7]).

El circuito de Chua, introducido por Leon Ong Chua en 1983, es un cir-
cuito electrónico simple que exhibe el comportamiento caótico clásico. 
Gracias a que es un circuito muy fácil de construir, se ha convertido en 
un ejemplo común de un sistema caótico, y algunos lo han declarado un 
paradigma de caos. Podemos encontrar antecedentes del estudio de estos 
sistemas en ([4], [8], [9], [10]).

El circuito de Chua puede ser modelado a través de un sistema de tres 
ecuaciones lineales diferenciales con las variables , , :

Donde la función de transferencia  esta dada por:

									         (1.1)

donde la función  esta dada por:
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					     (1.2)

La gráfica de la función  está dada por la Figura 1.1:

Figura 1.1. Gráfica de h(x)

Fuente: elaboración propia.

Función de Lyapunov

Punto de equilibrio.

En esta sección caracterizamos el comportamiento cualitativo del si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (véase [1]):
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La función  es de Lipschitz,  existe y es continua en un entorno de  y 
,  si , , .

El sistema de ecuaciones diferenciales (1.1) y (1.2) presenta un único pun-
to de equilibrio en , esto es:

Se puede observar en (1.2) que  si , luego  es el 
único punto de equilibrio que presenta el sistema (1.1).

La parte lineal en el equilibrio.

Para el estudio del punto singular linealizamos el sistema y obtenemos:

					     (1.3)
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la matriz jacobiana evaluada en  es:

					     (1.4)

y el polinomio característico está dado por:

por lo tanto,

	 (1.5)

donde , ,  son las raíces del polinomio característico (1.5), las cua-
les satisfacen:

donde  representa la traza de la matriz jacobiana,  la suma de los 
menores diagonales de segundo orden y  el determinante de la matriz.

Averiguaremos ahora algunas de las propiedades que presentan los au-
tovalores de la matriz jacobiana, cuando variamos los parámetros ,  
y  positivos, y además estableciendo que el parámetro  cumpla la si-
guiente condición:
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						      (1.6)

Se puede ver que el término independiente de  no se anula, lo cual 
implica que no existen valores propios nulos.

Por otra parte, tenemos que la gráfica de función 
; , , 

 tiene un punto de inflexión en . Esto se pue-
de verificar con el criterio de la tercera derivada. Además, utilizando el 
criterio de la segunda derivada, si , se 
puede verificar que  tiene un máximo en:

y un mínimo en:

ambos valores negativos. Ahora bien, si  es tal que , en-
tonces tendremos tres raíces reales y negativas de , que corresponden a 
un nodo atractor del sistema, y si  es tal que , tendremos 
una raíz real y negativa  y dos raíces conjugadas complejas  y .

Cuando , entonces  es creciente. Y para 

 positiva, tenemos una raíz real negativa  y dos raíces conjuga-

das complejas  y . La parte real de las raíces  y , en función 

de una raíz real , viene dada por . Será negativa cuando 
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, con lo que el origen será foco-nodo, y positiva cuan-

do , con lo que el origen será una silla-nodo con una 

superficie asintóticamente inestable. Los valores de las raíces  y , en 

función de una raíz real , vienen dadas por la fórmula:

	 (1.7)

que permite obtener los diagramas de las raíces al variar .

En las figuras a continuación se ilustran las trayectorias de las raíces en el 
plano complejo cuando  crece.

Figura 1.2. Caso (bα+1)2-3(bα-α+β)<0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 1.3. Caso 4(bα-α+β)>(bα+1)^2>3(bα-α+β) 

Fuente: elaboración propia.

Figura 1.4. Caso (bα+1)^2>4(bα-α+β) 

Fuente: elaboración propia.
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Proposición 1.1

a) Sean , ,  raíces del polinomio caracte-
rístico, entonces:

b) Sean , ,  raíces reales, entonces  y  son negativas y 

Demostración

Primero hallemos  en términos de las 
raíces:

luego,

así que:

	 (1.8)

a) Como , y , se tiene de la ecuación (1.8) que: 

por lo tanto,
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b) Supongamos que ,  y  son reales. Dado que 
, se tiene que , entonces tenemos que 

  .

Porque si  y , y como , 
entonces  y . De esta manera, obtenemos que 

, contradicción con el hecho de 
que .

Por otro lado, de la ecuación (1.8):

luego,

Vectores propios y forma normal

Efectuemos un cambio lineal de coordenadas , que nos lleva la matriz:

				    (1.9)

a una forma normal.

Si , , , , se tiene que la forma nor-
mal puede ser de la siguiente manera:
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Se sabe que una matriz cuadrada  es diagonalizable si mediante un 
cambio de base se puede reducir a una forma diagonal. En este caso la 
matriz podrá descomponerse de la forma , en donde  es 
una matriz invertible cuyos vectores columna son vectores propios de  
y  es una matriz diagonal formada por los valores propios de .

Hallemos :

Como , , , para , tenemos:

entonces,

Al resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al igualar estos dos 
vectores columna, obtenemos que:

para , tenemos:
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entonces,

Al resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene al igualar estos dos 
vectores columna obtenemos que:

y entonces, estableciendo que:

obtenemos:

Esta transformación nos lleva a un sistema de coordenadas , 
cuyos ejes están a lo largo de los vectores columna de y en el cual la 
ecuación lineal queda:
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			   (1.10)

En el caso complejo, la matriz  viene dada por:

donde:
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La parte no lineal.

Aplicando la misma transformación al sistema no lineal, tenemos:

El sistema en la parte no lineal queda de la forma:

por lo tanto,
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El sistema nos queda de la siguiente forma:

	 (1.11)

Construcción de la función de Lyapunov.

La determinación de la estabilidad global asintótica en los puntos de 
equilibrio de un sistema diferencial ordinario no lineal tiene una impor-
tancia especial.

Un método útil para trabajar este problema de estabilidad es el método 
directo de Lyapunov (véanse [1],[5]), con el cual podemos determinar la 
estabilidad asintótica global de nuestro sistema de ecuaciones diferencia-
les de tres variables a través de la construcción y estudio de una función 
positiva, llamada función de Lyapunov, que es similar a la función de 
energía del sistema. Este es el objetivo principal en esta sección.

Por medio de analogías se obtiene la correspondiente función de Lyapu-
nov y se establecen algunas condiciones suficientes de estabilidad asintó-
tica global para este tipo de sistemas.
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Estudiaremos, entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1) y 
(1.2). Para ello, primero se construye una función de Lyapunov para el 
sistema lineal asociado, el sistema (1.10), y a partir de este resultado se 
obtiene una función de Lyapunov para el sistema no lineal, y así se prue-
ba que la solución del sistema es globalmente asintóticamente estable. La 
demostración se basa en Li Qing.

Se quiere construir una función de Lyapunov . El método de construc-
ción que se empleará es una adaptación de Cartwright y del teorema de 
Lyapunov, que establece la correspondencia entre cada forma cuadrática 
definida positiva  y una forma cuadrática positiva , 
tal que:

Empezamos con la parte lineal del sistema de ecuaciones (1.1), el sistema:

donde ,  y  son constantes que satisfacen las siguientes condiciones:

		  (1.12)

De la ecuación (1.12), existe una constante  tal que:

				    (1.13)

Esto es, de (1.12) se obtiene:
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Y luego, por densidad de racionales se puede garantizar que existe una 
constante , como se ve en (1.13).

Ahora, sea  una función definida positiva, dada por:

			   (1.14)

donde , , , , , ,  son constantes positivas, busquemos las 
constantes de manera que:

	 (1.15)

Se puede verificar que  es negativa, ya que por (1.13) se tiene:

Y, por otro lado:

	 (1.16)

Entonces, de las ecuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos el siguiente sistema:
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Resolviendo este sistema de ecuaciones, tenemos que:

Por lo tanto, V para el sistema lineal asociado al sistema (1.1) es:

donde:
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Desarrollando las expresiones de V, tenemos:

donde:

Por analogía, y tomando , obtenemos la función de Lyapu-
nov para la parte no lineal del sistema:

	 (1.17)

donde:

luego, para  y 
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Nota:

 cuando  y  cuando 

Entonces,  para  es igual a  para , es decir, debe-
mos analizar si  para  en:

}}  o 

}} , cuando 

}} , cuando 

 para  de 1, y 2 y 3 son análogas porque cuando , 
, así que basta con probar para una de las dos que .

Luego, si , :

Así,  bajo las condiciones:
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Capítulo 2
Sólido invariante e integrales 
de Darboux en un sistema 
diferencial multiparamétrico
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Resumen

En este capítulo se construye una superficie esférica en  positivamen-
te invariante, que encierra al punto crítico y que tiene la propiedad de 
que cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a la superficie la 
interseca en uno y solo un punto, tal que toda trayectoria del sistema au-
tónomo la cruza hacia el interior, para  suficientemente grande. Se estu-
dia la integrabilidad del sistema, calculando la integral primera racional 
generalizada y demostrando que esta es única.
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Introducción

Varios autores, incluyendo a Ezeilo, Pliss, McCarthy, Violet Haas y Rolf 
Reissig, han examinado la estabilidad de la solución nula y la existencia 
de soluciones periódicas en una ecuación diferencial de orden superior, 
tal como la escrita abajo:

donde ,  son constantes positivas,  es la función continua de nuestro 
sistema de ecuaciones objeto de estudio y .

En [3], J. Rodríguez construye una superficie esférica en  que encierra 
al origen y que es atravesada hacia adentro por las curvas integrales del 
campo vectorial asociado al sistema de ecuaciones diferenciales de estu-
dio, en nuestro caso, el sistema (2,1).

Por otro lado, Darboux presentó en 1878 su método para construir inte-
grales primeras de campos vectoriales polinomiales utilizando sus cur-
vas invariantes algebraicas. En su trabajo, Darboux investigó la posible 
relación entre las curvas algebraicas y las integrales primeras para siste-
mas (diferenciales) polinómicos en el plano. En particular, este investi-
gador probó que, si un sistema admite un número suficiente de curvas, 
entonces se puede construir una función tipo Darboux usando tales cur-
vas. Esta función juega el papel de factor integrante del sistema y su exis-
tencia es muy importante en el problema de centro-foco. Actualmente, 
la teoría de integrabilidad Darboux ha sido extendida a hipersuperficies 
algebraicas regulares ([4], [5], [6], [7], [1]).

En este capítulo consideramos la ecuación autónoma:

		  (2.1)

o su sistema equivalente:
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			   (2.2)

 del tipo considerado en el Teorema 2.1, con el origen asintóticamente 
estable, es decir, foco-atractor. Mostraremos que existe una superficie es-
férica positivamente invariante.

Diremos que una superficie en  tiene la propiedad  si es acotada y 
cada recta dirigida desde el origen de coordenadas a la superficie en  
la interseca en uno y solo un punto.

Teorema 2.1

Suponga que ,  Lipschitz, no decreciente, con derivada continua 
en 0 y . Existe un  tal que para toda   y 

 para .

Entonces, existe una superficie esférica en el espacio que cumple la pro-
piedad  y tal que toda trayectoria del sistema autónomo la cruza hacia 
el interior, para  suficientemente grande.

La función 

La prueba del teorema es directamente en la construcción de la superficie 
.

En este capítulo buscaremos superficies de la forma:
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		  (2.3)

donde  y  son constantes finitas.

Técnicas de construcción.

El principal objetivo en esta parte del trabajo es proporcionar una estruc-
tura para la construcción de funciones definidas positivas. La discusión 
está en el contexto de la ecuación particular bajo estudio. De esta manera 
podemos construir la superficie (véanse [1], [2], [8]).

Proposición 2.1

Sean las constantes ,  ,  definidas en este capítulo, la función 
 está definida positivamente en 

un entorno cerca de cero.

Demostración

Hallemos primero los puntos críticos de  calculando sus deriva-
das parciales e igualando a cero:

luego,

				    (2.4)
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				    (2.5)

multiplicando a (2.4) por :

reemplazando en (2.5):

entonces, el único punto crítico de  es .

Veamos ahora la naturaleza de este punto crítico. Para ello, hallaremos el 
hessiano de :

 ya que .

Por otro lado,
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luego, como  y , entonces  es un míni-

mo absoluto y, por tanto, , es decir,  

en un entorno cerca de cero.

Lema 2.1

 tiende a infinito cuando  tiende a infinito.

Demostración 

Sabemos que  

donde , con .

por lo tanto:

			   (2.6)

Dado que  por el lema anterior, para todo  y  
cuando ,  es definida positivamente, y
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Lema 2.2

La superficie  es acotada para . Además, si  es un punto variable 
de la superficie  y  es el origen de coordenadas, entonces:

cuando  tiende al infinito.

Demostración

Recordemos que 

donde:

Ahora, sabemos que existe  tal que:
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y entonces, como:

luego,

Sea ,

entonces 

Por otro lado, tenemos que  (por lema ante-
rior).
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Ahora, combinando los resultados y recordando que 
, tenemos que:

	 (2.7)

Denotemos por  al dominio esférico:

y  al sólido esférico:

			   (2.8)

entonces, por (2.7),

					     (2.9)

ya que ; por lo tanto, existe una superficie .

Luego , y como  es acotado, entonces  es acotado. Y, supon-
gamos que .

Por otra parte, si tomamos un , entonces como 
,  y , es decir, se satisface que:

y, por tanto:
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así que:

Luego, si  se tiene que ; por lo tanto, 
 si .

Lema 2.3

Existe  tal que si , entonces la superficie  
definida por (2.3), tiene la propiedad .

Demostración

Tomemos la ecuación de la recta

donde , ,  son los cosenos directores.

En general, un punto  sobre esta recta tiene coordenadas:

donde . Estas coordenadas de la recta intersecan a  si

puesto que  y por (2.7):
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para  suficientemente grande.

Se puede decir entonces que  tiene al menos un cero, pues hay un 
valor r para el cual  es negativa y uno para el cual  es positiva, enton-
ces se puede decir que la recta interseca a  en al menos un punto.

Nos falta probar que si  es suficientemente grande, entonces  tiene 
solamente un cero. 

Supongamos que esta afirmación es falsa, y que en efecto existen al me-
nos dos puntos , tal que:

entonces, por el Teorema de Rolle, existe ,  tal que:

	 (2.10)

donde:

(por T. Fundamental del Cálculo).

luego,

	 (2.11)
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y, dado que:

	 (suma de cosenos directores)		  (2.12)

se tiene que:

Para :

pues  y, a su vez, 

luego,

Para :

entonces,

luego,

por lo tanto:
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Así que:

				   (2.13)

donde:

como:

por lo tanto:

Denotemos por  a la última expresión en el lado 
derecho. Entonces  es continua en todos los argumentos.

En particular, como , ,  satisfacen (2.12), existe una constante  tal 
que:

combinando con (2.13), tenemos:

				    (2.14)

Pero, por el Lema 2.2, existe , tal que si , entonces:
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Y, por lo tanto,

	 			   (2.15)

Los resultados (2.14) y (2.15) juntos implican que:

con tal que , y, como esto contradice (2.10), nuestro lema que-
da demostrado.

Extensión del lema 

De aquí en adelante asumiremos que:

	 				    (2.16)

para cualquier par de valores  y , esto es, que todas las superficies 
consideradas de ahora en adelante tienen la propiedad .

Las superficies .

Sea  el plano  Como  pasa a través del origen, es cla-
ro que  interseca la superficie , esto es, la superficie:

en un punto real, y como tiene la propiedad , estos puntos evi-
dentemente están sobre una curva de Jordan . Dado cualquier punto 

, el cual satisface:

		  (2.17)
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necesariamente  para todos los valores de , es claro 
que toda superficie  pasa a través de . En lo que sigue aquí, dada 
cualquier superficie  acostumbraremos a denotar  al con-
junto de todos los puntos de los cuales están en o sobre el plano 

, y  denota el conjunto de todos los puntos de  que están 
debajo o en .

.

El resultado obtenido en el Lema 2.3 se extiende muy fácilmente a las 
uniones de y correspondiente a valores distintos de . De hecho, 
tenemos:

Lema 2.4

Si ,  son dos valores de , entonces la superficie

tiene la propiedad .

El resultado es una consecuencia del Lema 2.5 y del hecho de que ambas 
 y  pasan a través de .

Propiedades de y 

Cálculo de .

Sea  cualquier solución de (2.2). Entonces, por un cálculo directo 
de (2.2), tenemos:



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s42 

Como sabemos que existe  tal que , se tiene que:

sea

	 (2.18)

obtenemos que:

en cualquier punto  de la trayectoria de (2.2).

.

Sea  definido por

y sean  las superficies denotadas en Lema 2.3 corres-
pondiente a los valores , respectivamente, la constante  en 
cada caso satisface la restricción de .
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Ahora probaremos que:

Lema 2.5

Existe , tal que si , entonces

en cualquier punto  de  en cualquier trayectoria  de (2.2) que 
se encuentra en .

Demostración

Ahora, sea  cualquier punto de una trayectoria :

			   (2.19)

y de aquí, por (2.16),

	 (2.20)

Sea  el conjunto de todos los puntos de la esfera

	 	 (2.21)

los cuales permanecen en o sobre el plano , y escojamos, 
como de hecho lo hacemos, un constante  bastante grande para asegu-
rar que cada una de las condiciones siguientes se satisfacen para :

I)  interseca al plano 

II) , en todos los puntos  de  los cuales 

permanecen debajo del plano ; y
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III) No existe ningún punto de intersección entre  y la esfera

Subsecuentemente, por (2.14), todos los puntos de  permane-
cen fuera de la esfera (2.18). Se sigue que las condiciones (I), (II) y (III) 
también se cumplen para  para los valores declarados de . De 
aquí, si , cada punto  de necesariamente queda 
en una de las regiones siguientes en ;

							      (2.22)

			   (2.23)

	 (2.24)

y, así, el lema queda demostrado si probamos que, dado cualquier punto 
 en , entonces:

				    (2.25)

siempre que  esté en una de las regiones (2.19), (2.20) o (2.21).

Y, entonces, por (2.16) se tiene:

	 (2.26)

Así, en particular, si  está en la región (2.19), obtenemos:
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y, dado que , esto da:

por (2.16). Es conveniente tratar los casos:

separadamente. En el primer caso, tenemos:

En el segundo caso, si , es fácil verificar que:

		  (2.27)

Esto es que:

Entonces (2.22) se cumple para todas las posiciones de  en la región 
(2.19).

Supongamos ahora que  está en la región (2.20). Entonces, de (2.23) y 
(2.19):
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y, dado que:

Esto nos da:

Supongamos finalmente que  está en la región (2.21). Entonces, a causa 
de

se sigue de (2.23) y (2.24) que:

y, a causa de , obtenemos

por (2.16). Entonces, (2.22) es también verdadero para el caso cuando  
está en la región correspondiente a (2.22), y esto completa el lema.
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Lema para .

Por argumentos similares a los del Lema 2.5, pero con la esfera:

reemplazado por

puede ser probado éste.

Lema 2.6

Existe , tal que si , entonces

en cualquier punto  de  en el cual una trayectoria de (2.2) en-
cuentra  

Teorema.

Teorema 2.2

Existe una superficie  en el espacio que cumple la propiedad  y tal que 
toda trayectoria de (2.2) cruza solo hacia el interior.

Demostración 

Sea , y considerando ahora la superficie  de-
finida por
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	 			   (2.28)

donde , ,  son las constantes que aparecen en los lemas 2.4, 2.5 y 
2.6, respectivamente. Luego,  tiene la propiedad  y por lemas 2.5 y 2.6 
las trayectorias de (2.2) cruzan a  hacia el interior.

Integrales de Darboux

En este capítulo se estudia la integrabilidad de un caso particular del 
sistema de ecuaciones diferenciales que describe el comportamiento del 
circuito de Chua, el sistema:

									         (2.29)

Se define el espacio de vectores  asociado a (2.26) como:

Lo que sigue es nuestro resultado principal para el sistema (2.26) con 
.

Teorema 2.3

La única integral primera racional generalizada del sistema (2.29) se cal-
cula teniendo en cuenta:

Si , es la función:
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Donde  y  son las raíces reales distintas de .

Si , es la función:

Donde  es una raíz real doble de .

Si , es la función:

Con 

Nota: .

Demostración

Consideremos el sistema (2.26) con , es decir, , 
, .

Podemos expresar  como , entonces:

								        (2.30)

La ecuación diferencial (2.30) se puede convertir en homogénea a través 
de las sustituciones:
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Que se obtienen teniendo en cuenta la solución del sistema

en el punto .

Luego, (2.27) queda:

				    (2.31)

Sea , entonces . Entonces, (2.28) queda converti-
da en: 

separando variables se obtiene:

			   					     (2.32)

La integral del miembro izquierdo de (2.29) se resuelve teniendo en cuen-
ta lo siguiente:

Si ,  tiene dos raíces reales  y 

La ecuación (2.32) queda:

Entonces,
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es una integral primera racional generalizada del sistema (2.29). Por lo 
tanto,

Si ,  tiene una raíz doble  .

Aquí, la ecuación (2.29) queda:

Entonces,

es una integral primera racional generalizada del sistema (2.26). Por lo 
tanto,

Si .

En este caso, las raíces  y  del polinomio  son complejas; 
entonces, la integral  la resolveremos así:
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Reemplazando ahora en (2.29):

Entonces,

es una integral primera racional generalizada del sistema (2.26). Por lo 
tanto,

Es fácil ver que en los casos (i, ii, iii) que, para ,  se puede 
escribir como el cociente de dos funciones analíticas.

Teorema 2.4

Supongamos que el sistema diferencial (2.26) tiene a  como un pun-
to singular, y sean ,  y  los valores propios de la parte lineal del 
sistema (2.26) en . Entonces, el número de integrales primeras raciona-
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les generalizadas linealmente independientes del sistema (2.26) es como 
máximo la dimensión del subespacio vectorial mínimo de  que contie-
ne el conjunto:

Demostración

Este teorema sirve para mostrar que el número de integrales primeras 
racionales generalizadas son solo las calculadas en el teorema anterior, 
no hay otras.

En primer lugar, observemos que el punto singular del sistema (2.26) es 
. Los valores propios ,  y  de la matriz jacobiana del sistema 

(2.26) en el punto singular se relacionan a través del polinomio:

de donde:

Si 

Por lo tanto,  es equivalente a:

o, en otras palabras:
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Es evidente que el lado izquierdo de (2.30) es un número racional (una 
vez que ) y que la elección de  de una manera conveniente en 
el lado derecho de (2.30) es irracional.

Por lo tanto, (2.26) no puede sostenerse para esta elección conveniente 
de . Así, para este punto singular , la dimensión del subespacio 
vectorial mínimo de  que contiene el conjunto

es claramente uno, generado por . Entonces, de este teorema se 
deduce que el sistema

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe 
ser una función de .

Si 

Por lo tanto,  es equivalente a:

o, en otras palabras:
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Es evidente que el lado izquierdo de (2.31) es un número racional (una 
vez que ) y que la elección de  de una manera conveniente en 
el lado derecho de (2.31) es irracional. 

Por lo tanto, el Teorema 2.4 no puede sostenerse para esta elección con-
veniente de . Así, para este punto singular , la dimensión del 
subespacio vectorial mínimo de  que contiene el conjunto

es claramente uno, generado por . Entonces, se deduce de este 
teorema que el sistema

puede tener solo una integral primera racional generalizada, que debe 
ser una función de .

Con esto se completa la demostración del teorema anterior.
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Resumen
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En este caso, tomaremos un miembro particular de una familia de ecua-
ciones, de la cual hace parte la ecuación de Van Der Pol, con el fin de 
ilustrar una forma de interacción entre el álgebra y la teoría cualitativa 
de ecuaciones diferenciales para completar un estudio de un sistema di-
námico.

Introducción

Dada la familia de ecuaciones:

(3.1)

Realizaremos una revisión de:

a)	 Existencia de puntos críticos.
b)	 Estabilidad de los puntos.
c)	 Hallar grupos de Galois diferencial.
d)	 Hallar integrales primeras.

Podemos ver antecedes de su estudio en [1], [2] y [3].

Campo vectorial de Polyanin-Zaitsev

La foliación (3.1), con ∈ ℂ  ∈ ℤ, tiene asociado el sistema de 
ecuaciones:

A su vez, este sistema tiene asociado el campo vectorial , 
donde:

En esta sección se realiza un análisis para determinar en qué condiciones 
el campo vectorial  está formado por polinomios.
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Proposición 3.1

Para la función 
:

a.	 Si , donde , entonces 
es polinomial.

b.	 Es un polinomio de grado absoluto mayor igual que 2 si y solamente 
si 

Para la demostración del inciso a, se deben considerar algunos casos es-
peciales con relación a las constantes:

Caso 1:  Si , entonces el sistema original se reduce a:

Para que este sistema sea polinomial se necesita que .

Caso 2: Si  y , entonces el sistema queda:

Existen dos posibilidades:

2.1: Si , entonces  y 
 son polinomios de grado ma-

yor o igual a cero (teniendo en cuenta que las condiciones 
 pueden ser iguales a cero).

2.2: Si , entonces  y  son menores que 
cero, por tal razón no se forman funciones polinomiales (solo ra-
cionales), al menos que las constantes  
sean iguales a 0.
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Caso 3: Si  y , entonces el sistema queda:

Para este también existen dos posibilidades:

3.1: Si  entonces la única forma de que esta expresión sea un 
polinomio es que .

3.2: Si , entonces para que la expresión sea un polinomio 
.

Caso 4: Si y . Para que esta función sea un polinomio, los 
exponentes deben cumplir las siguientes condiciones:

Haciendo la solución gráfica del sistema de inecuaciones, con las opcio-
nes anteriores, podemos notar que parte de los puntos admisibles 

están contenidos en la región y 
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Figura 2.1.  (k,m) para que la función sea polinomial

Fuente: elaboración propia.

Pero analicemos qué sucede cuando alguna de las constantes se hace cero.

4.1: Si  y , en este caso las condiciones son:

4.1.1: Si , entonces el sistema se reduce a:



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s62 

Entonces se deben cumplir las condiciones:

Es decir y , lo cual no se puede. Entonces, la única 
forma de que sea un polinomio es que a = b = c = 0.

4.1.2: Si k 6 = 2m, entonces depende de b. Si b 6 = 0, se mantienen las con-
diciones del principio del caso 4.1. Pero si , entonces las condicio-
nes a tomar en cuenta son: 

De lo cual se obtiene que:

y

4.2: Si  y  en este caso las condiciones son:

Para el inciso b, basta con analizar gráficamente en conjunto la región del 
inciso añadiendo las nuevas condiciones.
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Estudio galoisiano y cualitativo caso minimal

Un caso particular para nuestra familia de sistema de ecuaciones de Lié-
nard es el sistema polinomial lineal (dado cuando ):

			   (3.2)

El objeto principal de esta sección será el análisis tanto galoisiano como 
cualitativo del sistema. Cabe notar que las técnicas utilizadas en esta sec-
ción se pueden estudiar más a fondo en [4], [5], [6], [7] y [8].

Proposición 3.2

Para (3.2), con  se cumple que: 

i	 Si , entonces el grupo de Galois diferencial es 

	

ii	 Si entonces el grupo de Galois diferencial es

	 .

iii	 Las curvas algebraicas invariantes son  y 
 y sus respectivos cofactores generalizados 

 

iv	 Los factores exponenciales generalizados son 

 y .

Además, sus respectivos cofactores generalizados son  y 

v	 Los factores integrantes son  y 

vi	 Las integrales primeras están dadas por:
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vii	 Si , es el único punto crítico en el plano finito, ade-
más es estable.

viii	 Si , los puntos críticos en el infinito para el sistema 
son:

Demostración

La foliación asociada a (3.2) es:

Entonces, teniendo en cuenta que  y 
, la ecuación de Liénard será:

Esta es una ecuación de segundo orden con coeficientes constantes.

Si la llevamos a la forma  con el cambio de variable 

, es decir, y se obtiene la ecuación:
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Analicemos cada caso de la solución de la ecuación de Liénard asociada 
teniendo en cuenta lo siguiente:

(2ab−c) = ρ. La solución de la ecuación reducida de segundo or-
den es  si se toman o 

, y las soluciones particulares son:

Con estas podemos construir las soluciones de la ecuación de Liénard, 
que son:

Para estas tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si , esto es,  en-
tonces .

1.1: Si  y , entonces  es no acotada en  y no 
acotada en .

1.2: Si  y , entonces  es no acotada en  y no 
acotada en .

1.3: Si  y , entonces la solución  es periódica.

Caso 2: Si , entonces ∈ .

2.1: Si , entonces tendremos dos curvas soluciones  y 

2.2: Si , entonces , 
es decir que estaríamos en el caso uno con , , 
y además si  ó  y 

Nuestro siguiente objetivo será realizar el cálculo de los grupos de Galois 
asociados a la ecuación  tomando como cuerpo de constantes 
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. Este estudio se puede ver en [2]. Debemos tener en cuenta dos 
casos:

Caso 1: Si , entonces tendremos la ecuación , cuyo espacio de 

soluciones es generado por  e La extensión de Picard-Ves-

siot es donde . Si tomamos 

el automorfismo , veamos qué forma debe tener: 

Primero, debemos tener en cuenta que  de manera que 
, entonces . Ahora:

Resolviendo esta ecuación por variables separables, tenemos que σ(t) = t 
+C; por tanto, el grupo de Galois diferencial será:

También se puede ver que:

Es decir que el grupo de Galois diferencial es isomorfo al grupo:

Caso 2: Si tendremos entonces la ecuación  tomando el 

mismo campo de constantes del caso anterior  La base de soluciones 

para la ecuación es . La extensión de Picard-Vessiot 

será 
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Ahora, supongamos que  y veamos qué acción reali-
za sobre las soluciones  

Resolviendo la ecuación diferencial 
 por el método de separación de variables, 

nos queda que además, como , entonces 

El grupo de Galois diferencial será 

También se puede ver en este caso que:

Es decir que el grupo de Galois diferencial es isomorfo al grupo:

Si hacemos el cambio de variable  sobre la ecuación , ten-
dremos la ecuación de Riccati:

Y el campo vectorial asociado es 
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Aplicando el Lema 1 de [1], identificamos cada uno de los elementos de 
la integrabilidad de Darboux (definidos también en la Sección 1.2 de [1]), 
con  como la solución:

a)	 Curvas algebraicas invariantes: ( ) 
 y 

Cofactores generalizados: ( ) 
 y 

b)	 Factor exponencial generalizado: 

( )

También

 
 

Cofactor generalizado:  

,

c)	 Factor integrante:  

 
 

 

d)	 Integral primera: para este caso debemos calcular primero 
dos elementos:
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1.	 : 

En nuestro caso  y 

2.	

En nuestro caso

Ahora las integrales primeras están dadas por:
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entonces:

Analicemos ahora para los puntos críticos, tanto en el plano finito como 
en el infinito. Para esto se utiliza el Teorema 1 [7, c. 3., p. 271], el cual se 
basa en el estudio del sistema sobre el ecuador de la esfera de Poincaré, 
es decir, cuando .

Recordemos que  y  
con , luego los puntos críticos están dados por el sistema:

entonces el único punto crítico en el plano finito es . Ahora, 
para el análisis cualitativo del punto crítico hallamos la matriz jacobiana 
evaluada en el punto, dada por:
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Los valores propios están dados entonces por el polinomio característico 
. Así, los valores propios son:

Para hallar los puntos críticos y su comportamiento podemos usar el sis-
tema:

(véase [9])

En nuestro caso , al reemplazar nos resulta:

Los puntos críticos para este sistema resultan de resolver el sistema:

entonces,

Además, como nos encontramos en el ecuador de la esfera de Poincaré, 
 es decir que .

Notemos también que al cambiar los signos de  e  obtenemos pun-
tos que se llaman antípodos, los cuales tienen una estabilidad contraria. 
Teniendo en cuenta las anteriores condiciones, los puntos críticos en el 
infinito son:
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La matriz jacobiana es:

En nuestro caso: 

Podemos notar entonces que los signos de los valores propios dependen 
de los signos de los elementos en la diagonal. Lo anterior indica que se 
debe analizar varios casos, tanto para el plano finito como para el infini-
to. Sea .

Caso 1: Si , entonces , pero para  tenemos tres posibilida-
des. Pero si  y , se contradice el hecho de que , 
entonces la única opción es que . Como ambos valores propios son 
positivos, entonces el origen es un punto crítico repulsor.

En cuanto a los puntos críticos en el infinito, en este caso se puede ver que 
los elementos en la diagonal de la matriz jacobiana tienen dos opciones 

.

Para :

Para este punto los valores en la diagonal son positivos; luego, en el infi-
nito este punto crítico es tipo repulsor y, por lo tanto, su antípodo es tipo 
atractor.

Para :
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donde  y ; por lo tanto, 
el punto crítico es tipo silla. Entonces el retrato fase para el sistema en 
este caso es:

Figura 3.1. Retrato de fase global para caso 1 (3.2)

Fuente: elaboración propia.

Caso 2: Si , entonces , es decir que el origen es un pun-
to crítico repulsor.

Para los puntos en el infinito, el sistema se reduce a:

con solución . Luego, el retrato fase para el sistema en este 
caso es:

Figura 3.2. Retrato de fase global para caso 2 (3.2)
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Fuente: elaboración propia.

Caso 3: Si , entonces  y 
 con , es decir que el origen es un 

punto crítico tipo espiral. En cuanto al infinito, la ecuación no tiene solu-
ciones reales, es decir que no tiene puntos críticos en el infinito. Entonces, 
el retrato fase para el sistema en este caso es:

Figura 3.3. Retrato de fase global para caso 3 (3.2)

Fuente: elaboración propia.
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Campo vectorial con  y de segundo grado

Nuestro siguiente caso será identificar las condiciones para que el siste-
ma con  tenga un grado específico (en este caso 2).

Si , el sistema se reduce a:

Para que este sistema tenga asociado un campo vectorial polinomial, los 
exponentes deben estar entre 0 y 2, es decir:

Si tomamos todas las posibles opciones, tenemos que:

Ahora formaremos todos los sistemas posibles de tres ecuaciones y bus-
caremos cuáles tienen solución. Notamos que el único con resoluble es:

para el cual ,  

Luego, el sistema se reduce a:

A continuación, realizaremos el análisis cualitativo de este sistema poli-
nomial de grado 2.

Primero encontraremos los puntos críticos:
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Es decir que los puntos críticos para el sistema son:

El siguiente paso es clasificar los puntos críticos. Para ello, usaremos la 
matriz jacobiana asociada al campo vectorial:

Si evaluamos el primer punto crítico, se tiene:

Con polinomio característico:

o

y valores propios asociados:
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De lo anterior se puede concluir que el punto crítico  es atractor si 
 o repulsor si .

Ahora, para el segundo punto crítico se tiene que:

Con polinomio característico:

o

y valores propios asociados:

Es decir que cerca del punto crítico  las órbitas se comportan en 
forma de espiral estable o inestable, dependiendo de si  es positivo o 
negativo.
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Resumen

El trabajo presentado en este capítulo tuvo como objeto de estudio hacer 
un análisis algebraico y cualitativo de campos polinomiales cuadráticos 
asociados a los polinomios ortogonales clásicos. Es decir, analizar las 
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el sistema:

1	  Departamento de Matemática y Estadística Universidad del Norte, Barranquilla, Co-
lombia. Correo electrónico: jrodri@uninorte.edu.co.
2	  Programa de Matemáticas, Universidad del Atlántico, Barranquilla, Colombia.  
Correo electrónico: jorgelrodriguezc@mail.uniatlantico.edu.co.
3	  Programa de Matemáticas, Universidad del Atlántico, Barranquilla, Colombia.  
Correo electrónico: areyeslinero@mail.uniatlantico.edu.co.
4	  Programa de Matemáticas, Universidad del Atlántico, Barranquilla, Colombia.  
Correo electrónico: mcampodonado@mail.uniatlantico.edu.co.
5	  Facultad de Ciencias Básicas y Biomédicas, Universidad Simón Bolívar, Barranquilla, 
Colombia.
6	  Instituto Superior de Formación Docente Salomé Ureña, Recinto Emilio Prud-Hom-
me, Santiago de los Caballeros, República Dominicana. Correo electrónico: primitivo.
acosta-humanez@isfodosu.edu.do.



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s80 

						      (4.1)

	

pueda asociarse a la ecuación hipergeométrica:

				    (4.2)

sobre la cual es bien sabido que, si  y son polinomios de grado 
a lo más 2 y 1, respectivamente, tiene como solución algún polinomio 
ortogonal clásico para determinada constante λ. Habiendo determina-
do la estructura del sistema (4.1), se realizará el estudio algebraico para 
analizar sus curvas algebraicas invariantes, pues estas son también muy 
determinantes para hacer el análisis cualitativo del mismo. Luego, estu-
diaremos los puntos críticos en el plano finito e infinito y la existencia de 
ciclos límites. De esta manera, podremos construir los retratos de fase 
globales para algunos sistemas particulares.

En el desarrollo de este trabajo se hizo uso de tres teorías muy importan-
tes: polinomios ortogonales clásicos [10], teorías de Galois [1], [2], [3], [4], 
[5], [6], [7], [8], y la teoría cualitativa de sistemas dinámicos [11], [12], [13].

Introducción

Los polinomios ortogonales nacieron, en primera instancia, por una ne-
cesidad de aplicación práctica: encontrar las componentes de las fuerzas 
de atracción gravitacional entre cuerpos no esféricos. En un artículo pu-
blicado en 1785 (Sur l’attraction des sphéroïdes), Adrien-Marie Legendre 
introduce los polinomios que llevan su nombre,  y que forman 
parte de uno de sus primeros estudios sobre la teoría del potencial y la 
determinación de la magnitud de las fuerzas gravitatorias antes mencio-
nadas. Más adelante, prueba algunas propiedades de estos polinomios, 
incluyendo la ortogonalidad y la ecuación diferencial lineal que satisfa-
cen dichos polinomios.
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En 1826, el francés Olinde Rodrigues encuentra una fórmula para expre-
sar los polinomios de Legendre, hoy día generalizada para los polino-
mios ortogonales clásicos y conocida como fórmula de Rodrigues.

Más tarde, el matemático Charles Hermite, interesado en el desarrollo de 
las series de funciones con la intención de generalizarlas para el caso de 
varias variables, construye los polinomios de Hermite por medio de una 
fórmula que se estructura como la de Rodrigues. Hermite encuentra que 
esta familia de polinomios también satisface una ecuación diferencial li-
neal de segundo orden de tipo hipergeométrico. Luego, se demuestra 
que cumple una relación de ortogonalidad.

Edmond Nicolas Laguerre estudió otra familia especial de polinomios, 
que ahora llevan su nombre. Mientras utilizaba fracciones continuas para 
solucionar la integral , encontró polinomios especiales que 
satisfacen la hoy conocida ecuación diferencial de Laguerre. 

A partir de los polinomios de Legendre, Karl Jacobi introduce una fami-
lia generalizada: los polinomios de Jacobi. Este estudio surge, más que 
por una necesidad meramente práctica, como un desarrollo teórico del 
concepto de sucesión de polinomios ortogonales.

Una de las formas de caracterización de estas familias de polinomios or-
togonales (Jacobi, Hermite y Laguerre), y de nuestro mayor interés, es 
que todas ellas, como logró demostrar Salomon Bochner, satisfacen la 
ecuación diferencial de tipo hipergeométrico (4.2).

La teoría de clásica de Galois se desarrolla, a través de la historia, por la 
necesidad de encontrar la solución de las ecuaciones algebraicas. Karl 
Friedrich Gauss demostró en 1829 que toda ecuación polinómica irredu-
cible de grado n con coeficientes racionales tiene n raíces. Évariste Galois 
demostró que estas raíces pueden calcularse a partir de los coeficientes 
de la propia ecuación. Su mayor aporte fue determinar las condiciones en 
las que una ecuación es resoluble por radicales, es decir, cuando la ecua-
ción polinómica admite un grupo, que denomina grupo soluble.

Luego de desarrollarse esta teoría, el matemático Sophus Lie utiliza este 
punto de vista algebraico para estudiar las ecuaciones diferenciales, con-
tribuyendo con su teoría de grupos de Lie. Años más tarde, dos seguido-
res de la teoría de Galois, Charles Émile Picard y Ernest Vessiot, desarro-
llan una teoría análoga denominada teoría de Galois diferencial.
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Desde la época de Newton, en la cual nacieron las ecuaciones diferencia-
les, surgió la inmediata necesidad de hallarles una solución acertada y 
eficiente. A partir de entonces muchos se interesaron en el tema, pero sin 
tener éxito. Solo hasta la aparición del trabajo de Henri Poincaré, entre 
los años 1881 y 1886, se empezó a vislumbrar un camino para resolver 
el problema. El éxito consistió, a diferencia de sus antecesores, en que él 
consideró a las ecuaciones diferenciales no solo como objetos del cálculo, 
sino también como objetos con un significado geométrico. Poincaré pro-
puso la descripción del retrato de fase de la ecuación diferencial. Esto dio 
inicio a la teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

En 1901, el matemático sueco Ivar Otto Bendixson contribuye a la teoría 
que iniciaba Poincaré. Uno de sus resultados más importantes es el teo-
rema de Poincaré-Bendixson, que se centra en el estudio de las singularida-
des: puntos singulares, órbitas periódicas y separatrices.

A pesar del gran paso de aquella época, esta nueva teoría se desarro-
llaba lentamente. Sin embargo, el entusiasmo por resolver el problema 
se extendía a otras partes del mundo; por ejemplo, en Rusia, el grupo 
de A. Lyase se interesó en estudiar y conseguir nuevos métodos para 
hallar soluciones. Por otro lado, el alemán David Hilbert proponía al-
gunos problemas interesantes para la conferencia en París del Congreso 
Internacional de Matemáticos de 1900, tales como la uniformización de 
las relaciones analíticas por medio de funciones automórficas —resuelto 
por Koebe (1907) y Poincaré (1907) independientemente— y probar la 
existencia de ecuaciones lineales diferenciales que tengan un grupo mo-
nodrómico prescrito.

En 1923, Henri Dulac prueba (de forma errónea como se descubrió más 
tarde) que el número de ciclos límites de un sistema polinomial en el 
plano es finito. A pesar del vacío que dejó la prueba, las ideas que usaba 
fueron interesantes. 

En 1926, Balthasar van der Pol obtiene una ecuación diferencial para des-
cribir las oscilaciones de amplitud constante de un tríodo al vacío y utili-
za métodos gráficos para probar la existencia de una órbita periódica. Un 
tiempo después, en 1929, Aleksandr Andronov establece la relación entre 
el experimento de van der Pol y la idea de ciclo límite de Poincaré. Es la 
primera confirmación práctica de la idea de ciclo límite.

En 1928, el ingeniero francés Alfred-Marie Liénard publica un trabajo en 
la revista Révue génerale d’electricité, el cual se relaciona estrictamente con 
el oscilador de van der Pol. 
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En los años 30, Aleksandr Andronov y Lev Pontryagin se ocupan de uno 
de los temas fundamentales de la teoría cualitativa: la estabilidad estruc-
tural. Esta teoría consiste en estudiar cuándo un retrato de fase mantiene 
su topología bajo variaciones pequeñas de los coeficientes de la ecuación 
diferencial. Cuando esto no se da, se debe entrar en el estudio de las bi-
furcaciones.

Hasta 1981 se creyó verdadero el problema de finitud trabajado por Du-
lac. Finalmente se demostró que la prueba era falsa. En 1985, siguiendo 
caminos distintos, Yulij Ilyashenko y Jean Écalle dan solución a esta con-
jetura.

Polinomios ortogonales

Como parte de las propiedades básicas de los polinomios ortogonales 
clásicos, está dado el hecho de que son solución de la ecuación hiper-
geométrica:

donde los polinomios ,  y el parámetro  quedan determina-
dos por cada familia de polinomios ortogonales mencionados, de la si-
guiente manera:

Familia

A continuación, se detallarán algunos resultados del estudio de los poli-
nomios ortogonales vistos desde una perspectiva galoisiana.
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Proposición 4.1

Sea  un polinomio ortogonal, entonces para el cuerpo de descomposi-
ción del polinomio  sobre , sea , se tiene que , 
donde  denota el conjunto de los números reales.

Demostración

Se ha mostrado que las raíces de cualquier polinomio ortogonal son rea-
les y distintas. Sean  las  raíces distintas del polinomio orto-
gonal , entonces:

Si tomamos el dominio de integridad , por definición tenemos que:

Evidentemente, . De este modo, el cuerpo 

Observación 4.1

De la anterior proposición se puede concluir que es posible tomar como 
extensión de los reales, el cuerpo de descomposición de cualquier poli-
nomio ortogonal; es decir, , el grupo de Galois de la extensión 

Proposición 4.2

Consideremos los polinomios ,  y el parámetro  de la ta-
bla anterior, entonces la ecuación diferencial tipo Riccati para cualquier 
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se puede transformar en la ecuación tipo hipergeométrica: 

Demostración

Haciendo el cambio de variable 

obtenemos la ecuación diferencial:

Sobre esta ecuación se hace la transformación , entonces:

				    (4.3)

Por otro lado,
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es decir,

			   (4.4)

Ahora, igualando (4.3) y (4.4):

De este modo, podemos asociar un sistema polinomial en el plano a cada 
familia de polinomios ortogonales clásicos, así:

Familia

1
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Proposición 4.3

Sean , y  como en la proposición anterior, entonces para 
cualquier , el campo vectorial polinomial cuadrático

tiene una curva algebraica invariante de la forma 
, donde  es cualquier polinomio ortogonal 

clásico asociado a , y 

La ecuación diferencial asociada al sistema en la Proposición 4.3 es:

la cual, según la proposición anterior, se puede transformar en la ecua-
ción de forma hipergeométrica:

y esta última, para cada , tiene como solución  algún polinomio 
ortogonal clásico asociado a las funciones ,  y el parámetro 

; tal como se demostró en el capítulo 3.

Sea  el campo vectorial asociado al sistema en la Proposición 4.3. Ahora, 
para un  fijo, consideremos el polinomio  
y mostremos que es irreducible y satisface , donde  es llamado 
el cofactor de la curva invariante .
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Sabemos que  y  no tienen factores comunes porque todas 
la raíces de los polinomios ortogonales son simples. Además, para cada 

 definida para cada familia de polinomios ortogonales clásicos, se 
tiene que  y  no comparten raíces, pues las raíces de los po-
linomios ortogonales permanecen en el interior del intervalo . De 
hecho:

}} En los polinomios de Jacobi, , cuyas raíces no se 
encuentran en el intervalo .

}} En los polinomios de Laguerre, , cuya raíz no se encuen-
tra en el intervalo .

}} En los polinomios de Hermite, 

con lo cual, el polinomio  es irreducible.

Por otro lado, usando el campo diferencial asociado al sistema en la Pro-
posición 4.3: 

Concluyendo, de este modo, que  es una curva 
invariante para el sistema en la Proposición 4.3.
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Proposición 4.4
El sistema polinomial cuadrático

tiene una invariante de Darboux de la forma:

Demostración

Las curvas algebraicas:

son curvas algebraicas invariantes del sistema en la Proposición 4.4, con 
cofactores:

respectivamente.

De hecho, dado que para este sistema el campo vectorial se define como:

obtenemos que,

Ahora, utilizamos la proposición del Teorema 2.1 [14; c. 5, p. 54], escogien-
do :
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obteniendo:

De este modo, obtenemos la invariante de Darboux:

Análisis cualitativo

Estudiaremos los retratos de fase sobre el disco de Poincaré de los siste-
mas polinomiales asociados a los polinomios ortogonales clásicos.

Proposición 4.5

El retrato de fase sobre el disco de Poincaré de cualquier sistema polino-
mial cuadrático

con  y  es topológicamente equivalente a alguno de 
los retratos de fase descritos en la Figura 4.1.

Demostración

En el plano finito, los puntos singulares del sistema son:

con lo cual se presentan dos casos: si  existen cuatro puntos singu-
lares y si  solo existen dos puntos singulares.
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Caso 1: 

En el plano finito hay cuatro puntos singulares:

Al evaluar esta matriz en cada uno de los puntos singulares, obtenemos:

Por tanto, en el plano finito existen dos puntos silla y dos nodos, uno 
estable y el otro inestable.

Caso 2: 

En el plano finito solo hay dos puntos singulares. La matriz jacobiana del 
sistema en la Proposición 4.5 para  es:

Es decir, los puntos singulares  y  son puntos semi-hiperbó-
licos. Entonces, debemos utilizar el teorema escrito en los preliminares 
sobre este tipo de puntos para poder analizar su comportamiento en una 
vecindad del origen. Para ello, debemos trasladar estos puntos al origen 
del plano de coordenadas y luego, si es necesario, transformar el sistema 
para reescribirlo en una forma normal (teorema de las formas normales).

Realizamos la siguiente traslación del sistema:
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luego,

Este último sistema es topológicamente equivalente al sistema principal 
y además cumple con las hipótesis del teorema para puntos semi-hiper-
bólicos.

Tomamos:

y

entonces,

es la solución de:
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en una vecindad del origen.

Luego,

debido a que el término de menor grado de la función  es par, se 
tiene que el punto singular  es un punto silla-nodo.

Ahora, para el punto semi-hiperbólico  hacemos las transforma-
ciones:

y se obtiene, de forma análoga, que  es un punto silla-nodo.

Ahora se analizarán los puntos singulares en el infinito, utilizando las 
transformaciones sobre la esfera de Poincaré.

El flujo definido por el sistema en la Proposición 4.5, sobre el ecuador de la 
esfera de Poincaré, exceptuando  es topológicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

cuyos puntos singulares a estudiar son:
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luego,

lo cual indica que  es un nodo inestable y  es un punto silla.

El flujo definido por el sistema en la Proposición 4.5, sobre el ecuador de 
la esfera de Poincaré, exceptuando  es topológicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

en el cual solo es necesario estudiar el comportamiento del punto singu-
lar, el origen.

Al evaluar esta matriz en :

es decir, el origen de este último sistema es un nodo y su estabilidad de-
pende del signo de .

Observación: 4.2

En la proposición anterior, para valores específicos del parámetro  se 
obtienen los retratos de fase para los polinomios asociados a los polino-
mios ortogonales siguientes: 
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Figura 4.1. Retratos de fase para 3.20

Fuente: elaboración propia.

Proposición 4.6

El retrato de fase sobre el disco de Poincaré de cualquier sistema polino-
mial cuadrático

con  y  es topológicamente equivalente a alguno 
de los retratos de fase descritos en la Figura 4.1.
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Demostración

En este sistema los puntos singulares en el plano finito tienen la forma 

 y . Es decir, si  solo existe un punto singular y si  

hay dos puntos singulares.

La matriz jacobiana del sistema es:

Caso 1: Laguerre asociado :

Indistinto del signo de  en el plano finito, hay un punto silla y un nodo 
inestable.

Caso 2: Laguerre :

Lo cual indica que el origen es un punto singular semi-hiperbólico.

Realizando las transformaciones:

obtenemos el siguiente sistema, el cual es, topológicamente equivalente 
al sistema en la Proposición 4.6:
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Aplicando el teorema para puntos semi-hiperbólicos, tomamos:

Entonces  es la solución de la ecuación  en 
una vecindad del origen.

Luego,

por tanto, el origen es un silla-nodo.

Ahora se analizarán los puntos singulares en el infinito utilizando las 
transformaciones sobre la esfera de Poincaré.

El flujo definido por el sistema en la Proposición 4.6, sobre el ecuador de la 
esfera de Poincaré, exceptuando , es topológicamente equiva-
lente al flujo definido por el sistema:

								        (4.5)

cuyos puntos singulares son  y . Si  existen dos 
puntos singulares; si , solo hay un punto singular.

La matriz jacobiana asociada a este último sistema es:
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Caso 1: Laguerre y Laguerre asociado :

Es decir,  y  son puntos semi-hiperbólicos.

Para llevar (4.5) a la forma canónica, y así poder aplicar el teorema para 
puntos semi-hiperbólicos; realizamos las siguientes transformaciones:

obteniendo el siguiente sistema, que es topológicamente equivalente a 
(4.5):

donde,

Sea  la solución de la ecuación  en una vecin-
dad del origen. entonces:

por lo tanto,  es un silla-nodo.

Para el punto , realizamos sucesivamente las siguientes trans-
formaciones:
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obteniendo el sistema topológicamente equivalente a (4.5):

donde:

y

Sea  la solución de la ecuación  en una ve-
cindad del origen de este último sistema, entonces:

por lo tanto, el punto  es un punto silla-nodo.

Caso 2: 

es decir, el origen es un punto singular nilpotente para este sistema.

Realizamos la transformación:
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obteniendo el sistema topológicamente equivalente al sistema (4.5):

Este último sistema cumple las condiciones del teorema para puntos sin-
gulares nilpotentes, donde;

por otro lado,  es la solución de la 
ecuación:

en una vecindad del origen de este último sistema.

Luego,

Evidentemente, en este caso  y . Como  es par y  
el origen es un silla-nodo.

El flujo definido por el sistema de estudio, sobre el ecuador de la esfera 
de Poincaré, exceptuando  es topológicamente equivalente al 
flujo definido por el sistema:
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En el cual solo es necesario estudiar el comportamiento del punto singu-
lar, el origen.

Al evaluar esta matriz en :

es decir, el origen de este último sistema es un nodo y su estabilidad de-
pende del signo de .

Proposición 4.7

En la proposición anterior, para valores específicos del parámetro  y  
se obtienen los retratos de fase para los sistemas polinomiales asociados 
a los polinomios ortogonales siguientes:

Análisis galoisiano

Proposición 4.8

Para la ecuación diferencial de Chebyshev
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                   				   (4.6)

donde , , se cumple lo siguiente:

 de la ecuación de Chebyshev es isomorfo a , donde 

Las integrales primeras de los campos

(4.7)

y

(4.8)

asociadas a la ecuación de Chebyshev, son

Demostración

Es bien sabido que  y  son dos soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (4.6). Si tomamos el cuerpo 
diferencial  de todas las funciones racionales de variable  y 
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consideramos la extensión del cuerpo , para calcular el 
grupo de Galois diferencial de la ecuación (4.6) se deben calcular todos 
los automorfismos diferenciales en la extensión . Es decir, encontrar una 
matriz:

tal que:

Por operaciones matriciales tenemos:

Por otro lado, debido a que  y  es un automorfismo, obte-
nemos:

donde . Entonces, podemos concluir que:

Por tanto,

Si en la ecuación diferencial de Chebyshev consideramos  y 
, 



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s104 

la transformación:

nos permite obtener la ecuación reducida de segundo grado:

    			   (4.9)

con

esto resulta después de aplicar la Proposición 1 del artículo On The Inte-
grability Of Polynomial Vector Fields In The Plane By Means Of Picard-Vessiot 
Theory.

Debido a que  y  son soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuación de Chebyshev, entonces:

son soluciones linealmente independientes de la ecuación de segundo 
grado reducida (4.9). Por otro lado, la ecuación diferencial asociada al 
sistema (4.8) tiene la forma:

que al aplicar la transformación , es equivalente a la ecua-
ción (4.9), con lo cual las soluciones de esta última vienen dadas por:
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Entonces, aplicando el Lema 1 del artículo Darboux Integrals for Schrö-
dinger Planar Vector Fields via Darboux Transformations, obtenemos que la 
integral primera del sistema (4.8) tiene la forma:

entonces,

Ahora, para encontrar la integral primera del sistema (4.7), se debe notar 
que la foliación del sistema (4.8) es:

la cual se relaciona a través de la transformación:

Por tanto, reemplazando se obtiene:

luego de simplificar se obtiene la integral primera.
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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es proponer el estudio de las bifurca-
ciones transcríticas de una familia cuadrática multiparamétrica asociada 
al siguiente sistema:
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(Véanse [1], [2], [3] para estudios previos de esta familia).

Inicialmente, se hace una investigación sobre las familias cuadráticas 
multiparamétricas equivalentemente afines al sistema diferencial polino-
mial. Luego, se hace un estudio de cada familia en el plano finito, apli-
cando tópicos de la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales (véanse 
[4], [7], [8], [9], [10]), para hallar sus puntos críticos, analizar su estabili-
dad y luego observar las bifurcaciones (véanse [4], [5]) presentes en una 
familia cuadrática multiparamétrica.

Después, se hace un estudio en el plano infinito utilizando la compactifi-
cación de Poincaré en cada familia dada por medio de cartas, con base en 
la proyección estereográfica de la esfera en el plano. Así, es posible obser-
var un mejor enfoque al estudiar el comportamiento de las trayectorias 
cercanas al infinito usando la llamada esfera de Poincaré.

Por último, se usan programas como P4 para ilustrar el comportamiento 
de cada familia en el plano infinito por medio del disco de Poincaré. Ade-
más, se utiliza el software GeoGebra para analizar de manera detallada las 
bifurcaciones presentes en una familia cuadrática multiparamétrica.

Introducción

El conocimiento y crecimiento de las ecuaciones diferenciales en el mun-
do surgieron de la misma forma en que se plantearon otras ramas de la 
matemática, a través de la necesidad que tenía el ser humano de resolver 
problemas físicos y matemáticos de acuerdo con sus investigaciones ya 
obtenidas. De aquí nace una nueva rama de la matemática que hoy en día 
es muy importante, las ecuaciones diferenciales.

A finales del siglo XVII, Isaac Newton, Gottfried Leibniz y los hermanos 
Jacob y Johann Bernoulli dieron paso a las ecuaciones diferenciales. Estas 
se utilizaron en la solución de problemas tanto geométricos como físicos. 
Posteriormente, Newton vio muy útil el uso de las ecuaciones diferencia-
les para la soluciones de varios problemas que anteriormente no se po-
dían solucionar. Sin embargo, el éxito de las ecuaciones diferenciales se 
debe en primer lugar a Henri Poincaré, quien introduce un enfoque cua-
litativo y desarrolla una serie de nuevas técnicas, expuestas en el Analysis 
Situs, un apéndice de Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, de 
donde se originan la geometría y la topología modernas.
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Los sistemas dinámicos son un área “joven” de las matemáticas, aunque 
se remontan a Newton, con sus estudios sobre mecánica celeste, y a Poin-
caré, quien inició el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales.

En este contexto, Poincaré concebía un sistema dinámico como un campo 
de vectores en el espacio fase y una solución como una curva tangente 
en cada punto a los vectores de dicho campo. Su mayor interés, que por 
aquel entonces eran los problemas de la mecánica celeste, lo llevó a en-
focarse en la descripción del retrato fase, es decir, de todo el conjunto 
de soluciones, así como en la estabilidad de las soluciones, que para él 
consistían en el análisis cualitativo de los resultados.

Hoy, más de cien años después de la muerte de Poincaré, los sistemas 
dinámicos son una de las ramas de mayor actividad en el mundo de las 
matemáticas. Por sus diferentes caminos han transitado ilustres mate-
máticos tales como S. Smale, Sinai, A. Douady, M. Herman, D. Sullivan, 
Andronov, Birkhoff, Kolmogorov, Liapunov, Lorenz, Moser, V. I. Ar-
nold, por mencionar solo algunos, quienes han nutrido con inmortales 
resultados a los sistemas dinámicos. Hoy en día, estos sistemas pueden 
explicar un sinnúmero de fenómenos en diversas áreas del conocimiento 
—y, desde luego, un gran número de problemas matemáticos—, desde el 
movimiento de un péndulo simple hasta el movimiento planetario.

Actualmente hay una “explosión” de esta área de estudio a nivel mun-
dial en muchos contextos diferentes. Una característica fascinante de los 
sistemas dinámicos es la profunda interacción que tienen con otras áreas 
de las matemáticas y del conocimiento, como la física, la química, la bio-
logía y la economía.

Para precisar el concepto de sistemas dinámicos, podemos decir que son 
el estudio de fenómenos deterministas, es decir, todo lo que se mueve, to-
dos los fenómenos en los que hay alguna magnitud que evoluciona con el 
tiempo. En términos matemáticos, un sistema dinámico es un par , 
donde  representa el contexto espacio temporal, es decir, el ambiente 
del sistema. Este se conoce como espacio de estados o espacio de fases. 
Por su parte,  es una aplicación del espacio de estados en el mismo, 
denominada también ley de evolución del sistema o ley de transición 
estados. El conjunto  es generalmente un variedad diferenciable (una 
superficie suave localmente).

Si queremos ser formales, podemos decir que un sistema dinámico es 
una familia infinita de funciones (homeomorfismos locales) de un espa-
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cio (métrico) en sí mismo, cerrada bajo composiciones, siempre que estas 
tengan sentido.

Como se mencionó antes, Poincaré dio inicio a la teoría cualitativa de 
ecuaciones diferenciales, proponiendo la descripción del retrato de fase 
de una ecuación diferencial, la cual es una herramienta valiosa en el estu-
dio de las ecuaciones. La configuración de las curvas en el espacio de fase 
revela información sobre la existencia de atractores, repulsores y ciclos 
límite.

Además, Poincaré desarrolla un concepto teórico muy importante, el ma-
peo de retorno o el Teorema de la Región Anular, el cual se transformó en 
1901 en el famoso Teorema de Poincaré-Bendixson gracias a la contribu-
ción del matemático Ivar Otto Bendixson. 

Así, las soluciones en las cuales estamos realmente interesados son aque-
llas que llamamos singulares (asociadas a puntos críticos, órbitas perió-
dicas), pues bajo condiciones de compatibilidad, cualquier otra solución 
tiende hacia un conjunto de curvas singulares, llamadas conjunto límite. 
Por lo tanto, el retrato fase se determina por el carácter y la configuración 
de las soluciones singulares.

Después de haberse establecido una teoría para el análisis cualitativo de 
los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales, se demostró que esta 
se podía aplicar a los sistemas no lineales. Los sistemas cuadráticos son 
uno de los más simples ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales y 
también presentan la mayoría de las dificultades de los sistemas no linea-
les en general. Solo hasta 1987 se logró demostrar que, dado un sistema 
cuadrático, este tiene un número finito de ciclos límite.

El estudio de la teoría cualitativa es de vital importancia para los sistemas 
dinámicos, puesto que brinda una visualización del comportamiento de 
ciertas curvas alrededor de diversos puntos críticos del sistema, además 
permite modelar fenómenos de la naturaleza.

Preliminares

En esta primera parte se describen los preliminares que a nuestra con-
sideración son necesarios para que cualquier lector pueda entender de 
mejor manera todas las secciones que conforman el presente trabajo de 
investigación.
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Definición: Un sistema polinomial en el plano de grado n está dado por:

donde  (conjunto de los polinomios en dos variables) y n es 
el grado absoluto de los polinomios P y Q.

Definición: El campo vectorial polinomial asociado al sistema está dado 
por , el cual también se puede escribir como:

Definición: Una foliación de un campo vectorial polinomial está dada 
por:

Definición: Dado el sistema inicial, el punto  es un punto 
crítico del sistema si  y . Además, en ellos la 
solución del sistema es constante.

Definición: Un sistema no lineal es de la forma:

donde  y  es un subconjunto abierto de .

Definición: Un punto  es un punto crítico del sistema no lineal si 
. Un punto crítico  es hiperbólico si ninguno de los valores 

propios de la matriz  tiene parte real cero. El sistema no lineal con 
la matriz  se denomina la linealización del sistema en .

Teoremas para la singularidad en el plano finito

Teorema de los puntos singulares hiperbólicos.

Sea  una singularidad aislada del campo vectorial:
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donde  y  son analíticas en una vecindad del origen y tienen expansio-
nes en series que comienzan con términos de grado dos en  e . Decimos 
que  es una singularidad no degenerada si . Sean  y 

 los valores propios de , entonces:

}} Si  son reales y  , entonces  es punto silla, 
cuyas separatrices tienden a  en las direcciones dadas por los 
vectores propios asociados con  y .

}} Si  son reales y   , entonces  es un nodo. Si  
(  ), entonces es inestable (estable).

}} Si  y  con , entonces  es un 
un foco. Si  o , entonces es inestable (estable).

}} Si  =  y  =- , entonces  es un centro lineal, topólgica-
mente un foco o un centro.

Para un estudio más detallado de la temática, véase [10, p. 71].

Teorema de los puntos singulares nilpotentes. 

Sea  una singularidad aislada del sistema:

donde  e  son analíticas en una vecindad del origen y tie-
nen expansiones que comienzan con términos de segun-
do grado en  e . Sea  una 
solución de la ecuación  en una vecin-
dad de , y supongamos que tiene la siguiente expan-
sión de serie de la función  y 
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, donde , , y 
, entonces:

}} Si , entonces el retrato de fase de  está dado 
por la Fig.2.2 del teorema en [9, p. 116] (a).

}} Si  y  para  con  y , 
entonces el retrato de fase de  está dado por la Fig. 2.2 del teore-
ma en [9, p. 116] (b o c).

}} Si  y  para  con  y : 

i.	 Si  es impar y , entonces el origen de  es una silla 
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (d) y si , en-
tonces es un centro o un foco como en la Fig. 2.2 del teorema 
en [9, p. 116] (e-g). 

ii.	 Si  es par, entonces el origen de  es una cúspide como en la 
Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (h).

}} Si  y  con , , 
, ,  y : 

i)	 Si  es par y 
i.a) , entonces el origen de  es una cúspide 
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (h). 
i.b) , entonces el origen de  es un nodo-silla 
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (i o j). 

ii)	 Si  es impar y , entonces el origen de  es una silla 
como en la Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (d). 

iii)	 Si  es impar,  y 
iii.a) , o  y , 
entonces el origen de  es un centro o un foco como en la 
Fig. 2.2 del teorema en [9, p. 116] (e-g). 
iii.b)  es impar y  o  y 

, entonces el origen de  consiste en 
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un sector hiperbólico y un sector elíptico como en la Fig. 
2.2 del teorema en [9, p. 116] (k). 
iii.c)  es par y  o  y 

, entonces el origen de  es un nodo, 
atractor si  o repulsor si  como en la Fig. 2.2 del 
teorema en [9, p. 116] (l y m).

Para un estudio más detallado de la temática, véase [9, p. 116].

Teorema de la variedad estable.

El Teorema de la variedad estable es uno de los resultados más importantes 
en la teoría cualitativa local de las E.D.O. Este teorema muestra que, cerca 
de un punto de equilibrio hiperbólico , el sistema no lineal tiene una 
variedad estable e inestable  y  tangente a .

Sea  un subconjunto de  conteniendo el origen, sea  y sea 
 el flujo del sistema no lineal. Suponga que  y que  

tiene  valores propios con parte real negativa y  valores propios 
con parte real positiva. Entonces, existe una variedad k-dimensional  
tangente al subespacio estable  del sistema  en  tal que para 
todo ,  y para todo .

y existe una variedad   dimensional diferenciable tangen-
te al subespacio inestable  de  en  tal que para todo , 

 y para todo .

Para un estudio más detallado de la temática, véase [8, p. 105]. 

Observemos que si  y , entonces el sistema puede es-
cribirse como:
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donde , , ,  y 
. Además, hay una matriz  invertible tal que:

donde los valores propios  de la matriz  de  tienen 
parte real negativa y los valores propios  de la matriz  de 

 tienen parte real positiva.

Tomando , el sistema entonces tiene la forma:

donde .

Luego, la solución de la ecuación integral es:

satisface:

Además, le da un esquema iterativo para computación de la solución:

Para un estudio más detallado de la temática, véanse [7, p. 51] y [9, p. 
314].
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Bifurcaciones

Anteriormente hemos dado las diferentes definiciones y teoremas para el 
estudio cualitativo sobre una familia cerca de sus puntos críticos. En caso 
contrario, es necesario hacer un análisis propio del sistema.

Sea el siguiente sistema, considerando que ahora depende de un paráme-
tro , de la forma:

donde  es una función que depende continuamente tanto de  como del 
parámetro . Si un cambio suave en  produce un cambio cualitativo o 
topológico en el comportamiento del sistema plano, se dice que ha ocu-
rrido una bifurcación.

Las bifurcaciones pueden clasificarse como locales o globales:

}} Una bifurcación local ocurre cuando el cambio en el parámetro 
causa un cambio en la estabilidad de un punto de equilibrio.

}} Es claro que las bifurcaciones locales se presentan cuando el sis-
tema linealizado en una vecindad de un punto crítico tiene valor 
propio con parte real que pasa por . Esto es, una bifurcación local 
ocurre en  siempre que  tenga un valor propio 
con parte real nula. Las bifurcaciones locales pueden determinar-
se a través del estudio de la estabilidad del sistema.

}} En contraste, las bifurcaciones globales no dependen de la estabi-
lidad local pues se rehacen a cambios cualitativos en el comporta-
miento dentro de conjuntos invariantes más grandes, como lo son 
los ciclos límite o las trayectorias que se extienden una distancia 
grande.

Tipos de bifurcaciones.

Existen muchos tipos de bifurcaciones. Sin embargo, no todos están cla-
sificados. En general, las bifurcaciones se clasifican por el cambio de esta-
bilidad en puntos de equilibrio hiperbólicos, en los ciclos límite hiperbó-
licos o cambios en ambas variantes al tiempo debidos a la modificación 
de un parámetro.
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Bifurcaciones de codimensión uno: Estas bifurcaciones requieren de la va-
riación de un solo parámetro para darse en el sistema. Todas presentan 
una forma normal, es decir, un sistema topológicamente equivalente, ya 
sea local o global al sistema inicial. Para obtener la forma normal de cada 
una, en la teoría se realizan cambios de variable topológicamente equiva-
lentes específicos en cada caso. En este trabajo solo se mostrará la forma 
normal.

Bifurcación transcrita: En una bifurcación transcrita, un punto crítico exis-
te para todo valor del parámetro , pero intercambia su estabilidad con 
otro punto crítico luego de la “colisión” entre ellos.

Bifurcación silla-foco-silla: Estas bifurcaciones ocurren cuando hay un cam-
bio de parámetro en el que dos puntos críticos, una silla, colapsan en un 
foco y posteriormente recuperan su estabilidad original.

Para un estudio más detallado de la temática, véanse [7, p. 51] y [9, p. 
314].

Estudio de singularidades en el infinito

Para estudiar el comportamiento de las trayectorias de un sistema dife-
rencial cerca del infinito es posible utilizar una compactificación. Una de 
las posibles construcciones se basa en la proyección estereográfica de la 
esfera en el plano, en cuyo caso un único “punto en el infinito” está unido 
al plano.

Un mejor enfoque para estudiar el comportamiento de trayectorias cer-
canas al infinito es usar la llamada esfera de Poincaré. Esta esfera tiene la 
ventaja de que los puntos singulares en el infinito se extienden a lo largo 
del ecuador de la esfera y, por lo tanto, son de una naturaleza más simple 
que los puntos singulares de la esfera de Bendixson. Sin embargo, algu-
nos de los puntos singulares en el infinito en la esfera de Poincaré pueden 
ser muy complicados.

Consideremos en  la esfera  
y el plano , que es tangente a  en el punto 

. Sea  una recta que pasa por el origen  y un punto  de , 
entonces  intercepta  en dos puntos  y , donde el primero está en el 
hemisferio abierto superior  y el segun-
do está en el hemisferio abierto inferior .
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Luego, las expresiones para  en la carta local  están dadas 
por:

La expresión para  es:

y para  es:

donde  es el máximo grado del polinomio.

Para un estudio más detallado de la temática, véase [9, p. 151].

Estudio de las familias

En este trabajo se propone el estudio del caso cuadrático asociado al sis-
tema con , dado por:

Con  y .

Entonces, el sistema principal puede escribirse como:
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Inicialmente hallamos los casos cuadráticos de las familias equivalente-
mente afines al sistema, considerando casos específicos. Luego procede-
mos a estudiar la estabilidad de los puntos críticos en el plano finito, su 
variedad estable, la existencia de bifurcaciones y, por último, el compor-
tamiento de los puntos críticos en el plano infinito.

Reducción a 5 familias I, II, III, IV, V

Proposición: Para  y , los sistemas cuadráti-
cos asociados al sistema principal son equivalentemente afines a las si-
guientes familias:

}} Para  ,  y .

}} Para  ,  y .

}} Para ,  y .

}} Para  ,  y .

}} Para ,  y .
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Prueba. Analizaremos cada subfamilia, de donde obtendremos las dife-
rentes posibilidades para las constantes  y , sean iguales a . A con-
tinuación, algunos casos de la demostración:

}} Para ,  y .

Observamos 2 casos:

Caso 1: si , entonces .

Caso 2: si , entonces .

Así, en este caso nos queda el sistema asociado:

}} Para ,  y .

Observamos que el . Así,

Caso 1: si el , entonces ; por lo tan-
to, .

Caso 2: si el , entonces  y .

Así, en este caso nos queda el sistema asociado:

}} Para ,  y .

Observamos que el .

Caso 1: si el , entonces ; así, 
.

Caso 2: si el , entonces ; así, 
.
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Por lo tanto, esta familia no tiene caso cuadrático asociado.

}} Para ,  y .

Observamos que el 

Caso 1: si el , entonces ; así, 
.

Caso 2: si el , entonces ; así, 
.

Caso 3: si el , entonces nos devolvemos 
al razonamiento en la Familia I. Así, haciendo , entonces 

, pero tenemos un término de  y ya este caso se-
ría cúbico. Igual razonamos para cuando sea  y . Por lo 
tanto, esta familia no tiene caso cuadrático asociado.

Plano finito

En esta sección se analiza la estabilidad de los puntos críticos de las di-
ferentes familias en el plano finito utilizando los diferentes tópicos ante-
riormente descritos.

Familia I 

Proposición: El punto  es una cúspide.

Prueba. Los puntos críticos asociados a la Familia I son . La 
matriz jacobiana del sistema es:

luego,

Así, vemos que . Luego, aplicando el Teorema de los puntos sin-
gulares nilpotentes, sea  la solución de , donde 
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, entonces . Por otro lado, tenemos que . 
Así, obtenemos que  y , entonces  y . 
Por lo tanto, el origen de la Familia I es una cúspide. 

Familia II

Proposición:  es una recta de puntos críticos.

Prueba.  es una recta de puntos críticos asociados a la Fa-
milia II. Así, vemos una aproximación del sistema por variable 
separable:

, donde  es una constante.

Familia III 

Proposición:  es una recta de puntos críticos.

Prueba.  es una recta de puntos críticos asociados a la Fa-
milia III. Así, vemos una aproximación del sistema por variable 
separable:

, donde  es una constante.

Familia IV

Proposición:

Si , entonces  es un nodo estable si  e inestable 

si , y  es una silla.

Si , entonces  es un foco estable si  e inestable si 

, y  es una silla.

Prueba. Los puntos críticos asociados a la Familia IV son:  y 

. Ahora, sea  y la matriz jacobiana del sistema:
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luego,

y,

}} Para  los valores propios son:

 y . Aplican-
do el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, obtenemos que 

. Por lo tanto,  es un nodo estable si  e inesta-
ble si .

Ahora, para  los valores propios son: 

 y . Aplican-

do el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, obtenemos que 

, entonces  es un punto silla.

}} Si , para  los valores propios son:

 y . Aplicando el Teorema de los 

puntos singulares hiperbólicos, obtenemos que  es un foco si 

 inestable y  estable.

Ahora, para  los valores propios son:
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 y . Aplicando el Teorema de 

los puntos singulares hiperbólicos, obtenemos que , enton-

ces  es un punto silla.

Familia V

Antes de mostrar la siguiente proposición, definimos las siguien-
tes regiones:

Notamos que . Ahora, en  consideramos los siguientes 
subconjuntos:
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Proposición: Dada la Familia V con , entonces:

}} Si  y , entonces el punto crítico  es un foco 
inestable y el punto crítico  es una silla. Si , entonces 
el punto crítico  es una silla y el punto  es un nodo 
estable.

}} Si  y , entonces el punto crítico  es un 
nodo inestable y el punto  es una silla.

}} Si  y , entonces el punto crítico  es un foco 
estable y el punto crítico  es una silla. Si , entonces el 
punto crítico  es un foco inestable y el punto crítico  
es un nodo inestable.

Prueba. Sea , entonces los puntos críticos asociados a la Fa-
milia V son:  y . Luego, la matriz 9 es:

luego,

Para  los valores propios son:

Ahora, para  tenemos que:
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Con valores propios:

}} Si  tal que . Para  tenemos que 

, entonces aplicando el Teorema de los puntos singulares 

hiperbólicos, obtenemos que el punto crítico  es un nodo ines-

table si  y una silla si .

Ahora, para  tenemos que 

, entonces:

—— Si , vemos que , entonces aplicando el Teore-
ma de los puntos singulares hiperbólicos, vemos que el punto crí-
tico  es una silla. Si , , entonces el punto 
crítico es un nodo estable.

—— Si  y , entonces el punto crítico 
 es un foco estable.

—— Si  y , entonces el punto crítico  es 
un nodo estable.

}} Si  tal que , entonces si . Para 
 , luego el punto crítico  es un nodo ines-

table. Luego, notamos que si , entonces esto corresponde a la 
Familia I. Ahora, para , si  tal que , 
ademas . Luego, aplicando el Teorema de los puntos sin-
gulares hiperbólicos, el punto crítico  es una silla.



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s128 

}} Si  tal que si , entonces . Para 
 los valores propios son  y 

. Luego, aplicando el Teorema de los pun-
tos singulares hiperbólicos, el punto crítico  es un foco ines-
table. Ahora, para  vemos que , tal que para 

 tenemos que . Luego, . Así, apli-
cando el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, tenemos que 
el punto crítico  es una silla.

Proposición: Dada la Familia V con , entonces: 

}} si  y , entonces el punto crítico  es una 
silla. Si , entonces el punto crítico  es un nodo estable.

}} Si  y , entonces el punto crítico  es un 
nodo inestable.

}} Si  y , entonces el punto crítico es un foco ines-
table. Si , entonces el punto crítico  es un foco estable.

Prueba. Con , la Familia V tiene la forma:

Aquí, vemos que el único punto crítico asociado al sistema  es . 
Entonces, la matriz Jacobiana del sistema evaluada en el punto crítico es:

Para  los valores propios son:
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}} Si  tal que , tenemos que . 
Entonces, aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, 
si  el punto crítico  es una silla y si  y  el 
punto crítico  es un nodo estable.

}} Si  tal que , tenemos que . 
Aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, el punto 
crítico  es un nodo inestable.

}} Si  tal que , tenemos que 
 y . Entonces, 

aplicando el Teorema de los puntos singulares hiperbólicos, si  
el punto crítico  es un foco inestable y si  y  el 
punto crítico  es un foco estable.

Ahora veremos la variedad estable asociada a la Familia IV y la Familia 
V.

Proposición: La variedad estable asociada a la Familia IV en el punto 

 es:

Prueba. Veamos la estabilidad de la Familia IV en el punto . 

Aplicando el Teorema de la variedad estable, observemos los valores pro-

pios de la matriz jacobiana de la Familia IV evaluada en el punto .

Sea  y 
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entonces,  y ,
 

		   , , ,

luego, 

Por lo tanto, podemos aproximar por . Entonces, la variedad 
estable puede aproximarse por:
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como . Del mismo modo podemos obtener la inestable:

Proposición: La variedad estable asociada a la Familia V:

}} Para  en el punto  es:

	

}} Para  en el punto  es:

	
Prueba. 

a)	 Veamos la estabilidad de la Familia V para  en el pun-
to  aplicando el Teorema de la variedad estable, observe-
mos los valores propios de la matriz jacobiana de la Familia 
V evaluada en el punto .

		

Sea  y 

entonces,  y , 

		
 , , ,

luego,
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Por lo tanto, podemos aproximar por . Entonces, la variedad 
estable puede aproximarse por:

como . Del mismo modo podemos obtener la inestable:

b) Veamos la estabilidad de la Familia V en el punto , esto es, 
cuando :



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 
diferenciales multiparamétricos  133

Sea  y 

entonces,  y , 

		
 , , ,

luego,

Por lo tanto, podemos aproximar por . Entonces, la variedad 
estable puede aproximarse por:



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s134 

como . Del mismo modo podemos obtener:

Bifurcaciones

En esta sección analizaremos el estudio de las bifurcaciones de la Familia 
V.

Familia V

Proposición: Sean los conjuntos  y , ellos son bifurcaciones 
transcríticas del sistema Familia V.

Prueba. Sean  y  de la proposición de la esta-
bilidad de los puntos críticos en el plano finito de la Familia V. 
Si , entonces  es una silla y  es un foco inesta-
ble. Cuando ,  y  colapsan en un punto crítico, 
cuyo punto es una cúspide. Luego, cuando ,  es un 
foco inestable y  es una silla. El mismo comportamiento ocurre 
cuando observamos que , entonces  y, 
finalmente, .

Ahora, sean  y  de la proposición de la esta-
bilidad de los puntos críticos en el plano finito de la Familia V. 
Si , entonces  es una silla y  es un foco estable. 
Cuando ,  y  colapsan en un punto crítico, cuyo 
punto es una cúspide. Luego, cuando ,  es un foco 
estable y  es una silla. El mismo comportamiento ocurre cuan-
do observamos que , entonces  y, final-
mente, .
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Por lo tanto, los conjuntos  y  son bifurcaciones transcríticas 
de la Familia V.

Proposición: El conjunto  es una bifurca-
ción silla-foco-silla para la Familia V.

Prueba. Por la proposición de la estabilidad de los puntos crí-
ticos en el plano finito de la Familia V, si , el 
punto  es un foco estable y  es una silla. Ahora, cuando 

 por la proposición de 
la Familia V cuando ( ),  y  colapsan en un foco inesta-
ble cuando  va al conjunto . Luego,  y  aparecen de 
nuevo como un foco estable y una silla respectivamente. 

Proposición: El conjunto  es una bifurca-
ción silla-foco-silla para la Familia V.

Prueba. Por la proposición de la estabilidad de los puntos críti-
cos en el plano finito de la Familia V, si , el pun-
to  es un foco inestable y  es una silla. Ahora, cuando 

 por la proposición de 
la Familia V cuando ( ),  y  colapsan en un foco estable 
cuando  va al conjunto . Luego,  y  aparecen de 
nuevo como un foco inestable y una silla respectivamente. 

Proposición: Sean los conjuntos  y  bifurcaciones locales de 
la Familia V.

Prueba. Sea  de la proposición de la estabilidad de los 
puntos críticos en el plano finito de la Familia V. Si , 
entonces  es un nodo estable. Ahora, cuando , el 
punto  es un nodo inestable. Por lo tanto, las regiones  y  
son bifurcaciones locales de la Familia V.

Proposición: Sean los conjuntos  y  bifurcaciones locales de 
la Familia V.
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Prueba. Sea  de la proposición de la estabilidad de los 
puntos críticos en el plano finito de la Familia V. Si , 
entonces  es un nodo inestable. Ahora, cuando , 
el punto  es un nodo estable. Por lo tanto, las regiones  y  
son bifurcaciones locales de la Familia V.

A continuación se pueden observar los puntos críticos de la Fami-
lia V y su estabilidad de acuerdo con la región del espacio en la 
que se encuentren.

Figura 5.1. Cuando c > 0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 5.2. Cuando c = 0

Fuente: elaboración propia.

Figura 5.3. Cuando c > 0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 5.4. Subconjuntos c < 0

Fuente: elaboración propia.

Figura 5.5 Subconjuntos c > 0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 5.6. Espacio

Fuente: elaboración propia.

Plano infinito

En esta sección se analiza la estabilidad de los puntos críticos de las di-
ferentes familias en el plano infinito utilizando la compactificación de 
Poincaré definida anteriormente.

Familia I

En la Carta  el sistema asociado a la Familia I es:

El sistema anterior no tiene puntos críticos en el infinito.

En la Carta  el sistema asociado a la Familia I es:
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Proposición: El punto  es un nodo estable si  e inestable si 
.

Prueba. El punto crítico del sistema anterior es . La matriz jaco-
biana del sistema es:

luego,

Así, . Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nilpotentes, sea 
 la solución de , donde , en-

tonces . Por otro lado, tenemos que . Así obtene-
mos que  y , entonces , , 
,  y ; además,  . Por lo tanto, el ori-
gen del sistema anterior en el plano infinito tiene un nodo atractor si  
y un nodo repulsor si .

Para examinar una ilustración detallada del sistema sobre la esfera de 
Poincaré, véase la gráfica de la Familia I en la sección Retratos de fase glo-
bal más adelante.

Familia II

En la Carta  el sistema asociado a la Familia II es:

El sistema anterior no tiene puntos críticos en el infinito.

En la Carta  el sistema asociado a la Familia II es:
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Proposición: El punto  tiene un sector hiperbólico y un sector elíp-
tico.

Prueba. El punto crítico asociado al sistema anterior es . La ma-
triz jacobiana del sistema es:

luego,

Así, . Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nil-
potentes, sea  la solución de , donde 

, entonces . Por otro lado, tenemos que 
. Así obtenemos que  y , 

entonces  y . Por lo tanto, el origen del sis-
tema anterior en el plano infinito tiene un sector hiperbólico y un sector 
elíptico.

Para examinar una ilustración detallada del sistema sobre la esfera de 
Poincaré, véase la gráfica de la Familia II en la sección Retratos de fase 
global más adelante.

Familia III

En la Carta  el sistema asociado a la Familia III es:

El sistema anterior no tiene puntos críticos en el infinito.

En la Carta  el sistema asociado a la Familia III es:
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Proposición: El punto  tiene un sector hiperbólico y un sector elíp-
tico.

Prueba. El punto crítico asociado al sistema anterior es . La ma-
triz jacobiana del sistema es:

luego,

Así, . Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nil-
potentes, sea  la solución de , donde 

, entonces . Por otro lado, tenemos que 
. Así obtenemos que  y , 

entonces  y . Por lo tanto, el origen del sis-
tema anterior en el plano infinito tiene un sector hiperbólico y un sector 
elíptico. 

Para examinar una ilustración detallada del sistema sobre la esfera de 
Poincaré, véase la gráfica de la Familia III en la sección la sección Retratos 
de fase global más adelante.

Familia IV

Haciendo una sustitución de .

En la Carta  el sistema asociado a la Familia IV es:
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El sistema anterior no tiene puntos críticos en el infinito.

En la Carta  el sistema asociado a la Familia IV es:

Proposición: El punto  es un nodo estable si  e inestable si 
.

Prueba. El punto crítico asociado al sistema anterior es . La ma-
triz jacobiana del sistema es:

luego,

Así, . Luego, aplicando el Teorema de los puntos singulares nilpo-

tentes, sea  una solución de , entonces sea 

 una aproximación a la solución por series de 

Taylor. Además, tenemos que , en-

tonces  y . Así, , ,

 y . Por lo tanto, el origen en el plano infinito es un nodo 

estable si  e inestable si . 

Para examinar una ilustración detallada del sistema sobre la esfera de 
Poincaré, véase la gráfica de la Familia IV en la sección la sección Retratos 
de fase global más adelante.
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Familia V

Haciendo una sustitución de .

En la Carta  el sistema asociado a la Familia V es:

El sistema anterior no tiene puntos críticos en el infinito.

En la Carta  el sistema asociado a la Familia V es:

Proposición: El punto  es un nodo estable si  e inestable si 
.

Prueba. El punto crítico asociado al sistema anterior es . La ma-
triz jacobiana del sistema es:

luego,

Así, . Luego, aplicando el aplicando el Teorema de los puntos singu-
lares nilpotentes, sea  una solución de , entonces 
sea  una aproximación a la solución por series de 
Taylor. Además, tenemos que , enton-
ces  y . Así, , ,  y 



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 
diferenciales multiparamétricos  145

. Por lo tanto, el origen en el plano infinito eun nodo estable si 
 e inestable si . 

Para examinar una ilustración detallada del sistema sobre la esfera de 
Poincaré, véase la gráfica de la Familia V, cuando  y  en la 
sección Retratos de fase global más adelante.

Retratos de fase global

A continuación, podemos observar el retrato de fase de cada familia cua-
drática multiparamétrica.

Figura 5.7. Retratos de fase de familias I, II, III, IV y IV

Familia I Familia II
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Familia III Familia IV

Familia V, . Familia V, .

Fuente: elaboración propia.
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Capítulo 6
Retrato de fase global y diagrama 
de bifurcación para un sistema 
lineal multiparamétrico
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Resumen

En el presente capítulo estudiamos la dinámica global de un sistema li-
neal multiparamétrico; para ello tenemos en cuenta los diferentes cam-
bios que presentan estos parámetros. Primero, encontramos las diferen-
tes superficies paramétricas en las que se divide el espacio, en las cuales 
se define la estabilidad del punto crítico. Luego, creamos el diagrama 
de bifurcación para clasificar las diferentes bifurcaciones que se presen-
tan en el sistema. Por último, determinamos y clasificamos los puntos 
críticos en el infinito, teniendo en cuenta la forma canónica de la esfera 
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de Poincaré, y así obtenemos el retrato de fase global del sistema lineal 
multiparamétrico.

Introducción

Los sistemas de ecuaciones diferenciales, como es bien conocido, mode-
lan una gran cantidad de situaciones matemáticas, físicas y de ingeniería, 
entre otras. Así, varios problemas de ingeniería, ciencias sociales y cien-
cias básicas se pueden expresar como sistemas autónomos.

							       (6.1)

Donde  es una función continuamente diferenciable. En ge-
neral, no siempre es posible resolver el problema no lineal dado en la 
ecuación (6.1), así que es importante tener información cualitativa del 
comportamiento local de las soluciones de equilibrio. En particular, el 
teorema de Hartman Grobman (véase [5]) prueba que el comportamiento 
local de un punto de equilibrio  en el sistema no lineal es topológica-
mente equivalente al comportamiento del sistema lineal:

							      (6.2)

cerca del origen, donde la matriz . Por este motivo, el estu-
dio de la dinámica de las soluciones cercana al origen en (6.2) es impor-
tante desde el punto de vista teórico y práctico. Ahora bien, el compor-
tamiento cualitativo de las soluciones de (6.2) cerca al origen recae en los 
valores propios de la matriz , que a su vez nos remiten a las superficies 
paramétricas.

Es así como en el sistema diferencial lineal multiparamétrico, el flujo o 
la estructura de las órbitas en vecindades de su punto crítico se pueden 
ver afectados por el comportamiento en las superficies paramétricas. 
Igualmente notamos que, al cambiar estas superficies paramétricas, las 
propiedades de estabilidad del punto crítico se ven afectadas. Es decir, 
ocurre una bifurcación para ciertos valores de los parámetros. Podemos 
encontrar resultados recientes sobre bifurcación en sistemas diferenciales 
polinomiales en [6] y [7].
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Para el análisis del sistema diferencial lineal multiparamétrico utilizamos 
las diferentes técnicas estudiadas en [3], [4] y [5], las cuales tienen antece-
dentes de estudios en [1] y [2]. Calculamos los estados estacionarios del 
sistema tanto en el plano finito como en el infinito, analizando la estabi-
lidad en cada uno de ellos, finalizando con los retratos de fase global del 
sistema diferencial lineal multiparamétrico.

Preliminares

En esta sección enunciaremos algunos teoremas que utilizaremos para el 
estudio del sistema.

Teorema 2.1 ([3]). Puntos singulares semi-hiperbólicos. Sea (0,0) un punto 
singular aislado del campo vectorial  dado por:

					     (6.3)

donde  y  son analíticas en una vecindad del origen con 
 y . Sea  la 

solución de la ecuación  en una vecindad del punto 
); y, supongamos que la función  tiene la expre-

sión , donde  y . Entonces, siem-
pre existe una curva analítica invariante, llamada múltiple fuerte ines-
table, tangente en  al eje , en la que  se conjuga analíticamente con:

representa un comportamiento repelente, ya que . Además, las si-
guientes afirmaciones son válidas:

i) Si  es impar y , entonces  es topológicamente un 
punto silla. Tangente al eje  hay una curva  invariante única, 
llamada colector central, en la que  es  conjugado con:

para algún . Si esta curva invariante es analítica, entonces  
es  conjugado al anterior sistema. El sistema  es  conjuga-
do a:
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y es  conjugado con:

ii) Si  es impar y , entonces  es un nodo inestable. 
Cada punto que no pertenece al múltiple inestable fuerte se en-
cuentra en una curva  invariante, llamada múltiple central, 
tangente al eje  en el origen, y en la que  es conjugado  con-
jugado a:

para algunos . Todos estos colectores centrales son mutua-
mente infinitamente tangentes entre sí y, por lo tanto, a lo sumo 
uno de ellos puede ser analítico, en cuyo caso  es un conjugado 

 en el sistema anterior. El sistema  es  conjugado a:

y es  conjugado con:

iii) Si  es par, entonces  es un silla-nodo, es decir, un pun-
to singular cuya vecindad es la unión de un sector parabólico y 
dos sectores hiperbólicos. Cambiando  en , suponemos que 

. Cada punto a la derecha de la variedad fuertemente ines-
table (lado ) se encuentra en una curva  invariante, lla-
mada variedad central, tangente al eje  en el origen, y en la que 

 es  conjugado a:
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para algún . Todas las variedades centrales coinciden en el 
lado  y, por lo tanto, son infinitamente tangentes en el ori-
gen. Como máximo, una de estas variedades centrales puede ser 
analítica, en cuyo caso  es un conjugado . El sistema  es  
conjugado a:

y es  conjugado con:

Consideraremos el sistema polinomial diferencial:

				    (6.4)

donde .

Corolario 2.2 ([8], p. 230). Sea  la integral primera del sistema (6.4). Si 
 es no-constante en ningun conjunto abierto, entonces no existen ciclos 

límites.

Los siguientes teoremas permiten calcular los puntos críticos en el infini-
to para el sistema.

Teorema 2.3 ([4], 271). Los puntos críticos en el infinito para el sistema 
polinomial de grado  (6.4) ocurren en los puntos , en el ecua-
dor de la esfera de Poincaré, donde  

y

				    (6.5)

o de forma equivalente en los ángulos polares  y , que satisfacen  
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Esta ecuación tiene a lo más  pares de raíces  y , siendo 
 idénticamente igual a cero.

Teorema 2.4 ([4], p. 272). El flujo definido por (6.4) en una vecindad de 
cualquier punto crítico de (6.4), en el ecuador de la esfera de Poincaré , 
excepto en los puntos , es topológicamente equivalente al flujo 
definido por el sistema: 

los signos son determinados por el flujo en el ecuador de , tal como 
en (6.5). De forma similar, el flujo definido por (6.4) en una vecindad de 
cualquier punto crítico de (6.4), en el ecuador de la esfera de Poincaré , 
excepto en los puntos , es topológicamente equivalente al flujo 
definido por el sistema:

los signos son determinados por el flujo en el ecuador de , tal como en 
(6.5). 

Regiones paramétricas

Estas regiones nos permitirán determinar la estabilidad del sistema:

			   (6.6)

con .

Para hacer el estudio de este sistema de ecuaciones diferenciales, dividi-
remos  en las siguientes regiones:
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Proposición 6.1. La familia  es una partición de .

Prueba. En efecto ; además,  para  donde 
.

Definamos las siguientes regiones:

Proposición 6.2. La familia  es una partición de .

Prueba. En efecto,
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En forma análoga, tenemos que:

  ,

Así que

Además 

Por lo tanto,  es una partición de 
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Figura 6.1. Superficie paramétrica del sistema

Fuente: elaboración propia.

Proposición 6.3.  Dado el sistema diferencial (6.6), entonces:

}} Si ,  es el único punto crítico del sistema di-
ferencial (6.6).

}} Si , el sistema diferencial tiene infinitos puntos 
críticos.

Análisis de la estabilidad local del punto crítico

En esta sección estudiaremos la estabilidad del punto crítico del sistema 
diferencial (6.6), en las regiones donde .

En estas regiones,  es el único punto crítico, así que el jacobiano aso-
ciado al sistema diferencial (6.6) viene dado por:
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Lo valores propios asociados a la matriz jacobiana son:

Proposición 6.4. Si , entonces  es un nodo re-
pulsor.

Prueba. , entonces 
.

Como  y , 
se tiene que . Así que  es un nodo repulsor.

Proposición 6.5. Si , entonces  es un nodo atrac-
tor.

Prueba. , entonces 
.

Además, como  y 
, se tiene que .

Por lo tanto,  es un nodo atractor.

Proposición 6.6. Si , entonces  es un punto silla.

Prueba. , entonces .

Además, como  y 
, se tiene que .

Por lo tanto,  es un punto silla.

Proposición 6.7.  Dado , entonces  es un foco 
repulsor.
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Prueba. , entonces 
.

Así que  y 

Por lo tanto,  es un foco repulsor.

Proposición 6.8.  Dado , entonces  es un foco 
atractor.

Prueba. , entonces 
.

Así que  y 

Por lo tanto,  es un foco atractor.

Proposición 6.9. , entonces  es un centro.

Prueba. , entonces 
.

Así que  y 

Por lo tanto,  es un centro.

Análisis del sistema con infinitos puntos críticos

Proposición 6.10. , entonces el sistema tiene infinitos 
puntos críticos.

Prueba. , entonces  y 
, así que el sistema tiene infinitos puntos críticos.

Por otra parte, si , se tiene que , en-
tonces 

, luego .

Si , se tiene que , entonces .
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Figura 6.2. Proyecciones de superficies paramétricas

Fuente: elaboración propia.

Integrales primeras

Proposición 6.11. Dado el sistema diferencial (6.6), entonces:

}} Si , entonces  es una in-
tegral primera.

}} Si , , entonces:

es una integral primera, donde  y 

.

}} Si , , entonces:

, 

es una integral primera.
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}} Si , entonces  
es una integral primera.

Prueba. 

}} Si , el sistema nos queda de la siguiente forma:

					     (6.7)

Así que , luego , entonces 

 es una integral primera.

Por otra parte, si , se tiene que:

Sea , entonces , luego:

Además, .

}} Si , se tiene:

luego:

por lo tanto,

, luego
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es una integral primera, donde  y .

}} Si , se tiene:

luego:

entonces,

luego:

luego:

 

es una integral primera.

}} Si , 

Así que:
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por lo tanto:

entonces,

 luego  

es una integral primera.

Análisis de bifurcaciones

La información que tenemos al respecto del comportamiento de las tra-
yectorias de acuerdo con los valores propios podemos resumirla en un 
plano determinado por:  y .

Este plano nos ayuda a estudiar con  y , las relaciones que entre ellos 
determinan el comportamiento de las trayectorias del sistema lineal.

El plano  está dividido por los ejes ,  y la parábola 
, , que divide los casos  y .

Diagrama de bifurcación

La siguiente gráfica muestra los diferentes casos dependiendo de los pa-
rámetros  y . Se denomina diagrama de bifurcación:
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Figura 6.3. Diagrama de bifurcación

Fuente: elaboración propia.

Como puede verse en la figura, la superficie   
y , es una superficie de bifurcación.

Clases de bifurcaciones

Las bifurcaciones pueden ser locales o globales. Las bifurcaciones locales 
reflejan el cambio de estabilidad que sucede en el plano de fases, en las 
proximidades de una órbita periódica o de un punto fijo del sistema. Las 
bifurcaciones globales ocurren normalmente en mayores conjuntos inva-
riantes del sistema. Por lo tanto, no pueden ser detectadas exclusivamen-
te mediante el análisis de los puntos de equilibrio.

Las bifurcaciones locales ocurren solo cuando un cambio de los valores 
de los parámetros convierte el punto de equilibrio en no hiperbólico. Así, 
una forma sencilla de establecer cuándo ocurre una bifurcación local en 
el sistema (6.6) es determinando los valores de los parámetros en los cua-
les el jacobiano asociado al sistema tiene un autovalor cero o un par de 
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autovalores complejos puramente imaginarios. A continuación, detalla-
mos algunas de las diferentes bifurcaciones locales:

1. Bifurcación vertical: En la región , cuan-
do , las soluciones del sistema corresponden a focos atractores 
y confluyen al origen a medida que t aumenta, por lo que el origen es un 
punto de equilibrio estable tipo sumidero.

Cuando a + b = 0, todas las soluciones son periódicas, por lo que el origen 
es un centro.

Cuando a + b > 0, las soluciones del sistema corresponden a focos repul-
sores que parten del origen y se alejan de el a medida que t aumenta, por 
lo que el origen es un punto de equilibrio inestable, tipo fuente.

Para 

Figura 6.4. Superficie a2+b2+c>0 y 2ab-c<0 

Fuente: elaboración propia.

La función:
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es una integral primera que no es constante en ningún conjunto abierto, 
entonces por el Corolario 2.2, no hay ciclo límite para el sistema en esa 
región.

Figura 6.5. Bifurcación vertical

Fuente: elaboración propia.

En la superficie , el jacobia-
no asociado al sistema (6.6) tiene un valor propio igual a cero y pequeñas 
variaciones en sus parámetros; la estabilidad del punto crítico pasa de 
estable a inestable.
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Figura 6.6. Superficie B1

Fuente: elaboración propia.

En la superficie , 
el jacobiano asociado al sistema (6.6) tiene dos valores propios iguales a 
cero y con cambios pequeños en sus parámetros tenemos diversas situa-
ciones, dado que una vecindad de  contiene puntos en cada una de las 
siguiente regiones:
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Figura 6.7. Superficie B2

Fuente: elaboración propia.

Puede suceder, por ejemplo que de la superficie  pase a la superficie 
 y de ahí a la superficie , o de la superficie  pase a la superficie  

y de ahí a la superficie , o de la superficie  pase a la superficie  y 
de ahí a la superficie , o de la superficie  pase a la superficie  y de 
ahí a la superficie , o de la superficie  pase a la superficie  y de ahí 
a la superficie , o de la superficie  pase a la superficie  y de ahí a 
la superficie . Es decir, un foco atractor puede convertirse en un foco 
repulsor o en un nodo repulsor o en un punto silla o en un centro o en un 
nodo atractor.

La superficie  es una bifurcación para 
(6.6) porque separa los puntos críticos estables de los inestables.
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Figura 6.8. Superficie B

Fuente: elaboración propia.

Puntos críticos en el infinito

En esta sección estudiaremos los puntos críticos en el infinito para el sis-
tema (6.7) usando una compactificación de Poincaré.

Estudio en la carta 

El sistema en la carta :

			  (6.8)
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Lema 6.1.  Dado el sistema (6.8), se tiene que:

}} Si  y , entonces  es un punto si-
lla-nodo para el sistema.

}} Si  y , entonces  es un punto silla 
y  es un nodo atractor.

}} Si  y , entonces  es un nodo atrac-
tor y  es un punto silla.

}} Si  y , entonces  es un 
nodo atractor y  es un punto silla.

}} Si  y , entonces no existen puntos críti-
cos para el sistema.

}} Si  y , entonces  
es un punto silla y  es un nodo atractor.

}} Si  y , entonces   
es un nodo atractor y  es un punto silla.

}} Si ,  y , entonces 
 es un nodo atractor y  

es un punto silla.

}} Si ,  y , entonces 
 es un nodo atractor y  

es un punto silla.

}} Si ,  y , entonces no exis-
ten puntos críticos para el sistema.
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}} Si ,  y , entonces no exis-
ten puntos críticos para el sistema.

}} Si ,  y , entonces  
es un silla nodo.

Prueba.

}} Si , el sistema se reduce a:

Así que , luego .

Por lo tanto,  es un silla-nodo.

}} Si , el sistema se reduce a:

Los puntos críticos del sistema son  y . Luego, si ha-
cemos el estudio de cada punto usando las matrices jacobianas, se tiene 
que:

con valores propios  and . Es decir,  es un 
punto silla; además:

con valores propios  y ; es decir,  es un 
nodo repulsor.
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}} Si  y , los valores propios para  
son  y , entonces  es un nodo atractor y 

 es un punto silla.

}} Si , el sistema (6.8) resulta:

Los puntos críticos del sistema son  y 
el jacobiano asociado es:

Entonces,  es un nodo repulsor y  un 
punto silla.

}} Si  y , entonces la ecuación 
 no tiene soluciones reales, por lo tanto, 

no existen puntos críticos.

}} Si  y , entonces los puntos críticos del 
sistema son  y el jacobiano asociado es:

Los valores propios son  y . Por lo tanto, 
 es un punto silla y  es 

un nodo repulsor.

}} Si  y , entonces la matriz jacobiana y 
los valores propios son iguales que en el caso 6, pero, dadas las 
condiciones iniciales, se tiene que  es un 
nodo repulsor y  es un punto silla.
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}} Si ,  y , entonces la matriz 
jacobiana y valores propios son iguales que en el caso 6, pero, da-
das las condiciones iniciales, se tiene que  
es un nodo repulsor y  es un punto silla.

}} Si ,  y , entonces la matriz 
jacobiana y valores propios son iguales que en el caso 6, pero, da-
das las condiciones iniciales, se tiene que  
es un nodo repulsor y  es un punto silla.

}} Si ,  y , por la última con-
dición para el sistema no existen puntos críticos.

}} Si ,  y , para el sistema no 
existen puntos críticos.

}} Si ,  y , entonces el único 
punto crítico es . Si calculamos los valores propios aso-
ciados a las matriz jacobiana , estos son  y 

.

Haciendo el cambio de variables , el sistema topológi-
camente equivalente con punto crítico en el origen queda de la siguiente 
forma:

Así  y su solución , entonces el punto crítico es silla-nodo.

Estudio en la carta 

El sistema equivalente en la carta :
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		  (6.9)

Donde 

Proposición 6.12.  Dado el sistema (6.9), se tiene que:

}} Si  y , el sistema (6.9) tiene como único 

punto crítico .

}} Si  y , el sistema (6.9) no tiene puntos 
críticos.

}} Si  y , el sistema (6.9) no tiene pun-
tos críticos.

}} Si  y , el sistema (6.9) tiene dos pun-
tos críticos:

}} Si , el sistema (6.9) tiene dos puntos críticos:

Nota: Sean  y .

Proposición 6.13. Dado el sistema (6.9), entonces:

}} Si  y , entonces  es punto 
silla.
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}} Si  y , entonces  es nodo 

atractor y  es nodo repulsor.

}} Si  y , el sistema no tiene puntos críti-
cos.

}} Si  y , entonces  es nodo 
repulsor y  es nodo atractor.

}} Si  y , entonces  es nodo 
repulsor y  es nodo atractor.

}} Si ,  y , en-
tonces  es punto silla y  es nodo atractor.

}} Si ,  y , entonces  es 
punto silla y  es nodo atractor.

}} Si ,  y , entonces  es 
nodo repulsor y  es punto silla.

}} Si ,  y , en-
tonces  es nodo repulsor y  es punto silla.

}} Si  y , entonces  
es nodo repulsor.

Prueba. Iniciamos analizando el sistema (6.9) en cada una de la regiones 
establecidas:

}} Si  y , el sistema asociado es:
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Así que los valores propios de la matriz jacobiana en  son: 

; por lo tanto,  es pun-

to silla.

}} Si  y , el sistema asociado es:

Los valores propios de la matriz jacobiana en  son:

Así que  es un nodo atractor.

En forma análoga se tiene que:  y 

 son los valores propios de la ma-

triz jacobiana en .

Por lo tanto,  es un nodo repulsor.

Sean  y .
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El jacobiano en  es:

=

Los valores propios correspondientes son:

El jacobiano en  es:

=

Los valores propios correspondientes son:

}} Si  y , se tiene que 

, luego , así que 

 y .

Por lo tanto  es un nodo repulsor y  es un nodo atractor ya que  
y .

}} Si  y , se tiene que 

, así que  y , 

luego  es un nodo repulsor.

Por otro lado, en el punto  se tiene 
 y , así que  es un nodo 

atractor.

}} Si ,  y , en-
tonces:

Para : , por otro lado:
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, así que  es un nodo repul-
sor.

Para :  además , así que  es un 
nodo atractor.

}} Si ,  y  entonces:

Para : .

Como 

 y 

Luego ; por lo tanto,  es un 
punto silla.

Para :  además 

, así que  es un nodo atractor.

}} Si ,  y , entonces: 

Para :  y , 

luego  es nodo repulsor.

Para :  además:

 y 

 y 
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Luego ; por lo tanto,  es un 
punto silla.

}} Si ,  y , en-
tonces:

Para :  y ; 
por lo tanto,  es nodo repulsor.

Para :  además: 

Luego ; por lo tanto,  es un 
punto silla.

}} Si  y , entonces:

así que:

por lo tanto,
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Así que  es una familia de rectas que pasan por 

Por lo tanto,  es un nodo repulsor.

Retrato de fase global

En esta sección presentamos el retrato de fase global del sistema lineal 
multiparamétrico en cada una de las regiones paramétricas del espacio, 
de acuerdo con los resultados obtenidos en las secciones anteriores.

Figura 6.9. Región a2+b2+c>0, 2ab-c<0

Fuente: elaboración propia.

Figura 6.10. Región a2+b2+c>0, 2ab-c>0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 6.11. Región a2+b2+c=0, 2ab-c>0

Fuente: elaboración propia.

Figura 6.12. Región a2+b2+c<0, 2ab-c>0

Fuente: elaboración propia.

Figura 6.13. Región a2+b2+c=0, 2ab-c=0

Fuente: elaboración propia.
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Capítulo 7
Ciclos límites en un sistema 
multiparamétrico de la forma 
ẋ=1-x2+xy ẏ=β(1-x2+xy)+mxy
Jorge Rodríguez Contreras1,2

Alberto Reyes Linero3

Fiama Jiménez Ochoa4

Resumen

En este capítulo hacemos una contribución a algunos de los temas estu-
diados anteriormente, iniciado con la ecuación de Van Der Pol y la idea 
de ciclo límite de Poincaré, siempre con el uso de los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias en el plano. Inicialmente, basándonos en el 
trabajo de Su Guang-jan (véase también [14, p. 284]), demostramos que 
un sistema diferencial polinomial cuadrático perturbado:
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tiene como máximo dos ciclos límites. Es un hecho clave en la prueba que 
los sistemas cuadráticos con una recta invariante tienen como máximo 
un ciclo límite (véanse [9], [10]), demostrando primero que dicho sistema 
es equivalentemente afín a cuatro familias. También demostramos que la 
Familia IV (III en el caso ) es equivalentemente afín a:

Y, por último, probamos que es una familia rotatoria de campos vectoriales. 
Luego, estudiamos el comportamiento de las singularidades de las Fami-
lias I, II y III, tanto en el plano finito como en el infinito y la técnica del 
Blow-Up (véanse [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8]).  

Existencia de ciclos límites

Dados los sistemas:

					     				    (7.1)

				    (7.2)

Lema 7.1.  Los sistemas (7.1) y (7.2) tienen a lo más dos ciclos límites.

Prueba. 

Probaremos que para  estos sistemas tienen a lo más un ciclo límite. 
Sea ,  y , así que:

luego,
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Sea  y , así que:

Como en este último sistema  es un recta invariante, se tiene que 
este sistema tiene a lo más un ciclo límite. Así, los sistemas (7.1) y (7.2) en 
el plano  tienen a lo más un ciclo límite; por lo tanto, usando el Lema 
7.1 tenemos que a lo más tienen dos ciclos límites.

Singularidades en el plano finito

Proposición.

1.	 Si , se tiene que  es una curva de puntos 
críticos.

2.	 Si , los únicos puntos críticos son  y .

	 2.1. Si :

		  es un punto silla si .

		  es nodo repulsor si  y .

		  es un nodo atractor si  y .

		  es punto silla si .

	 2.2. Si :

 es un nodo repulsor si .

 es un nodo atractor si .

	 2.3. Si :
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 es un foco repulsor si .

 es un foco atractor si .

 es un foco débil estable si .

Prueba. 

La matriz Jacobiana en el punto  es:

De aquí podemos hallar sus valores propios:

Si . En el caso de que , se tienen dos raí-
ces de signos contrarios; por lo tanto,  es un punto silla. Si, por el 
contrario,  y , tenemos dos raíces positivas, así que 

 es un nodo repulsor.

Si , tenemos que , entonces  es un punto 
silla. Si  y , los valores propios son negativos, en-
tonces  es un nodo atractor.

Si . En el caso de que , tenemos 
dos valores propios positivos, así que  es un nodo repulsor. En el 
otro caso se tienen dos valores propios negativos, entonces  es un 
nodo atractor.

Si . En este caso tenemos que 

 y ; luego, 

si , se tiene que  es un foco repulsor, y en caso de 

que , tenemos que  es un foco atractor.
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Ahora probaremos que en el caso , el punto  es un 
foco débil estable.

Sea  y , entonces tenemos que:

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz jacobiana:

Como , tenemos que:

Sea:

así que:

entonces,

de aquí tenemos que:

dividiendo entre :
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La divergencia de este sistema en  es . 

También vemos que , , , ,  

y ; luego, , ,  y , 

y como . Por lo tanto,  es un 

foco débil inestable, luego  es un foco débil estable (ya que dividi-

mos el sistema entre ).

Singularidades en el infinito

Proposición. 

Sea :

entonces:

a)	  y  en la región .
b)	  y  en la región .
c)	  y  en la región .

donde:



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 
diferenciales multiparamétricos  189

Demostración.
a) 

Por lo tanto, , , , o sea que 

b) 

Por lo tanto, , , y , ası ́que .

c) 

Por lo tanto, :

Figura 7.1. Regiones

Fuente: elaboración propia.

En la carta 

El sistema nos queda de la siguiente forma:
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Proposición. 

a)	  es un nodo atractor e  es un punto silla, en la 
región .

b)	  es un punto silla e  es un nodo repulsor en la 
región .

c)	  es un nodo atractor e  es un nodo repulsor, en 
la región .

d)	  es un silla nodo en el caso de que . Donde,

Demostración. 

Para  se tiene que , luego 

 e ; de aquí,  e  son los 

únicos puntos críticos en el caso de que .

Sean:

luego, en la región  se tiene que  es un nodo atractor, ya que los 
valores propios son negativos y  es un punto silla, ya que sus va-
lores propios tienen signos opuestos. En  se tiene que  es punto 
silla y  es un nodo repulsor, ya que sus valores propios son negati-
vos. En  se tiene que  es nodo atractor y  es nodo repulsor.

En el caso de que , el sistema queda de la siguiente forma:

y la matriz jacobiana del sistema es:
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Sea , entonces ; así, el sistema nos queda de la si-
guiente forma:

dividiendo entre , se tiene que:

Así, del Teorema 1.3 de [15] se tiene que  entonces 
.

Figura 7.2. β+m-1>0 

Fuente: elaboración propia.
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Figura 7.3. β+m-1<0

Fuente: elaboración propia.

Si , no hay solución.

En la carta 

Proposición. El punto  es un nodo repulsor si  y un punto 
silla en el caso de que .

Demostración.

La matriz jacobiana:

Aplicando el Teorema 1.3 de [15], se tiene que . 
De aquí, , así que para  es un nodo repul-
sor y para  es un punto silla.
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Figura 7.4. Estabilidad

Fuente: elaboración propia.

Proposición.  La recta que conecta los dos puntos sillas nodos o los pun-
tos sillas en el infinito del sistema es una recta sin contactos.

Demostración.

Como:

Sea , donde  y , 
entonces:

ya que  y .

Entonces, , es una recta sin contacto; además, .
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Figura 7.5. Retratos de fase global

Fuente: elaboración propia.

Bifurcaciones

1. Conexión silla 

De la proposición, en  se tiene que  y  son sillas. Aho-
ra, en la Familia , sea , entonces el sistema nos queda de la 
siguiente forma:

Del sistema anterior y la Nota 1.8 de [8], las direcciones  de sus trayec-
torias satisfacen la siguiente ecuación:

que es equivalente a:

luego:
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Así que para:

Por lo tanto, en  existe una conexión de sillas.

Figura 7.5. Diagrama de bifurcación

Fuente: elaboración propia.

2. Bifurcación de Hopf

De la proposición, se tiene que para ,  es una bifur-
cación de Hopf.
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Figura 7.6. Diagrama de bifurcación y una familia 
biparamétrica Γ(m,β)  de ciclos límites

Fuente: elaboración propia.

3. Bifurcación homoclínica

De la proposición anterior, en  y  se tiene que 
 es un foco débil estable y que en  y 

 el punto  es un foco repulsor, luego en esta región 
existen ciclos límites, así que por la teoría de los campos rotatorios en la 
región

existe una curva  donde los ciclos límites son destruidos, así 
que en  hay una bifurcación homoclínica.

Figura 7.7. Diagrama de bifurcación homoclínica

Fuente: elaboración propia.
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4. Bifurcación silla-nodo

De la proposición, se tiene que para  y 
 hay una bifurcación silla-no-

do, donde  y 
 

y .

Figura 7.8. Diagrama de bifurcación silla-nodo

Fuente: elaboración propia.

Retratos de fase

El retrato de fase global del sistema es:
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Figura 7.9. Retrato de la fase global del sistema

Los retratos de fase global de cada posición son:

Figura 7.10. Retratos de fase global en cada posición
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Fuente: elaboración propia.
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Capítulo 8
Ciclos límites en un sistema 
multiparamétrico de la forma 
ẋ=1-x2+xy  ẏ=β(1-x2+xy)+mxy+sy2

Jorge Rodríguez Contreras1,2

Alberto Reyes Linero3

Fiama Jiménez Ochoa4

Resumen

En este trabajo de investigación usaremos el hecho de que un sistema 
diferencial polinomial cuadrático perturbado:

es equivalentemente afín a cuatro familias (véanse [9], [10]). 

En la Familia III dividimos el plano en tres regiones  para saber 
el comportamiento de las singularidades en el infinito.
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Además, realizamos el estudio de las diferentes bifurcaciones (véanse [1], 
[2], [7], [5], [6]) que aparecen en cada una de las familias I, II y III. Con 
base en los resultados del estudio del comportamiento de las singularida-
des y la primera parte de este, obtenemos el retrato de fase de cada una 
de estas familias.

Ciclos limites 

Dado el sistema

				    (8.1)

Lema 8.1. El sistema (8.1) tiene a lo más dos ciclos límites.

Prueba. 

Probaremos que para  estos sistemas tienen a lo más un ciclo 
límite. Sea ,  y , así que:

luego,

Sea  y , así que:

Como en este último sistema  es un recta invariante, se tiene que 
este sistema tiene a lo más un ciclo límite. Así, el sistema (8.1) en el plano 

 tiene a lo más un ciclo límite. Por lo tanto, usando el Lema 8.1, te-
nemos que a lo más se tienen dos ciclos límites.

Véanse antecedentes en [3], [4], [9], [10].



Estudio cualitativo y algebraico de sistemas 
diferenciales multiparamétricos  207

Singularidades en el plano finito

Lema 8.2.

a)	 Si , los únicos puntos críticos del sistema son  
y .

b)	 Si , entonces el sistema tiene cuatro puntos singu-
lares  y:

Estudio del punto singular .

En la siguiente proposición solo probaremos todo acerca de los puntos 
singulares  y , ya que ellos son singulares en cualquier re-
gión del plano .

Proposición 8.1.

1)	 Si 

1.1)	 Si , el punto  es un punto silla.

1.2)	 Si :

1.2.1) Si , el punto  es un nodo 
repulsor.

1.2.2) Si , el punto  es un nodo 
atractor.

1.2.3) Si  y  y , el punto  es un 
silla-nodo.
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2)	 Si :

2.1) Si , el punto  es un nodo repulsor.

2.2) Si , el punto  es un nodo atractor.

2.3) Si , el punto  tiene dos sectores hiper-
bólicos.

3)	 Si :

3.1) Si , el punto  es un foco repulsor.

3.2) Si , el punto  es un foco atractor.

3.3) Si :

3.3.1) Si , entonces el punto  es un foco 
débil estable.

3.3.2) Si , entonces el punto  es un foco 
débil inestable.

3.3.3) Si , entonces el punto  es un 
centro.

Demostración.

La matriz asociada al sistema en el punto  es:

Sus valores propios son:
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1)	 Si .
En el caso de que  se tienen dos raíces de signos opuestos; por lo 
tanto, es  un punto silla.

1.1)	 Si, por el contrario, , tenemos dos raíces positivas 
en el caso de que , así que  es un 
nodo repulsor. En caso contrario se tienen dos raíces 
negativas; de aquí,  es un nodo atractor.

2)	 Si .

En el caso de que , tenemos dos valores propios posi-
tivos, así que  es un nodo repulsor. En el otro caso, se tienen dos 
valores propios negativos, entonces  es un nodo atractor.

2.1)	 Si , la matriz asociada 
al sistema es:

Así que sus valores propios son . Sea , e, ; 
luego:

Sea , así que:
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Aplicando el Teorema 1.4 de [1], tenemos que 

, así que 

 y . De aquí, ; 

además, , . Por lo 

tanto, tenemos que  es par y , entonces el punto tiene dos 

sectores hiperbólicos.

Figura 8.1. Dos sectores hiperbólicos

Fuente: elaboración propia.

3)	 Si , tenemos 

que  y 

. Luego, si , 
se tiene que  es un foco inestable y en caso de que 

, tenemos que  es un foco atractor.

3.1)	 Ahora probaremos que en el caso , el punto 

 es un foco débil si .
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Sea  y , entonces tenemos que:

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz jacobiana:

Como , tenemos que:

Sea:

así que,

entonces,

de aquí tenemos que:

dividiendo entre 



C o l e c c i ó n  I n v e s t i g a c i ó n  y  D e s a r r o l l o  p a r a  t o d o s212 

La divergencia de este sistema en  es:

Además, sabemos que , , , , 

 y , luego , ,  

y , así que:

por lo tanto,  es un foco débil; luego,  es un foco débil en el 

caso de que .

Si , se tiene que  es un foco débil estable; en el caso 

que , se tiene que  es un foco débil inestable.

Singularidades en el caso .

Proposición 8.2. Si , el retrato de fase del punto  es equi-
valente al retrato de fase del punto  en .

Demostración. 

Sea , reemplazando en el sistema:
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se tiene que:

Sea ,  y  donde  y , entonces:

Sea  y , así que ; de aquí, el sistema 

nos queda de la siguiente forma:

Por lo tanto, el sistema nos queda de la siguiente forma:

El punto crítico  en este sistema es el punto  en el sistema 

Mostraremos las propiedades del punto , donde 

, ya que para el punto  se probaron en la Propo-

sición 8.1.

Sea :

Proposición 8.3.

1)	 Si , y
1.1) Si  y , entonces  es un nodo atractor.
1.2) Si  y , se tiene que  es un nodo repulsor.
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1.3) Si , tenemos que  es un punto silla.
2)	 Si , y

2.1) Si , entonces  es un nodo atractor.
2.2) Si , se tiene que  es un nodo repulsor.

3)	 Si , y
3.1) Si , entonces  es un foco atractor.
3.2) Si , se tiene  es un foco repulsor.
3.3) Si  y , entonces  es un foco débil.

Demostración.

Por la Proposición 8.2, todos los incisos en los que  son ciertos, así 
que solo nos falta demostrar los incisos en los que .

La matriz asociada al sistema en el punto  es:

Su ecuación característica es . Luego, si  
y , sus valores propios tienen signos opuestos, así que  es un 
punto silla.

Si , sus valores propios serán ambos negativos (o positi-
vos) en el caso de que  (o ), así que  es un nodo atractor 
(repulsor).

Si , la ecuación característica tiene raíces imaginarias, lue-
go  es un foco atractor (repulsor) si  ( ).

En particular para , se cumplen todas las proposiciones.
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Centros del sistema.

Usando el Teorema 1.5 de [12], es fácil ver que los únicos centros para 
 vienen dados por  y , con .

Centro en el caso 

Ahora probaremos que en el siguiente sistema los puntos críticos  y 
 son centros.

Proposición 8.4. Los puntos  y  son centros del sistema an-
terior.

Demostración.

Los valores propios son . Por el teorema de Dulac, el punto 
 es un centro, centro-foco o un foco.

Sea  y , entonces:

de aquí se tiene:

ECUACIÓN 32

por lo tanto,
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luego,

así, tenemos que:

de aquí se tiene que , y así podemos concluir que el punto 
 es un centro.

Centro en el caso 

Ahora para el siguiente sistema probaremos lo mismo.

Proposición 8.5. Los puntos singulares  y  son centros 
del sistema anterior.

Demostración.

Los valores propios son . Por el teorema de Dulac, el punto 
 es un centro, centro-foco.

Sea  y , entonces:
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de aquí se tiene:

por lo tanto,

luego,

Así, tenemos que , , , , 

 y .

Sea , y también tenemos que ; además:
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Así, el punto  es un centro.

Rectas invariantes en 

Proposición 8.6. Las rectas invariantes del sistema 
son de la forma 

 y .

Demostración.

Sea  recta invariante del sistema
, 

entonces ; además, 

Por lo tanto:

Ahora, si , de la ecuación 3) del sistema anterior, se tiene que .

Si , se tiene el siguiente sistema:

De la ecuación 2) del sistema anterior se tiene que, o , o 
.

Si , reemplazando en la ecuación 1) del sistema ante-
rior, se tiene que  y  (absurdo), entonces .

Por lo tanto, las rectas invariantes del sistema

son de la forma .
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Nota 8.1. 

Lema 8.3. Sean 

entonces:

a)	 Si , entonces  es la única recta invarian-
te.

b)	 Si , entonces  y  son las úni-
cas rectas invariantes.

c)	 Si , entonces el sistema no tiene rectas invariantes.

Es inmediato de la Nota 8.1 y la Proposición 8.6.

Retrato de fase en la región 

Proposición 8.7. Sea  la recta , luego:

a)	 Si , entonces .

b)	 Si  y  entonces .

c)	 Si  y , entonces .

d)	 Si  y , entonces .

Demostración.

a)	

b)	

c)	
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d)	

Lema 8.4. Si , y supongamos que , entonces

a)	 	 .
b)	 .

Prueba.

a) Como , luego 

, así que .

b) Como ,

así que , luego 

, y de aquı́ tenemos que 

; 

por lo tanto, .

Lema 8.5.  y , .

Como  por el lema anterior.

Retrato de fase en el caso 
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Figura 8.2. Retrato de fase Δ(0)<0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.3. Retrato de fase Δ(0)>0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.4. Retrato de fase Δ(0)=0

Fuente: elaboración propia.

Retrato de fase en el caso 

Figura 8.5. Retrato de fase Δ(s)<0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.6. Retrato de fase Δ(s)=0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.7. Retrato de fase Δ(s)>0

Fuente: elaboración propia.
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Retratos de fase en la esfera de Poincaré.

Figura 8.8. Caso en donde Δ(0)<0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.9. Caso en donde Δ(0)=0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.10. Caso en donde Δ(0)>0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.11. Caso en donde Δ(s)<0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.12. Caso en donde Δ(s)=0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.13. Caso en donde Δ(s)>0

Fuente: elaboración propia.

Singularidades en el infinito del sistema

En la carta  se tiene el sistema siguiente:
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Proposición 8.8. 
a)	 Si , entonces:
b)	  es un nodo atractor.
c)	  es un punto silla.
d)	 Si , entonces  es un silla nodo.
e)	 Si  no existen puntos críticos.

Demostración.

Para , se tiene que  y las matrices jacobia-

nas de  y  son :

Por lo tanto,  es nodo atractor y  es un silla.

En el caso , se tiene que  es punto crítico. Sea 
, entonces:

Dividiendo entre , se tiene:

Luego, para , se tiene . De aquí podemos afir-

mar que  es un silla nodo.

En la carta  se tiene el sistema:

La matriz jacobiana asociada al sistema es :
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Lema 8.6. En la carta  se tiene:

a)	 Si , entonces  es un punto silla.
b)	 Si , entonces  es un nodo repulsor.
c)	 Es inmediato de la matriz jacobiana.

Retrato de fase del sistema 
 en 

Figura 8.14. Caso Δ(s)<0 

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.15. Caso Δ(s)=0

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.16. Caso Δ(s)>0

Fuente: elaboración propia.

Bifurcaciones en 

Estas bifurcaciones las encontramos en la región  con la condición 
que se le impone a  en cada caso.
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Figura 8.17. Δ(0)<0 

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.18. Δ(0)=0

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.19. Δ(0)>0

Fuente: elaboración propia.

2. 

Figura 8.20. Δ(s)<0 

uente: elaboración propia.
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Figura 8.20. Δ(s)=0 

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.21. Δ(s)>0 

Fuente: elaboración propia.
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